
2009年第4期 2I

●竞赛之窗●

首届青少年数学周(宗沪杯)数学竞赛

个人赛

一、填空题

1．如果

窜+霹+窜+本 雷+e+G+G+学+G 。。

35+35+35
“

25+夕
一‘’

那么，n=——．
2．城市数学邀请赛共设金、银、铜三种奖

牌，组委会把这些奖牌分别装在五个盒中，每

个盒中只装一种奖牌，每个盒中装奖牌枚数依

次是3、6、9、14、18．现在知道其中银牌只有一

盒，而且铜牌枚数是金牌枚数的2倍．则有金

牌 枚，银牌 枚，铜牌 枚．

3．已知_p是质数，且方程

石2+彤一444p 2 0

的两个根都是整数．则p=——．
4．已知实数口、6、c同时满足

口一76+8c=4及8口+46一c=7．

习|j么，n2—62+c2=． ．

5．在梯形仙cD中，A曰∥cD，其底角
么D佃=36。，么C别=54。，肘、，v分别是边

A8、cD的中点．若这个梯形的下底仙恰好
比其上底CD长2 008，则线段删= ．

二、解答题

6．设n、6、c均是不为0的实数，且满足
． 口2—62=6c及62一c2=o口．

证明：口2一c2=曲．

7．在锐角△佃c中，AD上嬲于点D，船
』AC于点E，且佃与胞交于点日，M、Ⅳ分
别是边仰、仞的中点．证明：删上舾．
8．设整数z使得算4+茁3+戈2+石+l恰

好是完全平方数．试求出所有满足条件的髫

的值．

9．墙断的花色壁纸中间有一个“三角形

的洞”(如图1)，现有一块与三角形洞全等且

花色相同的三角形壁纸(如图2)，但由于正

反面原因不能直接补上．现需通过裁剪将洞

补上．请用笔画出裁剪图和贴补方案(裁剪损

耗忽略不计)．

图l 图2

队际赛

1．计算：l+吉(1+2)+{(1+2+3)+

⋯+刍(1+2+⋯+20)的值．
2．设实数戈、'，满足

(z+~／并2+1)(y+~／，，2+1)=1．
求x+，，的值．

3．如图3，在凹四

边形ABCD中，它的三

个内角么A、么B、么C

均为450，E、，、G、H分 R

别是边船、影、cD、
蜊的中点．证明：四边
形劂是正方形．

，

图3

C

4．设实数z、，，、彳同时满足

菇3+y 5 3名+4，

2，，3+z=6，，+6，

323+x=9z+8．

试求2 008(茗一1)2+2 009('，一1)2+

2 010(z一1)2的值． ．

5．对顺序排列的数，定义下列操作规则：

规则，4：相邻三数n、6、c顺序变为c、6、

n，称为～次“变换”；
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规则B：相邻四数口、6、c、d顺序变为

d、c、6、Ⅱ，称为一次“变换”．

欲将顺序排列的1，2，⋯，2 009，经过若

干次变换变为2 009，1，2，⋯，2 008．问：

(1)若只用规则A操作，目的能否实现?

(2)若只用规则日操作，目的能否实现?

若不能，请说明理由；若能，给出操作过程．

6．若一个整数能够表示成z2+2w+2'，2

(互、'，是整数)的形式，则称该数为“好数”．

(1)判断29是否为好数；

(2)写出80，8l，⋯，1∞中的好数；

(3)如果m、n都是好数，证明：，m也是

好数．

7．在边长为2√7的等边△A嬲中，M是
边脱的中点，Jp是AG上的点．
(1)当Pc为何值时，胛+朋有最小值?
(2)求出即+P肼的最小值．
8．试求满足条件茗4+z3+石2+戈=，，2+，，

的整数对(戈，'，)．

参考答案
个人赛

一、1．12．

原等式的左边可化成

筹x孵：等×墨：46-2|z．3×35，、2×25—36^27一．r一厶
‘

于是，2坨=2“．则n=12．

2．12，14，24．

依据“铜牌枚数是金牌枚数的2倍”得铜

牌数与金牌数的和应为3的倍数．

又铜牌数与金牌数的和应为已知3、6、

9、14、18中的四个数的和，这是因为“银牌只

有一盒”的缘故．

因此，银牌数为14枚，金牌数为(3+6+

9+18)÷3=12枚，铜牌数为24枚．

3．37．

依据

戈2=JD(444·石) ①

可知，p(444一茗)是完全平方数．

又p是质数，因此，pI髫2jpl名．

令戈=印(n∈z)代人式①得

(印)2=JD(444一印)．

由p≠0可得凡2p=444一印，即

凡(n+1)p=22×3×37．

因此，p=37．
?

4．1．

依据条件口+8c=4+76，8口一c=7—46．

将两式左右分别平方再相加得

(口+8c)2+(8口一c)2

=(7+46)2+(7—46)2．

化简整理得65(口2+c2)=65(1+62)．

因此，口2—62+c2=1．
’

5．1 004．

如图4，过点Ⅳ DⅣc

嬲警伽及么互盘N1 7f CB． 么。二一l ：。∑

则由口伽及A s M 7’B
口B77vc可得

图4

D～=AS．～C=li?B，

且么胳r=么腑日=360，
么M’S=么C鲋=”．
依么刚丁=1800一(么鹏丁+么Ⅳ巧)
=1800一(360+540)=900

可以判定△胚r是直角三角形．
注意到4S=DⅣ=们=册，可得
Sr=A曰一(A5+7曰)

=AB一(DN+NC、

=仙一DC=2 008．

故删=去5丁=1 004．
二

二、6．将已知等式相加得

口2一c2=c(n+6)． ①

依条件血2—62=6c得口2=6(6+c)，即
2

6+c=车． ②
￡，

依条件62一c2=∞得

(6+c)(6一c)=o口．

利用式②得鲁(6一c)=∞，即
缸+oc=曲．

故c(n+6)=曲．

代入式①即有口2一c2=曲成立．
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7．如图5，联结

MD、ME．

在RI△佃C中，
删是斜边彻的中
线，因此，

1

MD=去AB．
二

。在Rc△A朋中，
同理可得

圉5

ME=鼍AB．j
椒MD=ME． ①

依同样的方法，联结加、船．

同理，ⅣD=去cH=ⅣE． 。②

由式①、②知删是线段舾的垂直平
分线，当然有删上DE．
注：本题实质上是发现了A、B、D、E及

C、D、爿、E分别四点共圆，而舾恰好是这
两圆的公共弦．

8．依观察法可以发现，当z=0和算：一l

时原式的值恰为l，满足条件．因此，z=0或

石=一l是满足条件的两个解．

又依条件可设

石4+x3+石2+x+l=p2(P∈N+)．‘

于是，并4+石3+石2+并=p2一l，且p

(石2+1)(石2+z)=(P—1)(p+1)．

(1)当戈>1时，

算4+算3+石2+互+l>算4+2x2+1=(石2+1)2，

且 x4+互3+矿+鼻+1<z4+2鼻3+算2=(茗2+x)2．

故z4+茗3+苴2+名+l=(戈2+后)2，其

中，I|}∈(1，并)nN．

从而。(石+1—2七)戈2=I|}2一(戈+1)．

由J二式知x2 I[1|}2一(戈+1)]．

又I蠡2一(互+1)J<茗2，故

后2=石+1．2七=z+1．

解得||}=2。x=3．

(2)当z<一1时，设)，=一名．贝0，，>1，且

，+膏3+互2+x+1=y4一y3+，，2一，，+l<广．
又，一'，3+，，2一，，+l

>，，4—2y3+y2=(y2一y)2，

故，，4一，，3+)，2一，，+l=(广一J|})2，其
中，后∈[1，'，)nN．

从J而，(2居+1一y)，，2=后2+，，一1．

由上式知’，2 I(I|}2+’，一1)．

又0<后2+，，一1<y2+，，一1<2y2，故

五2+’，一1 2 y2，且2后+1一'，=1．

从而，I|}2=y2一)，+l，且后=善．

将后者代入前者得

，，2=4y2—4，，+4，

即2'，2+(’，一2)2=0．

此方程无解．

综上，满足条件的算值为0，一l，3．

9．操作如下：

如图6

进行分割，

分别可以

得到四组

全等的等 图6 。

腰三角形，经过分割、旋转、平移、重拼，就可

以将三角形壁纸补到三角形洞上去了．

队际赛

，．原式=-+吉×等+{x等+
l 20×21

⋯+菊×—i一

=—睾(2+3+4+⋯+21)

：昙×粤掣：115．2百×—_r一=113．

2．首先得算+y=~／)，2+l一√z2+1．

两边平方并整理得

~／石2+1·~／y2+1=l一髫r．

两边再平方得

z2y2+菇2+，，2+l=z2 y2—2夥+l，

即 (石+，，)2=O．

所以，石+，，=0．

3．欲证四边形删是正方形，只须证：
(1)四边形脚是平行四边形；
(2)EⅣ=日G；

万方数据



24 中等数学

(3)删上册．
(1)如图7，

联结月C、肋，
延长肋交AC
于点K，延长

cD交AB于点’

工．则由
占

EF坠姜AC，

明些{Ac

图7

C

=令EF／j HG，EF=HG．

因此，四边形脚是平行四边形．
(2)只须证肋=AC．
由已知条件得

么B配=900，么ADL=450

jM=LD，砚=观．

所以，△脚丝△厕j肋=AC．
．再证(3)成立．

由(2)的结果得么地D=么黝，立得
么懈=90p，即脒上AC．从而，删上鹏．
由此知四边形朋GH是正方形．
4．变形得

’，一2=一石3+3石+2=一(髫一2)(并+1)2，

z一2=一2广+6y+4=一2()，一2)(，，+1)2，
工一2=一3石3+9z+6=一3(：一2)(z+1)2．

以上三式相乘得

(菇一2)('，一2)(z一2)

=一6(彳一2)(y一2)(z一2)·

(石+1)2('，+1)2(z+1)2．

只能有(石一2)()，一2)(石一2)=0．

不失一般性，令省=2．得算=y=：=2．

故2 0嗯(算一1)2+2 009('，一1)2+2 0lo(：一1)2

=6 027．

5．(1)规则A不能实现目标．

任何一个数在规则A之下，其位置的奇

偶性不改变．若目标可以实现的话，则“l”由

奇数位变到偶数位，这不可能．

(2)规则8可以实现目标．

对任意相邻五个元12345操作如下：

12345一15432—34512—32154—51234

可见，经过4次操作后，元素“5”向前进

4位．以此类推，2 008是4的倍数，经有限次

日变换，可使元素2 009排在第一位置，其他

元素保持原来的先后顺序．

6．(1)因戈2+2硝+2’，2=(石+'，)2+y2，

所以，一个好数可表示成两个完全平方数的

和．由29=52+磐，知29是好数．

(2)100以内的完全平方数如下：

O，l，4，9，16，25，36，49，64，8l，100．

所求范围内的好数可由它们的和求出

(共九个)：80，81，82，85，89，90，97，98，100．
一

(3)设，n=口2+62，凡=c2+d2，口、6、c、

d都是整数．则

啪=(n2+62)(c2+d2)
=02c2+口2 d2+62c2+62 d2

=(nc+6d)2+(nd一6c)2．

可见，，胍是两个完全平方数的和．

故，m为好数．

7．如图8，联结朋，把△A曰C沿月C轴
翻转1800得到

△柚c．N是M

的对称点(关于

AC)．

此时，总有

PM=pN．
图8

由于B、JI、，是定点，故即+刚≥删，等
号成立条件是，当且仅当点P在边删上．
以下求Pc的值．

延长肘到E，使CE=洲，得等边
△C删．由作法可知

咒∥舵，篾=器脚舅=券．
故当Pc=掣时，即+蹦有最小值．
过点N怍NFLCE。F为垂昆．贼

M：华，胛：掣，
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一、填空题(每小题8分，共40分)

1．在Jp(1，1)、Q(1，2)、肘(2，3)、

，v(吉，{)四个点中，能成为函数，，=口。的
图像与其反函数的图像的公共点的只可能是

2．如图

三荛麓三[边形彻cD ．{
是一张长

方形纸片， 图l

将加、曰c折起，使A、口两点重合于边cD
上的点P，然后压平得折痕EF、GH．

若咫=2，PG=l，EG=打，则长方形纸片
彻CD的面积为——．
3．二次函数以菇)满足。

以一10)=9，∥一6)=7，以2)=一9．
则八2 008)=——．

烹望坚：兜：J=。·掣 图2
阴影部分的曲边

⋯

三角形的面积是——．
5．对任意正实数石，用尸(戈)表示10＆互

的整数部分．则F(1)+，(2)+⋯+F(1 023)

=——·
二、(15分)证明：

删=而=√字+哥=7
故印+肌的最小值为7．
8．在条件等式两边都乘以4，有

4戈4+4x3+4算2+4戈=4’，2+4，，．

配方变形得

4戈4+4并3+4戈2+4戈+l：(2y+1)2．

注意到

(2石2+石)2=4戈4+4戈3+z2

和 (2x2+x+1)2=4≯+4x3+5咒2+2茁+1

是两个相邻的平方数，并且

2算2+菇=2(并+{)2一{
作为实值函数其最小整数值等于0．

从而，在石取整数值条件下

12石2+zl≤I 2茗2+茗+l I．

故只有两种情况．

(1)(2y+1)2=4x4+4名3+4石2+4算+l

≤424+423+茁2．

(2)(2'，+1)2=4』4+4名3+4彳2+4算+l

≥424+4戈3+5石2+2名+1．

若(1)成立，则

322+4x+l≤o，一l≤x≤一吉，工：一1．
于是，(2，+1)2=1，有，，=O或)，=一1，

得解(一1，0)，(一l，一1)．

若(2)成立，则

石2—2石≤0．0≤x≤2．

故算=0，l，2．

当工=O时，'，=一1或0，从而有解

(0，0)，(0，一1)．

当茗=】时，，，2+，，一4=0，，，无整数解．

当x=2时，)，2+)，一30=0，)，=一6或5．

有解(2，一6)，(2，5)．

综上，满足条件的解是

(，1，0)，(一l，一1)，(0，O)，(0，一1)，

(2，一6)，(2，5)．

(张同君提供)
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