智浪教育—普惠英才文库

数学竞赛单元训练题(高中)排列组合
一、选择题 

　　1.公共汽车上有4位乘客，其中任何两人都不在同一车站下车，汽车沿途停靠6个站，那么这4位乘客不同的下车方式共有(　　)

　　A.15种　　　　　B.24种　　　　　C.360种　　　　　D.480种

2.把10个相同的球放入三个不同的盒子中，使得每个盒子中的球数不少于2，则不同的放法有(　　)

　　A.81种　　　　　B.15种　　　　　C.10种　　　　　 D.4种

　　3.12辆警卫车护送三位高级领导人，这三位领导人分别坐在其中的三辆车中.要求在开行后12辆车一字排开，车距相同，车的颜色相同，每辆车内的警卫的工作能力是一样的，三位领导人所坐的车不能相邻，且不能在首尾位置.则共有(　　)种安排出行的办法.

　　A.　　 [image: image100.png]


　B.[image: image2.png]9 A3
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　　　　C.[image: image3.png]


　　　　　 D.[image: image4.png]



　　4.在正方体的8个顶点、12条棱的中点、6个面的中心及正方体的中心共27个点中，不共线的三点组的个数是(　　)

　　A.2898　　　　　B.2877　　　　　 C.2876　　　　 D.2872

　　5.有两个同心圆，在外圆上有相异的6个点，内圆上有相异的3个点.由这9个点所确定的直线最少可有(　　)

　　A.15条　　　　　B.21条　　　　　 C.36条　　　　 D.3条

　　6.已知两个实数集A={a1，a2，…，a60}与B={b1，b2，…，b25}.若从A到B的映射f使得B中每个元素都有原象，且f(a1)≥f(a2)≥…≥f(a60).则这样的映射共有(　　)

　　A.[image: image5.png]C
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　　二、填空题
　　7.4410共有__________个不同的正约数.

　　8.有7个人站成一排，其中A、B不能相邻，C、D必须挨在一起，且C要求在A的右侧.则共有站队方法数是____________.

[image: image1.png]9 A3
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　　9.如图，两圆相交于A、B两点，在两圆周上另有六点C、D、E、F、G、H，其中仅E、B、G共线，其他无三点共线.这八点最多可以确定不同圆的个数是__________.

　　10.一个圆周上有5个红点，7个白点，要求任两个红点不得相邻.那么共有_________种排列方法.

　　11.平面上给定5点，这些点两两间的连线互不平行，又不垂直，也不重合.现从任一点向其余四点两两之间的连线作垂线，则所有这些垂线间的交点数最多是_____________.

　　12.10人有相应的10个指纹档案，每个指纹档案上都记录有相应人的指纹痕迹，并有检测指示灯和检测时的手指按扭.10人中某人把手指按在键钮上，若是他的档案，则指示灯出现绿色，否则出现红色.现在这10人把手指按在10个指纹档案的键钮上去检测，规定一个人只能在一个档案上去检测，并且两个人不能在同一个档案上去检测，这时指示灯全部出现红色.这样的情况共有__________种.

　　三、解答题
　　13.中、日围棋队各出7名队员，按事先安排好的次序出场进行围棋擂台赛，双方先由1号队员比赛，负者被淘汰，胜者再与负方的2号队员比赛，……，直到有一方队员全部被淘汰为止，另一方获胜，形成一种比赛过程.现在中方只动用了5名队员，就击败了日方的所有队员.问这样的比赛过程有多少种？

　　14.从1到n(n≥3，且n为整数)之间任取3个不同的整数，使得这3个数的和正好被3整除.如果这样的取法有53922种，试确定n的取值.

　　15.集合A中有n个元素，其中有m个是特殊元素(m≤n).已知集合A的五元素子集共有68个，且每个子集中都含有至少一个特殊元素.此外，集合A的任意一个三元素子集都恰好被一个五元素子集所包含.

　　(1)求n的取值；

　　(2)请回答：所有五元素子集中是否有至少含4个特殊元素的集合？

参考答案
　　一、选择题
　　1.可把问题转化为：4个不同的元素，放到6个位置中，有[image: image9.png]ad =360



种方法，选C.

　　2.问题相当于：把4个相同的球放入三个不同的盒中，有[image: image10.png]


种放法，故选B.

　　3.此题即：3个人坐10个位置，一人只能坐一个，且两两不得相邻，有[image: image11.png]


种坐法，选C.

　　4.用间接法.容易求得共线的三点组共有49个，而所有的三点组共有[image: image12.png]Cx



，所以不共线的三点组共有[image: image13.png]3
3, -49=-2876



(个)，故选C.

　　5.设P1、P2、P3是内圆上三点，Q1、Q2，…，Q6分别为三条直线P1P2、P2P3、P3P1与外圆的交点，此时9个点所确定的直线最少有[image: image14.png]cd-3ci-n=-21



(条)，选B.

　　6.此题相当于：用25个从大到小的数从左至右的顺序不变，去插入到a1，a2，a3，…，a60这60个数的两数空隙之间.要求最大数必在a1左侧，最小数不得在a60右侧，共有[image: image15.png]c
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个映射，故选B.

　　二、填空题
　　7.由4410=2×32×5×72知：正约数中含2的指数幂有2种，含3的指数幂有3种情况，含5的指数幂有2种情况，含7的指数幂有3种情况，而2、3、5、7均为质数，故根据分步原理共有2×3×2×3=36个不同的正约数.

　　8.把C、D捆绑起来看作一个元素，元素A只能安放在从左至右的前5个位置中，故对A的位置分类：

　　若A在左起第1位，则有[image: image16.png]alxaixa3-1m
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数学竞赛单元训练题(高中)排列组合
一、选择题 

　　1.公共汽车上有4位乘客，其中任何两人都不在同一车站下车，汽车沿途停靠6个站，那么这4位乘客不同的下车方式共有(　　)

　　A.15种　　　　　B.24种　　　　　C.360种　　　　　D.480种

2.把10个相同的球放入三个不同的盒子中，使得每个盒子中的球数不少于2，则不同的放法有(　　)

　　A.81种　　　　　B.15种　　　　　C.10种　　　　　 D.4种

　　3.12辆警卫车护送三位高级领导人，这三位领导人分别坐在其中的三辆车中.要求在开行后12辆车一字排开，车距相同，车的颜色相同，每辆车内的警卫的工作能力是一样的，三位领导人所坐的车不能相邻，且不能在首尾位置.则共有(　　)种安排出行的办法.

　　A.　　 [image: image18.png]9 A3
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　　　　C.[image: image20.png]


　　　　　 D.[image: image21.png]



　　4.在正方体的8个顶点、12条棱的中点、6个面的中心及正方体的中心共27个点中，不共线的三点组的个数是(　　)

　　A.2898　　　　　B.2877　　　　　 C.2876　　　　 D.2872

　　5.有两个同心圆，在外圆上有相异的6个点，内圆上有相异的3个点.由这9个点所确定的直线最少可有(　　)

　　A.15条　　　　　B.21条　　　　　 C.36条　　　　 D.3条

　　6.已知两个实数集A={a1，a2，…，a60}与B={b1，b2，…，b25}.若从A到B的映射f使得B中每个元素都有原象，且f(a1)≥f(a2)≥…≥f(a60).则这样的映射共有(　　)
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　　二、填空题
　　7.4410共有__________个不同的正约数.

　　8.有7个人站成一排，其中A、B不能相邻，C、D必须挨在一起，且C要求在A的右侧.则共有站队方法数是____________.

[image: image99.png]


　　9.如图，两圆相交于A、B两点，在两圆周上另有六点C、D、E、F、G、H，其中仅E、B、G共线，其他无三点共线.这八点最多可以确定不同圆的个数是__________.

　　10.一个圆周上有5个红点，7个白点，要求任两个红点不得相邻.那么共有_________种排列方法.

　　11.平面上给定5点，这些点两两间的连线互不平行，又不垂直，也不重合.现从任一点向其余四点两两之间的连线作垂线，则所有这些垂线间的交点数最多是_____________.

　　12.10人有相应的10个指纹档案，每个指纹档案上都记录有相应人的指纹痕迹，并有检测指示灯和检测时的手指按扭.10人中某人把手指按在键钮上，若是他的档案，则指示灯出现绿色，否则出现红色.现在这10人把手指按在10个指纹档案的键钮上去检测，规定一个人只能在一个档案上去检测，并且两个人不能在同一个档案上去检测，这时指示灯全部出现红色.这样的情况共有__________种.

　　三、解答题
　　13.中、日围棋队各出7名队员，按事先安排好的次序出场进行围棋擂台赛，双方先由1号队员比赛，负者被淘汰，胜者再与负方的2号队员比赛，……，直到有一方队员全部被淘汰为止，另一方获胜，形成一种比赛过程.现在中方只动用了5名队员，就击败了日方的所有队员.问这样的比赛过程有多少种？

　　14.从1到n(n≥3，且n为整数)之间任取3个不同的整数，使得这3个数的和正好被3整除.如果这样的取法有53922种，试确定n的取值.

　　15.集合A中有n个元素，其中有m个是特殊元素(m≤n).已知集合A的五元素子集共有68个，且每个子集中都含有至少一个特殊元素.此外，集合A的任意一个三元素子集都恰好被一个五元素子集所包含.

　　(1)求n的取值；

　　(2)请回答：所有五元素子集中是否有至少含4个特殊元素的集合？

参考答案
　　一、选择题
　　1.可把问题转化为：4个不同的元素，放到6个位置中，有[image: image26.png]ad =360



种方法，选C.

　　2.问题相当于：把4个相同的球放入三个不同的盒中，有[image: image27.png]


种放法，故选B.

　　3.此题即：3个人坐10个位置，一人只能坐一个，且两两不得相邻，有[image: image28.png]


种坐法，选C.

　　4.用间接法.容易求得共线的三点组共有49个，而所有的三点组共有[image: image29.png]Cx



，所以不共线的三点组共有[image: image30.png]3
3, -49=-2876



(个)，故选C.

　　5.设P1、P2、P3是内圆上三点，Q1、Q2，…，Q6分别为三条直线P1P2、P2P3、P3P1与外圆的交点，此时9个点所确定的直线最少有[image: image31.png]cd-3ci-n=-21



(条)，选B.

　　6.此题相当于：用25个从大到小的数从左至右的顺序不变，去插入到a1，a2，a3，…，a60这60个数的两数空隙之间.要求最大数必在a1左侧，最小数不得在a60右侧，共有[image: image32.png]c
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个映射，故选B.

　　二、填空题
　　7.由4410=2×32×5×72知：正约数中含2的指数幂有2种，含3的指数幂有3种情况，含5的指数幂有2种情况，含7的指数幂有3种情况，而2、3、5、7均为质数，故根据分步原理共有2×3×2×3=36个不同的正约数.

　　8.把C、D捆绑起来看作一个元素，元素A只能安放在从左至右的前5个位置中，故对A的位置分类：

　　若A在左起第1位，则有[image: image33.png]alxaixa3-1m



(种)；

　　若A在左起第2位，则有[image: image34.png]Abxahxalxad-1aq



(种)；

　　若A在左起第3位，则有[image: image35.png]abxadeabxchxadxad-do



(种)；

　　若A在左起第4位，则有[image: image36.png]ahxchxadxadsalxad-a



(种)；

　　若A在左起第5位，则有[image: image37.png]Adxabxal-36



(种).

　　所以，共有站队方法数498种.

　　9.过8个点可作[image: image38.png]


个圆，需减去两类：①E、B、G共线，减去1个；②A、B、C、D、E五点共圆及A、B、F、G、H五点共圆，减去[image: image39.png]2wci -1



个，所以最多可以确定不同圆的个数是37个.

　　10.用插空法，共有[image: image40.png]


种排列方法.

　　11.用排除法.设A1、A2、…、A5为平面上给定的5个点，A2、A3、A4、A5之间两两连线有[image: image41.png]


条，从A1出发可引6条垂线，依此5个点共可引30条垂线，它们之间最多有[image: image42.png]2
cdy=435



个交点.但应排除以下三种情况：①从A1、A2、A3作A4A5的三条垂线互相平行，无交点，这样的情形共有[image: image43.png]


个；②从Ai(i=1，2，3，4，5)出发的6条垂线都交于点Ai，这样的点共有[image: image44.png]


个，只能留下5个，剩余的应减去；③Ai(i=1，2，3，4，5)中每三点构成一个三角形，三角形的三条高共点，应减去[image: image45.png]


个.

　　因此，满足题意的交点最多有[image: image46.png]c3)-30-70-20=315



个.

　　12.此题相当于：10个编号为1，2，3，…，10的球放入十个编号为1，2，3，…，10的盒中，要求每个盒中只盛一球，且号码均不相同，求放法总数.

　　设这种情况的n个号码时，方法数为an.第一步是安排第1号球，共有n-1种方法.此时，不妨设1号球安排在了第i(i≠1)号位置.再安排第i号球的位置，有两种情况：①第i号球在1号位置，此时剩余的n-2个球要放在n-2个盒中的要求依然是号码均不相同，故有an-2种方法；②第i号球不安排在1号位置，此时如同n-1个球放入n-1个盒中且号码均不相同，故有方法数为an-1.

　　所以，an=(n-1)(an-2+an-1).

　　当n=2时，a2=1；当n=3时，a3=2.所以，a4=3(a2+a3)=9，a5=4(a3+a4)=44，a6=5(a4+a5)=265，a7=6(a5+a6)=1854，a8=7(a6+a7)=14833，a9=8(a7+a8)=133496，a10=9(a8+a9)=1334961.

　　所以，这样的情况共有1334961种.

　　三、解答题
　　13.设中方的7名队员分别为a1，a2，…，a7，日方的7名队员分别是b1，b2，…，b7.由于中方只动用了5名队员，故可以认为a6、a7实质上是不参与比赛的.现把中方的5名队员和日方的7名队员排成一列，显然各自的顺序已定，只需确定位置即可.

　　现规定，排在日方队员bi(i=1，2，…，7)右侧的(紧挨着)中方队员是击败bi的队员.据题意，a5须在b7的右侧(紧挨着).其他4名队员a1、a2、a3、a4可在b7左侧10个位置中的任4个位置中，故有[image: image47.png]


种情况.

　　所以，这样的比赛过程有[image: image48.png]


种.

　　14.用模3对n分类：

　　(1)当n=3m(m≥1，且m为整数)时，我们可以把从1到n的这n个数分成三部分：①A1={1，4，…，3k+1}，共有m个元素；②A2={2，5，…，3k+2}，共有m个元素；③A3={3，6，…，3k+3}，共有m个元素.

　　易知，A3中的任三个数之和能被3整除，有[image: image49.png]


种取法；A1、A2、A3中各取一个元素，其和亦能被3整除，有[image: image50.png]cloechech




(种)取法；A1中任三个数之和也能被3整数，有[image: image51.png]


种取法；A2中任三个数之和也能被3整除，有[image: image52.png]


种取法.除上面几种情况，再无其他情况使取的三数之和被3整除.

　　所以，[image: image53.png]3c3, +m® =53022



，即

　　3m3-3m2+2m-107844=0.

　　因为3|107844，所以3|m.又2m-107844是偶数，所以m必是偶数.

　　为此，不妨设m=6t(t≥1，且t为整数)，则有54t3-9t2+t-8987=0.

　　易知当t≥6时，此等式一定不成立，而当t=1，2，3，4，5时均不能使该等式成立，故当n=3m(m≥1，且m为整数)时，不存在这样的n.

　　(2)当n=3m+1(m≥1，且m为整数)时，亦可把这n个数分成三部分：①A1={1，4，…}，共有m+1个元素；②A2={2，5，…}，共有m个元素；③A3={3，6，…}，共有m个元素，据题意则有

　　[image: image54.png]2C3, +C3y + (m+ Dm? =53922




　　即5m3+m=3×53922.

　　m(5m2+1)=3×53922.

　　因为(m，5m2+1)=(m，1)=1，所以，m与5m2+1互质.

　　而3×53922=2×32×11×19×43.

　　另一方面，若m≥43，则5m2+1必大于2×32×11×19.故m＜43.

　　若m≤18，则5m2+1必小于11×19×43，故m＞18.

　　所以，m=19或38，代入等式后均不成立.

　　综上，当n=3m+1(m≥1，且m为整数)时，也不存在这样的n.

　　(3)当n=3m+2(m≥1，且m为整数)时，则可得[image: image55.png]i+ 2C3 4 + (m+ )2 m=53922




　　据(2)相同的思路，最后可求得m=66.

　　结合(1)、(2)、(3)，n的取值是200.

　　15.(1)据题意，共有[image: image56.png]


个三元素子集，因为每一个三元素子集都恰好被一个五元素子集所包含，所以每一个五元素子集中包含了[image: image57.png]


个三元素子集，而这样的五元素子集共有68个，故有[image: image58.png]68xC3



，解得n=17.

　　　 (2)假设每个五元素子集中至多含有3种特殊元素，我们把含有1种特殊元素，2种非特殊元素的三元素子集设为A3.

　　据题意，68个五元素子集中，有[image: image59.png]


个含有3种特殊元素，且每个子集中可有[image: image60.png]


(3个A3).

　　另一方面，含有2种或1种特殊元素的五元素子集，应有[image: image61.png]68 -C3,



(个)

　　且这样的子集中都有[image: image62.png]


(6个A3).

　　再者，子集A3的个数是[image: image63.png]chio Chn



，即[image: image64.png]


.

　　所以，[image: image65.png]mCfy_y = 3C3, +6(68 - C3)



，即

　　m3-18m2+137m-408=0.

　　因为408的正因数1、3、8、17均非上述方程的解，据有理根定理方程无正整数解，这说明假设错误.故结论是肯定的.

[image: image66.png]alxaixa3-1m



(种)；

　　若A在左起第2位，则有[image: image67.png]Abxahxalxad-1aq



(种)；

　　若A在左起第3位，则有[image: image68.png]abxadeabxchxadxad-do



(种)；

　　若A在左起第4位，则有[image: image69.png]ahxchxadxadsalxad-a



(种)；

　　若A在左起第5位，则有[image: image70.png]Adxabxal-36



(种).

　　所以，共有站队方法数498种.

　　9.过8个点可作[image: image71.png]


个圆，需减去两类：①E、B、G共线，减去1个；②A、B、C、D、E五点共圆及A、B、F、G、H五点共圆，减去[image: image72.png]2wci -1



个，所以最多可以确定不同圆的个数是37个.

　　10.用插空法，共有[image: image73.png]


种排列方法.

　　11.用排除法.设A1、A2、…、A5为平面上给定的5个点，A2、A3、A4、A5之间两两连线有[image: image74.png]


条，从A1出发可引6条垂线，依此5个点共可引30条垂线，它们之间最多有[image: image75.png]2
cdy=435



个交点.但应排除以下三种情况：①从A1、A2、A3作A4A5的三条垂线互相平行，无交点，这样的情形共有[image: image76.png]


个；②从Ai(i=1，2，3，4，5)出发的6条垂线都交于点Ai，这样的点共有[image: image77.png]


个，只能留下5个，剩余的应减去；③Ai(i=1，2，3，4，5)中每三点构成一个三角形，三角形的三条高共点，应减去[image: image78.png]


个.

　　因此，满足题意的交点最多有[image: image79.png]c3)-30-70-20=315



个.

　　12.此题相当于：10个编号为1，2，3，…，10的球放入十个编号为1，2，3，…，10的盒中，要求每个盒中只盛一球，且号码均不相同，求放法总数.

　　设这种情况的n个号码时，方法数为an.第一步是安排第1号球，共有n-1种方法.此时，不妨设1号球安排在了第i(i≠1)号位置.再安排第i号球的位置，有两种情况：①第i号球在1号位置，此时剩余的n-2个球要放在n-2个盒中的要求依然是号码均不相同，故有an-2种方法；②第i号球不安排在1号位置，此时如同n-1个球放入n-1个盒中且号码均不相同，故有方法数为an-1.

　　所以，an=(n-1)(an-2+an-1).

　　当n=2时，a2=1；当n=3时，a3=2.所以，a4=3(a2+a3)=9，a5=4(a3+a4)=44，a6=5(a4+a5)=265，a7=6(a5+a6)=1854，a8=7(a6+a7)=14833，a9=8(a7+a8)=133496，a10=9(a8+a9)=1334961.

　　所以，这样的情况共有1334961种.

　　三、解答题
　　13.设中方的7名队员分别为a1，a2，…，a7，日方的7名队员分别是b1，b2，…，b7.由于中方只动用了5名队员，故可以认为a6、a7实质上是不参与比赛的.现把中方的5名队员和日方的7名队员排成一列，显然各自的顺序已定，只需确定位置即可.

　　现规定，排在日方队员bi(i=1，2，…，7)右侧的(紧挨着)中方队员是击败bi的队员.据题意，a5须在b7的右侧(紧挨着).其他4名队员a1、a2、a3、a4可在b7左侧10个位置中的任4个位置中，故有[image: image80.png]


种情况.

　　所以，这样的比赛过程有[image: image81.png]


种.

　　14.用模3对n分类：

　　(1)当n=3m(m≥1，且m为整数)时，我们可以把从1到n的这n个数分成三部分：①A1={1，4，…，3k+1}，共有m个元素；②A2={2，5，…，3k+2}，共有m个元素；③A3={3，6，…，3k+3}，共有m个元素.

　　易知，A3中的任三个数之和能被3整除，有[image: image82.png]


种取法；A1、A2、A3中各取一个元素，其和亦能被3整除，有[image: image83.png]cloechech




(种)取法；A1中任三个数之和也能被3整数，有[image: image84.png]


种取法；A2中任三个数之和也能被3整除，有[image: image85.png]


种取法.除上面几种情况，再无其他情况使取的三数之和被3整除.

　　所以，[image: image86.png]3c3, +m® =53022



，即

　　3m3-3m2+2m-107844=0.

　　因为3|107844，所以3|m.又2m-107844是偶数，所以m必是偶数.

　　为此，不妨设m=6t(t≥1，且t为整数)，则有54t3-9t2+t-8987=0.

　　易知当t≥6时，此等式一定不成立，而当t=1，2，3，4，5时均不能使该等式成立，故当n=3m(m≥1，且m为整数)时，不存在这样的n.

　　(2)当n=3m+1(m≥1，且m为整数)时，亦可把这n个数分成三部分：①A1={1，4，…}，共有m+1个元素；②A2={2，5，…}，共有m个元素；③A3={3，6，…}，共有m个元素，据题意则有

　　[image: image87.png]2C3, +C3y + (m+ Dm? =53922




　　即5m3+m=3×53922.

　　m(5m2+1)=3×53922.

　　因为(m，5m2+1)=(m，1)=1，所以，m与5m2+1互质.

　　而3×53922=2×32×11×19×43.

　　另一方面，若m≥43，则5m2+1必大于2×32×11×19.故m＜43.

　　若m≤18，则5m2+1必小于11×19×43，故m＞18.

　　所以，m=19或38，代入等式后均不成立.

　　综上，当n=3m+1(m≥1，且m为整数)时，也不存在这样的n.

　　(3)当n=3m+2(m≥1，且m为整数)时，则可得[image: image88.png]i+ 2C3 4 + (m+ )2 m=53922




　　据(2)相同的思路，最后可求得m=66.

　　结合(1)、(2)、(3)，n的取值是200.

　　15.(1)据题意，共有[image: image89.png]


个三元素子集，因为每一个三元素子集都恰好被一个五元素子集所包含，所以每一个五元素子集中包含了[image: image90.png]


个三元素子集，而这样的五元素子集共有68个，故有[image: image91.png]68xC3



，解得n=17.

　　　 (2)假设每个五元素子集中至多含有3种特殊元素，我们把含有1种特殊元素，2种非特殊元素的三元素子集设为A3.

　　据题意，68个五元素子集中，有[image: image92.png]


个含有3种特殊元素，且每个子集中可有[image: image93.png]


(3个A3).

　　另一方面，含有2种或1种特殊元素的五元素子集，应有[image: image94.png]68 -C3,



(个)

　　且这样的子集中都有[image: image95.png]


(6个A3).

　　再者，子集A3的个数是[image: image96.png]chio Chn



，即[image: image97.png]


.

　　所以，[image: image98.png]mCfy_y = 3C3, +6(68 - C3)



，即

　　m3-18m2+137m-408=0.

　　因为408的正因数1、3、8、17均非上述方程的解，据有理根定理方程无正整数解，这说明假设错误.故结论是肯定的.

