智浪教育—普惠英才文库

大学物理竞赛指导-经典力学选例
一．质点运动学

基本内容：位置，速度，加速度，他们的微积分关系，自然坐标下切、法向加速度，*极坐标下径向速度，横向速度，直线运动，抛物运动，圆周运动，角量描述，相对运动

1.运动学中的两类问题
(1)已知运动方程求质点的速度、加速度。这类问题主要是利用求导数的方法。
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例1  一艘船以速率ｕ驶向码头P，另一艘船以速率v自码头离去，试证当两船的距离最短时，两船与码头的距离之比为：   
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设航路均为直线，
[image: image3.wmf]a

为两直线的夹角。   

证：设任一时刻船与码头的距离为x、y，两船的距离为l，则有        
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对ｔ求导，得                                                      
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将
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代入上式，并应用
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由此可求得                 
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即当两船的距离最短时，两船与码头的距离之比为    
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(2)已知质点加速度函数a＝a(x，v，t)以及初始条件，建立质点的运动方程。这类问题主要用积分方法。

    例2 一质点从静止开始作直线运动，开始时加速度为a0，此后加速度随时间均匀增加，经过时间后，加速度为2a0，经过时间2后，加速度为3 a0 ,…求经过时间n后，该质点的速度和走过的距离。
解：设质点的加速度为                a = a0+( t

∵  t = (  时，   a =2 a0           ∴ ( = a0 /( 

即                          a = a0+ a0 t /( ，             
由     a = dv /dt  ，   得       dv = adt
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由      v = ds /dt  ， ds = v dt        
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t = n(  时，质点的速度    
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质点走过的距离          
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2.相对运动

例3  有一宽为l的大江，江水由北向南流去．设江中心流速为u0，靠两岸的流速为零．江中任一点的流速与江中心流速之差是和江心至该点距离的平方成正比．今有相对于水的速度为
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的汽船由西岸出发,向东偏北45°方向航行，试求其航线的轨迹方程以及到达东岸的地点．
解：以出发点为坐标原点，向东取为x轴，向北取为y轴，因流速为y方向，由题意可得               ux = 0                                 

                        uy = a(x(l/2)2＋b                           

令 x = 0,  x = l处 uy = 0,  x = l/2处 uy＝－u0，代入上式定出a＝4u0/l2、ｂ＝－u0，
而得        
[image: image19.wmf](

)

x

x

l

l

u

u

y

-

-

=

2

0

4

                      

[image: image1.wmf]A

B

P

x

y

u

v

l

a

船相对于岸的速度
[image: image20.wmf]v

v

(vx，vy)明显可知是 

[image: image162.bmp]               
[image: image21.wmf]2

/

0

v

v

=

x


               
[image: image22.wmf]y

y

u

+

=

)

2

/

(

0

v

v

，
将上二式的第一式进行积分，有 

               
[image: image23.wmf]t

x

2

0

v

=


还有，
  
[image: image24.wmf]x

y

t

x

x

y

t

y

y

d

d

2

d

d

d

d

d

d

0

v

v

=

=

=

=
[image: image25.wmf](

)

x

x

l

l

u

-

-

2

0

0

4

2

v

                   
即                      
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因此，积分之后可求得如下的轨迹(航线)方程：                      
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到达东岸的地点(x(，y( )为                                    
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二．质点动力学
1.牛顿运动定律

基本内容：牛顿运动三定律，惯性力
(1)运用微积分处理力学问题：根据力函数的形式选择运动定律的形式；正确地分离变量
例4　如例4图，光滑水平面上固定一半径为r的薄圆筒，质量为m的物体在筒内以初速率v0沿筒的内壁逆时针方向运动，物体与筒内壁接触处的摩擦系数为μ。求：

(1)作用在物体上的摩擦力；

(2)物体的切向加速度； 

(3)物体速度从v0减小到v0/3所需的时间和经历的路程。
[image: image29.png]



解　由题意知物体作半径为r的圆周运动，设任一时刻t物体的速率为v，受力情况如例4图所示，N和f分别是环内壁作用在物体上的弹力和摩擦力，物体所受重力和水平面的支承力在竖直方向相互平衡，图中未画出。在自然坐标系中的分量式是
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(1)由 
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再由摩擦力公式和(2.31)式得
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即摩擦力随时间t逐渐减小；方向沿圆周切向与物体相对于筒的运动方向相反。
(2)由(2.32)式得
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(3)当
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再由
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两边积分

eq \i\in(0,s,)ds＝rv0
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[image: image163.bmp]例5  0036，绳子张力
一条质量分布均匀的绳子，质量为M、长度为L，一端拴在竖直转轴OO′上，并以恒定角速度在水平面上旋转．设转动过程中绳子始终伸直不打弯，且忽略重力，求距转轴为r处绳中的张力T( r)．
解：取距转轴为r处，长为d r的小段绳子，其质量为  ( M/L ) dr ． 

         　　　　　　 (取元，画元的受力图)    

由于绳子作圆周运动，所以小段绳子有径向加速度，由牛顿定律得：   

   T ( r )T ( r + dr ) = ( M / L) dr r2   

令          T ( r )－T (r + dr ) = dT ( r)             

得           dT =－( M2 / L) r dr               

由于绳子的末端是自由端  　　 T (L) = 0         
有　　　　　　　　　　     
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(2)牛顿定律只在惯性系中成立，非惯性系中应用相对运动关系式或引入惯性力。
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    例6  一光滑直杆OA与竖直轴Oz成 角（为常数）．直杆以匀角速度绕Oz轴转动，杆上有一质量为m的小滑环，在距O点为l处与直杆相对静止如图示．试以OA杆为参考系求出此时杆的角速度，并讨论小滑环是否处于稳定平衡？ 
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解：(1) 取杆OA为参考系，小环处于静止状态，受力如图：
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及惯性离心力
[image: image51.wmf]F

¢

v
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其中              
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    将①式沿OA杆方向取投影可得                                    
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    (2) 因为N与杆是垂直的，故无论N取何值，都不影响小环沿杆的运动．现假定小环受到一个扰动，向杆A端发生一位移l，即l大于零．由上面②式知： 
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即惯性离心力F′沿杆的分量大于重力沿杆的分量，二者方向相反，合力指向杆的A端，故小环将沿杆向A端加速，不能再返回平衡位置．反之，如小环向O

端发生一l位移，此时l < 0，故                              
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小环将受到一个指向杆O端的合力，也不会再返回平衡位置，            

∴  小环所处平衡是不稳定平衡．                                   

2.动量定理及守恒定律
基本内容：质点及质点系动量定理，动量守恒定律，质心及其运动定理
(1) 若 
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，则系统无论在哪个方向动量都守恒；若 
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，但系统在某一方向上的合外力为零，则该方向上动量守恒。
(2)碰撞、打击问题中，在Δt→0时，只能忽略恒定的有限大小的主动外力(例如重力)，而随碰撞而变化的被动外力(例如支持力)一般是不能忽略的。

(3)若遇到变质量系统，要正确分析出t时刻和(t＋dt)时刻的动量。
例7：可变质量系统
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图示一辆总质量为M的装满砂子的小车，车下有一可调节的小孔，当小孔打开时，砂子从小孔中竖直漏出．设每秒均匀漏出砂子的质量为m，当小车在水平恒力
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的作用下，在水平地面上由静止开始运动时，砂子也同时开始从小孔中漏出．如果小车行进时的摩擦可以忽略不计，试由动量定理证明t时刻小车的运动速度和加速度分别为
  
[image: image62.wmf]mt

M

M

m

F

D

D

-

=

ln

v

,   
[image: image63.wmf]mt

M

F

a

D

-

=


证：设t时刻小车的质量为  
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，小车的速度为v (t)，t + dt时刻小车的质量为             
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小车的速度为           
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由动量定理列出水平方向的方程                                      
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 EMBED Equation.3  [image: image68.wmf]v
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略去两次小量           
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由①式可直接得出          
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*例8：二体问题

    今有质量分别为m1和m2的两个质点组成的系统，忽略外力作用，其质心处于静止状态．当质量为m1的质点绕质心作半径为r1的匀速圆周运动时，质点m2作何种运动？ 
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解：将坐标原点O建在质心C上，则有                                  
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可见质量为m2的质点必以r2为半径绕质心作圆周运动．  
*例9：非完全弹性碰撞，恢复系数
    一皮球从距地面h1处自由落下，与地面发生非弹性碰撞，其恢复系数为e，试证皮球在停止前通过的总路程为 
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    （提示    
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证明：设第i次碰撞之前皮球是从高度hi处自由落下的，与地面碰撞时的速度为
vi，
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，碰后瞬间皮球的速度为
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    取竖直向下为正．据恢复系数定义                                
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则有下表：  

              碰撞次数         h                   h′
                  1            h1                 e2 h1           

                  2            h2                 e4 h1      

                  …          ……               ……          

                 i            
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                  …          ……               …… 

皮球停止前各次碰撞前后经历的总路程为S 
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3.功与能

基本内容：功，动能定理，功能原理，机械能守恒定律
(1)一对内力功之和仅由它们的相对位移决定，这一结论给解题带来许多方便。

(2)势能函数的形式与势能零点的选取有关。

(3)应指明系统的范围，以便区分内力和外力。对于内力还要分清保守内力和非保守内力，并判断守恒条件是否成立。
例10：变力的功
    一人从10 m深的井中提水．起始时桶中装有10 kg的水，桶的质量为1 kg，由于水桶漏水，每升高1 m要漏去0.2 kg的水．求水桶匀速地从井中提到井口，人所作的功．  

解：选竖直向上为坐标y轴的正方向，井中水面处为原点．         

由题意知，人匀速提水，所以人所用的拉力F等于水桶的重量
即：     F=P=
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    人的拉力所作的功为：                                     

         W=
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例11：曲线运动变力的功
    一质点在几个外力作用下做匀速圆周运动，其中一力为
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 (SI)，质点的运动学方程为  
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  (SI)．求由t = 0到t = 2 s的时间内，此力对该质点所做的功．   
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解：                   
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例12：一对力的功
    质量为M的斜面体置于水平桌面上，另一质量为m的木块放在斜面上，设所有的接触面都是光滑的，试证明物体m和M间的相互作用力所作的功之和为零．    
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证：因m和M的接触面是光滑的，它们相互作用力
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代表斜面体相对于地面的运动速度，
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代表木块相对于斜面的运动速度，则木块相对于地面的运动速度为          
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在dt时间内m和M的相互作用力所作的功之和                        
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例13：功能与参考系
    在匀速直线运动的汽车内悬挂的一个单摆，正在摆动，从地面参考系看, 摆球与地球组成的系统的机械能是否守恒（即不随时间改变）？为什么？ 

答：不守恒．                                                    
    因绳子对摆球的拉力与摆球的运动速度不总是垂直的，因而此拉力要做功，即W外≠ 0，故此系统机械能不守恒．                               

*例14：势能函数求保守力
    一双原子分子的势能函数为     
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式中0和x0为常量，x为原子间距离．求：                        

    (1)  原子间相互作用力为零时的距离；                          

    (2)  当分子总能量为E时，分子动能的最大值．  

解：(1)                
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    (2)                 
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例15：质点力学综合

[image: image129.wmf]m
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质量为M的实验小车上有一根竖立细杆，用一根长为R的细绳将质量为    m′的一个小球挂在杆上P点．该小车和球以共同的初速度v向右运动，和质量为m的另一辆静止小车发生完全非弹性碰撞，如图所示．设忽略一切摩擦且设M，m >> m′，则小球的运动对两辆小车的速度的影响也可忽略不计．试证明：欲使小球在竖直面内绕P点作圆周运动．实验小车和球的初速度大小至少为   
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证：两车相碰后的速度由动量守恒定律有                              
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    若小车静止不动，小球作圆周运动所需的最小速度为v1，则小球转至最高点时的速度应为
[image: image132.wmf]Rg

，由机械能守恒定律有                
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即                         
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    在速度为v′的运动的车上，若要小球相对车的最小速度等于v1，则球对地的速度应为               
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故有                     
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4.角动量定理及守恒定律

质点角动量，力矩，质点系主要是对轴，刚体，例见后

三．刚体力学
基本内容：刚体运动学，角量描述，定轴转动定理，转动惯量，转动动能定理，对轴的角动量定理及守恒定律，刚体平面运动。
例16：平行轴，垂直轴定理，转动动能定理
    一个半径为R，质量为m的硬币，竖直地立放在粗糙的水平桌面上．开始时处于静止状态，而后硬币受到轻微扰动而倒下．求硬币平面与桌面碰撞前(即硬币平面在水平位置)时质心的速度大小．(已知质量为m,半径为R的圆盘对沿盘直径的轴的转动惯量为
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解：对硬币，由动能定理有  
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可得                          
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例17：质心运动定理
    两个人分别在一根质量为m的均匀棒的两端，将棒抬起，并使其保持静止，今其中一人突然撒手，求在刚撒开手的瞬间，另一个人对棒的支持力f .
解：设刚撒开手时，棒的角加速度为
[image: image142.wmf]b

．以未撒手的一端为轴，用定轴转动定律有  
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其中                          
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根据质心运动定理有       
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联立以上二式有      
[image: image146.wmf]       f = mg / 4                          
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例18：　如图(a)所示，长为L的均匀杆，质量为m，静止在水平面上，可绕通过左端O的竖直光滑轴转动。一质量为m0＝m/3的小球以速度v0在水平面上垂直击杆于P点，并以速度v＝v0/3反弹回。设OP＝3L/4，杆与水平面间的摩擦系数为μ。求：(1)杆开始转动时的角速度；(2)杆受摩擦力矩的大小； (3)从杆开始转动到静止的过程中摩擦力矩做的功；(4)杆从开始转动到静止所转过的角度和经历的时间。
解　(1)设球与杆碰撞时的相互作用力为F和F′，如图(b)所示；碰撞后杆的角速度为ω0，则对球应用动量定理，有

∫Fdt＝m0v－(－m0v0)        (1)

对杆应用角动量定理，碰撞瞬间忽略杆与水平面的摩擦力矩(因为M摩<<eq \f(3L,4)F′)，则有

∫Mdt＝∫eq \f(3L,4)F′dt＝Jω       (2)

又F′＝F，J＝eq \f(1,3)mL2，代入(1)，(2)两式得

m0(v＋v0)＝eq \f(4,3L)Jω，　ω＝eq \f(3L,4J)m0(v＋v0)＝eq \f(v0,L)
事实上，碰撞瞬间小球、细杆系统对O轴的角动量守恒，即有

eq \f(3L,4)mv0＝－eq \f(3L,4)mv＋Jω
同样可求得ω。

(2)如图(c)，在杆上距O轴为l处取质元dm＝eq \f(m,L)dl，dm受摩擦力df＝μgdm，df对O轴的力矩为

dM＝ldf＝eq \f(μmg,L)ldl
所以摩擦力矩

M＝∫dM＝eq \f(μmg,L)

eq \i\in(0,L,)ldl＝eq \f(1,2)μmgL
(3)由刚体转动的动能定理可知，摩擦力矩做的功等于杆的转动动能的增量.得

ΔEk＝0－eq \f(1,2)Jω2＝－eq \f(1,6)mveq \o\al(2,0)
(4)由ΔEk＝∫－Mdθ＝－eq \i\in(0,θ,)

eq \f(1,2)μmgLdθ＝－eq \f(1,2)μmgLθ，得杆转过的角度：

θ＝－eq \f(2ΔEk,μmgL)＝eq \f(v\o\al(2,0),3μgL)
又由角动量定理

∫Mdt＝MΔt＝Jω
得

Δt＝eq \f(Jω,M)＝eq \f(2v0,3μg)
或由匀变速转动公式，有

Δθ＝θ－0＝eq \o(ω,\s\up6(－))Δt＝eq \f(ω,2)Δt
同样可得

Δt＝eq \f(2θ,ω)＝eq \f(2v0,3μg)
例19：0836，打击中心

    长度为l质量为M的均匀直杆可绕通过杆上端的水平光滑固定轴转动，最初杆自然下垂．一质量为m的泥团在垂直于水平轴的平面内以水平速度v0打在杆上并粘住．若要在打击时轴不受水平力作用，试求泥团应打击的位置．(这一位置称为杆的打击中心)
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解：选泥团和杆为系统，泥团打击时系统所受外力为Mg、mg、N1 (水平力)、N2 (竖直力)，如图．                       

    杆的质心C点在距轴
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处，设刚打击后，系统的角速度为，则C点速度为
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设打击处距轴的距离为x，将动量定理用于水平方向，有 
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系统对轴O的角动量守恒，有 
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 EMBED Equation.3  [image: image154.wmf]w

)

3

1

(

2

2

Ml

m

x

+

=


故                     
[image: image155.wmf])

3

1

(

2

2

0

Ml

m

x

xm

+

=

v

w

                 ②    
将②式代入①式得   
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若要N1＝0，应有    
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得                         x＝(2 / 3)l                       
例20：刚体平面运动
质量为m，半径为R的均匀球体，从一倾角为的斜面上滚下。设球体与斜面间的摩擦系数为，求使该球体在斜面上只滚不滑时,角的取值范围。 
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解：球体对中心轴的转动惯量为Jc = (2/5)mR2  

质心沿斜面平动，有： m gsin - f = mac            

             N - mgcos = 0               

绕质心转动有：          f R = Jc      

只滚不滑时有条件：      
[image: image159.wmf]         ac = R                   

由以上四式可得：          
[image: image160.wmf]q
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欲使物体只滚不滑，则必须是：f ≤N =mg cos             
所以有                  ( 2/ 7 ) m gsin 
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