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§2、虚功原理

上次课主要是介绍了分析力学中经常要用到的一些基本概念，并由虚功的概念和理想约束的概念导出了解决静力学问题的虚功原理：
[image: image2.wmf]0

=

×

å

i

r

i

F

r

v

d

。虚功原理适用的范围是：质点组，它适用的前提条件是只受理想约束。这次课就举一些具体例子，使我们能够了解如何利用虚功原理去解决静力学问题。

三、应用虚功原理解题：

[image: image1.wmf]例1、如图所示，有一质量为m，长度为
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的刚性杆子，靠在墙上，在与地面接触的B端上受一水平向左的外力
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，杆子两端的接触都是光滑的，当杆子与水平地面成α角时，要使杆子处于平衡状态，问作用在杆子B端上的力
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有多大？求
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解：由题意可知它是一个静力学问题，而且接触都是光滑的，显然可以应用虚功原理来求解这个问题。这个例子很简单，简单的题目往往能够清楚地说明物理意义，为了说明虚功原理的意义，如果一开始就举复杂的例子，由于复杂的数字计算将会掩盖物理意义，所以就以这个简单的例子来看看如何应用虚功原理来解出它。第一步当然也是确定研究对象，即①选系统：在这个例题中，我们就取杆子为应用虚功原理的力学系统。②找主动力：作用在我们所选取的系统上的主动力有几个？有两个。一个是水平作用力
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，还有一个是重力m
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作用在杆子的质心上。因为杆子两端A、B处的接触是光滑的，∴在该两处的约束力也就不必考虑。③列出虚功方程：主动力找出来以后，视计算方便起见，适当选好坐标，并根据虚功原理列出虚功方程。现在选取如图所示的直角坐标，于是我们现在就可列出系统的虚功方程。列虚功方程时，正、负号是个很重要的问题，如果按虚位移的实际方向与力的方向间的关系确定虚功的正负号，很容易弄错。为了不容易弄错，我们还是按力的作用点的坐标的正方向与力的方向间的关系来确定虚功的正负号。这种方法既方便而又不容易搞错。在列方程时必须要注意这个问题。∵
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的方向与其作用点的坐标X的正方向相反，∴F取负而δXB取正，∴此力的虚功为负的，即：
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……①，由于虚功方程中的两个虚位移不是相互独立的，∴我们还需要将它们化成独立变量，然后才能令独立虚位移前的乘数等于零，从而求出最后的结果。我们从图上很容易得出：
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变分则有：
[image: image15.wmf]ada

d

cos

2

l

C

y

=

，将它们代入①式就可得到：
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是独立的，可以使它不等于零。∴
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之前的乘数应该等零，故有：
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。于是就可解得题目所要求的结果为：
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。对于这个问题，如果按位移的实际方向与力的方向确定虚功正负的话，将会得出这样的结果，设想杆子在
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的作用下向里有一虚位移，∵
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的方向与虚位移方向相同，∴
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是作正功的，应该为正的。而重力m
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的方向与力的作用点的位移δyC的方向相反，∴重力的功是负的，于是得到的结果：
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是错的。对这个简单例子的求解主要是说明了应用虚功原理的解题步骤。由上面的求解过程可以看出，应用虚功原理解题的步骤一般是：第一步先找出所要考虑的质点组或者刚体，也就是1、找出所要研究的系统。2、找出系统所受的主动力。3、列出虚功方程。列出的虚功方程中的虚位移里的坐标不一定要独立，虚功的正负号很重要，要正确判断。我们还是以所选坐标的正方向为标准，也就是上面解题时所采用的方法。另外还得注意：计算虚功的参考系必须是静止的。4、虚功方程列出之后，要把方程中的虚位移化成独立的变量。其方法有两种：一种是先找出坐标间的关系，再微分得出，这种方法就叫分析法，我们上面的例子采用的就是这种方法。另外一种是观察法，根据观察直接找出虚位移之间的关系。这种方法只在某些简单的情况下可行。5、最后就是将找出的虚位移之间的关系代入虚功方程求解出最后的结果。应用虚功原理解题的步骤一般来说大致是这样的。当然对具体的题目要作具体的处理，并不一定要这样呆板，可灵活地去做，对我们初学者来说，有据可依总是有益处的。当然这个例子也可以用牛顿力学中的静力平衡方程很容易地解出……。下面我再举一个应用虚功原理求约束力的例子。
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例2、如图中所示的框架，它是由四根重量和长度都相同的杆子光滑铰接而成的四边形框架，中间B、D两端又光滑铰接一轻杆，A端是挂在天花板上的，已知框架上每一根秆子的重量为p，长度为
[image: image27.wmf]l

，试求平衡时此轻杆所受之力？

解：可见这个例子要我们求的是轻杆两头所受的力。为此我们可以把B、D撤消，撤消杆子也就等于撤消约束。（在框架的B、D两）将约束去掉而代之的是作用在框架B、D两处向外的作用力T(如下图所示)并使系统仍处于原来的平衡状态，这里的系统自然是指这个平行四边形框架。此时我们就可以将去掉的约束而代之的两个作用力T看作为系统所受的主动力，而其他的约束仍然是理想的。于是就可应用虚功原理求出这两个力。这两个力其实就是杆子对框架的约束压力，求出了它当然也就求出了杆子所受的力。现在我们对所讨论的问题和系统都已明确，于是就可着手找出系统的主动力。对框架这个系统除了受到T这两个主动力之外，还有作用于各杆上的四个重力，这四个重力的合力可用作用在框架对称中心E点的4P代替。在这里坐标就取垂直对称轴向下为Y轴的正向，A为坐标原点，水平向右为x轴的正方向。根据对称性可以直接写出系统的虚功方程为：
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,由图可得：
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.代入虚功方程中去，得：
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。这种把约束去掉，代之以力而求约束力的方法是一种重要的方法，我们必须要掌握。上面我们所举的两个例子，所考虑的系统都是刚性系统，如果我们碰到要考虑的系统不是刚性时，不要忘了计算主动内力所作的虚功。例如：将一弹簧圈放在光滑的球面上，求弹簧圈静止时的位置，此时弹簧圈就不是一个刚体，它内力的虚功不等于零。此时必须要把内主动力的虚功计算进去[如果把弹簧圈割开使内力暴露出来而转化为外力，割开后的弹簧圈可看作刚体处理] 。
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§3、达朗伯----拉格朗日方程

以上我们所研究的是分析静力学问题，现在我们就开始转到对分析动力学问题的研究。研究分析动力学的出发点仍然是牛顿第二运动定律。

1、 达朗伯原理

从牛顿第二定律可以直接推出达朗伯原理，而达朗伯原理与虚功原理相结合就可得到分析动力学的普遍方程即——达朗伯--拉格朗日方程。现在我们就按这条路径来走。假设由n个质点组成的力学体系，根据牛顿第二定律可得，质点组中的第i个质点的动力学方程就是
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,i=1,2……n，将
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移到等式的左边成为：
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……*，这样的形式。这样移一下项得出来的方程式有什么意义呢？在数学上看来，是没有多大意义的，只不过是进行了一次移项手续而已，但在我们物理学上来看物理意义就大不相同了。∵移项前它是个动力学方程，而移项后，如果把-m
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也看作力，那么它就成了一个平衡方程，其实-m
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正是我们已经熟悉的惯性力。于是这个方程也就表明了作用在一质点组中每个质点上的主动力，约束力和惯性力三者保持平衡，这种平衡关系人们就称它为达朗伯原理。要注意达朗伯原理的坐标系是选在与质点没有相对运动上的，引入达朗伯原理的意义在于选择与质点无相对运动的坐标系以后，只要加上惯性力，使得原来的动力学的问题就可变成静力学问题，这种方法也就叫作动静法。将动力学问题变成静力学问题，它不仅为我们多提供了一条解决动力学问题的途径。而且一般来讲，静力学问题要比动力学问题简单，因此将动力学问题变成静力学问题还会给解题带来方便。工程上特别喜欢用静力学方法……我们由达朗伯原理的方程式可以得到两个推论：①∵作用在质点组中任一质点上的主动力，约束力和惯性力互成平衡，因此将这几个等式相加后仍然等于零，即：
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，其次，由质点对任一固定点的位矢
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叉乘*式的两边，并将n个方程相加，就可得到：
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。这些力对任一点的力矩的总和也等于零。下面利用达朗伯原理来解下面的题目。

例：一直角形刚性杆件AOB的质量可以忽略不计，直角的顶点O用光滑铰链连到垂直轴Z上，使它既能在铅垂面内绕O点转动，同时又能绕Z轴转动。在A、B两端固结着两个质量为m1和m2的小球，已知：OA=a, OB=b，求：当OA和Z轴为α角而这个α角稳定不变时，他们绕Z轴转动的角速度ω=？ 
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解：∵稳定为α角，∴
[image: image43.wmf]w
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=0。我们以两个质点和直角杆件组成的系统为研究系统。因为整个研究系统都以同样的角速度ω作匀速转动，将坐标系就取在所研究的系统上，随系统一起转动。则系统所受的力有重力↓m1g1, ↓m2g2和惯性力m2ω2bcosα和m1ω2asinα,除此之外还有O处的约束力。为了消去未知的约束力，我们可以对O点应用力矩的平衡方程。要想用力矩的平衡方程，还得先规定力矩的正方向，在这里我们就规定：力矩的逆时针方向为正，并对O点取矩。则有：m2ω2bcosαbsinα-m2gbcosα-m1ω2asinαacosα+m1gasinα=0解此方程很快可以得到：
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。由此可见，应用了达朗伯原理之后，这个题目只要一个平衡方程就解出了它的结果。如果不采用达朗伯原理去解，而是采用动力学的方法去解的话，此题目是很难解的。因此它充分地显示了应用达朗伯原理解题的优越性。

2、 朗伯——拉格朗日方程：

既然达朗伯原理的关系式：
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是一种平衡方程，当然也可以用虚功原理的形式表示出来。我们用虚位移
[image: image46.wmf]i

r

r

d

标乘上面这个平衡方程，并对i求和则有：
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。如果体系受到的是理想约束，∵在理想约束的情况下：约束力的虚功之和必等于零：
[image: image48.wmf]0

=

×

å

i

i

r

R

r

r

d

，则上式就可写成为：
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，显然，它在形式上完全类似于虚功原理，这个方程就叫做达朗伯——拉格朗日方程。给出这个达朗伯—拉格朗日方程干什么用呢？一方面当然可以应用它来求解动静法的问题。另一方面更重要的是分析力学真正的开始应该是从达朗——拉格朗日方程这里开始的，这因为在别的方程中都还没有直接用广义坐标表达出来，现在我们就由达朗伯—拉格朗日方程，应用广义坐标的概念推出直接用广义坐标、广义力、广义速度等这些广义量来表示的基本分析动力学方程，这个分析动力学方程正是我们下面马上要推导的完整约束的第二类拉格朗日方程。

§4.完整约束的第二类拉格朗日方程，

即基本形式的拉格朗日方程

既然有第二类拉格朗日方程，从排列的次序来说，那么总应该有第一类拉格朗日方程，是有的，不完整约束的拉格朗日方程就称第一类拉格朗日方程。由前面的讨论我们知道由于约束的限制，n个矢径
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(i=1·2·3···n)并不是独立的。现在我们引入S个独立的广义坐标qi (α=1·2·3···n)。将矢径
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用广义坐标表示：
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(q1,q2…qs,t),这里的i是表示质点组中质点的数目，α是表示独立坐标的数目，对这两个角标的涵义要清楚。现在我们先来推导两个数学关系。

1、 两个数学关系。
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，这两个数学关系在推导拉格朗日方程时要用到。下面先来证明第一个数学关系。∵
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，将它对时间求导则有第i个质点的速度为：
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是广义坐标和时间的函数。∴根据高等数学的全微分公式：z=z(x,y) ,
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可得:由于
[image: image60.wmf]i

r

r

是q1、q2…qs和t的函数，因此
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这两个偏导数也仍然都是q1、q2…qs和t的函数，而不是广义速度
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(α=1,2,…s)的函数，并且这些广义速度也是相互独立的。所以我们将式(1)对广义速度
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。要注意在求偏导数时，应该把
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，t当作等同地位的自变量，不清楚这一点，就会在计算偏导数时发生不应有的错误，如果体系只有2个自由度，应该有几个等同自变量，有5个等同的自变量，三个自由度就有7个等同自变量。下面再来证明第二个数学关系式，∵
[image: image68.wmf]a

q

r

i

¶

¶

r

仍然是(q1,q2…qs,t)的函数，
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,所以对它的导数：
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可见(a)=(b)式，这就证明了：
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这个关系式。这个关系表明
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对时间t的导数和对广义坐标
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的偏导数是可以对易的，这就是说两个微分算符
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可以对调，对调之后运算结果仍然不变。

还有根据代数中关于连加号Σ的运算法则知，在双重加号中，运算次序可以颠倒，即：
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这在下次课推导拉格朗日方程时也需要用到的知识，在这里附带提一下，其实大家在数学中是早已清楚的事……。
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