  曲线运动  万有引力[image: image213.jpg]
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第一讲 基本知识介绍[image: image3.png]



一、曲线运动[image: image4.png]



1、概念、性质[image: image5.png]



2、参量特征[image: image6.png]



二、曲线运动的研究方法——运动的分解与合成[image: image7.png]



1、法则与对象[image: image8.png]



2、两种分解的思路[image: image9.png]



a、固定坐标分解（适用于匀变速曲线运动）[image: image10.png]



建立坐标的一般模式——沿加速度方向和垂直加速度方向建直角坐标；提高思想——根据解题需要建直角坐标或非直角坐标。[image: image11.png]



b、自然坐标分解（适用于变加速曲线运动）[image: image12.png]



基本常识：在考查点沿轨迹建立切向τ、法向n坐标，所有运动学矢量均沿这两个方向分解。[image: image13.png]



动力学方程[image: image14.wmf]î
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，其中[image: image15.wmf]t
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改变速度的大小（速率），[image: image16.wmf]n

a

改变速度的方向。且[image: image17.wmf]n
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= m[image: image18.wmf]r
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，其中ρ表示轨迹在考查点的曲率半径。定量解题一般只涉及法向动力学方程。[image: image19.png]



三、两种典型的曲线运动[image: image20.png]



1、抛体运动（类抛体运动）[image: image21.png]



关于抛体运动的分析，和新课教材“平跑运动”的分析基本相同。在坐标的选择方面，有灵活处理的余地。[image: image22.png]



2、圆周运动[image: image23.png]



匀速圆周运动的处理：运动学参量v、ω、n、a、f、T之间的关系，向心力的寻求于合成；临界问题的理解。[image: image24.png]



变速圆周运动：使用自然坐标分析法，一般只考查法向方程。[image: image25.png]



四、万有引力定律[image: image26.png]



1、定律内容[image: image27.png]



2、条件[image: image28.png]



a、基本条件[image: image29.png]



b、拓展条件：[image: image30.png]



球体（密度呈球对称分布）外部空间的拓展----对球体外一点A的吸引等效于位于球心的质量为球的质量的质点对质点A的吸引；[image: image31.png]



球体（密度呈球对称分布）内部空间的拓展“剥皮法则”-----对球内任一距球心为r的一质点A的吸引力等效于质量与半径为 r的球的质量相等且位于球心的质点对质点A的吸引；[image: image32.png]



球壳（密度呈球对称分布）外部空间的拓展----对球壳外一点A的吸引等效于位于球心的质量为球壳的质量的质点对质点A的吸引；[image: image33.png]



球体（密度呈球对称分布）内部空间的拓展-----对球壳内任一位置上任一质点A的吸引力都为零；[image: image34.png]



并且根据以为所述，由牛顿第三定律，也可求得一质点对球或对球壳的吸引力。[image: image35.png]



c、不规则物体间的万有引力计算——分割与矢量叠加[image: image36.png]



3、万有引力做功也具有只与初末位置有关而与路径无关的特征。因而相互作用的物体间有引力势能。在任一惯性系中，若规定相距无穷远时系统的万有引力势能为零，可以证明，当两物体相距为r时系统的万有引力势能为EP = －G[image: image37.wmf]r
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[image: image38.png]



五、开普勒三定律[image: image39.png]



天体运动的本来模式与近似模式的差距，近似处理的依据。[image: image40.png]



六、宇宙速度、天体运动[image: image41.png]



1、第一宇宙速度的常规求法[image: image42.png]



2、从能量角度求第二、第三宇宙速度[image: image43.png]



万有引力势能EP = －G[image: image44.wmf]r
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3、解天体运动的本来模式时，应了解椭圆的数学常识[image: image46.png]



第二讲 重要模型与专题[image: image47.png]



[image: image48.png]



一、小船渡河[image: image49.png]



物理情形：在宽度为d的河中，水流速度v2恒定。岸边有一艘小船，保持相对河水恒定的速率v1渡河，但船头的方向可以选择。试求小船渡河的最短时间和最小位移。[image: image50.png]



模型分析：小船渡河的实际运动（相对河岸的运动）由船相对水流速度v1和水相对河岸的速度v2合成。可以设船头与河岸上游夹角为θ（即v1的方向），速度矢量合成如图1[image: image51.png]



（学生活动）用余弦定理可求v合的大小[image: image52.png]
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[image: image54.png]



（学生活动）用正弦定理可求v合的方向。令v合与河岸下游夹角为α，则[image: image55.png]



α= arcsin[image: image56.wmf]q
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1、求渡河的时间与最短时间[image: image58.png]



[image: image1.png]


由于合运动合分运动具有等时性，故渡河时间既可以根据合运动求，也可以根据分运动去求。针对这一思想，有以下两种解法[image: image59.png]



解法一： t = [image: image60.wmf]合
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其中v合可用正弦定理表达，故有 t = [image: image62.wmf]a
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解[image: image202.jpg]


法二： t = [image: image65.wmf]1
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此外，结合静力学正交分解的思想，我们也可以建立沿河岸合垂直河岸的坐标x、y，然后先将v1分解（v2无需分解），再合成，如图2所示。而且不难看出，合运动在x、y方向的分量vx和vy与v1在x、y方向的分量v1x、v1y以及v2具有以下关系[image: image69.png]



vy = v1y[image: image70.png]



vx = v2 - v1x[image: image71.png]



由于合运动沿y方向的分量Sy ≡ d ，故有[image: image72.png]



解法三： t = [image: image73.wmf]y
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t (θ)函数既已得出，我们不难得出结论[image: image77.png]



当θ= 90°时，渡河时间的最小值 tmin = [image: image78.wmf]1
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（从“解法三”我们最容易理解t为什么与v2无关，故tmin也与v2无关。这个结论是意味深长的。）[image: image80.png]



2、求渡河的位移和最小位移[image: image81.png]



在上面的讨论中，小船的位移事实上已经得出，即[image: image82.png]
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但S合（θ）函数比较复杂，寻求S合的极小值并非易事。因此，我们可以从其它方面作一些努力。[image: image87.png]



将S合沿x、y方向分解成Sx和Sy ，因为Sy ≡ d ，要S合极小，只要Sx极小就行了。而Sx（θ）函数可以这样求——[image: image88.png]



解法一： Sx = vxt =（v2 - v1x）[image: image89.wmf]y
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为求极值，令cosθ= p ，则sinθ= [image: image92.wmf]2
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，再将上式两边平方、整理，得到[image: image93.png]
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[image: image95.png]



这是一个关于p的一元二次方程，要p有解，须满足Δ≥0 ，即[image: image96.png]
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整理得 [image: image100.wmf]2
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所以，Sxmin=[image: image103.wmf]2
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最后，Smin= [image: image106.wmf]2
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此过程仍然比较繁复，且数学味太浓。结论得出后，我们还不难发现一个问题：当v2＜v1时，Smin＜d ，这显然与事实不符。（造成这个局面的原因是：在以上的运算过程中，方程两边的平方和开方过程中必然出现了增根或遗根的现象）所以，此法给人一种玄乎的感觉。[image: image109.png]



解法二：纯物理解——矢量三角形的动态分析[image: image110.png]



从图2可知，Sy恒定，Sx越小，必有S合矢量与下游河岸的夹角越大，亦即v合矢量与下游河岸的夹角越大（但不得大于90°）。[image: image111.png]



我们可以通过v1与v2合成v合矢量图探讨v合与下游河岸夹角的最大可能。[image: image112.png]



先进行平行四边形到三角形的变换，如图3所示。[image: image113.png]



当θ变化时，v合矢量的大小和方向随之变化，具体情况如图4所示。[image: image114.png]



[image: image115.png]



从图4不难看出，只有当v合和虚线半圆周相切时，v合与v2（下游）的夹角才会最大。此时，v合⊥v1 ，v1、v2和v合构成一个直角三角形，αmax = arcsin[image: image116.wmf]2
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[image: image204.jpg]X

vz



并且，此时：θ= arccos[image: image118.wmf]2
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有了αmax的值，结合图1可以求出：S合min = [image: image120.wmf]1
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d[image: image121.png]



最后解决v2＜v1时结果不切实际的问题。从图4可以看出，当v2＜v1时，v合不可能和虚线半圆周相切（或αmax = arcsin[image: image122.wmf]2
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v

无解），结合实际情况，αmax取90°[image: image123.png]



即：v2＜v1时，S合min = d ，此时，θ= arccos[image: image124.wmf]1
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结论：若v1＜v2 ，θ= arccos[image: image126.wmf]2
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      若v2＜v1 ，θ= arccos[image: image129.wmf]1
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时，S合min = d[image: image130.png]



二、滑轮小船[image: image131.png]



物理情形：如图5所示，岸边的汽车用一根不可伸长的轻绳通过定滑轮牵引水中的小船，设小船始终不离开水面，且绳足够长，求汽车速度v1和小船速度v2的大小关系。[image: image132.png]



[image: image205.jpg]


模型分析：由于绳不可伸长，滑轮右边绳子缩短的速率即是汽车速度的大小v1 ，考查绳与船相连的端点运动情况，v1和v2必有一个运动的合成与分解的问题。[image: image133.png]



（学生活动）如果v1恒定不变，v2会恒定吗？若恒定，说明理由；若变化，定性判断变化趋势。[image: image134.png]



结合学生的想法，介绍极限外推的思想：当船离岸无穷远时，绳与水的夹角趋于零，v2→v1 。当船比较靠岸时，可作图比较船的移动距离、绳子的缩短长度，得到v2＞v1 。故“船速增大”才是正确结论。[image: image135.png]



故只能引入瞬时方位角θ，看v1和v2的瞬时关系。[image: image136.png]



（学生活动）v1和v2定量关系若何？是否可以考虑用运动的分解与合成的知识解答？[image: image137.png]



针对如图6所示的两种典型方案，初步评说——甲图中v2 = v1cosθ，船越靠岸，θ越大，v2越小，和前面的定性结论冲突，必然是错误的。[image: image138.png]



错误的根源分析：和试验修订本教材中“飞机起飞”的运动分析进行了不恰当地联系。仔细比较这两个运动的差别，并联系“小船渡河”的运动合成等事例，总结出这样的规律——[image: image139.png]



[image: image206.jpg]


合运动是显性的、轨迹实在的运动，分运动是隐性的、需要分析而具有人为特征（无唯一性）的运动。[image: image140.png]



解法一：在图6（乙）中，当我们挖掘、分析了滑轮绳子端点的运动后，不难得出：船的沿水面运动是v2合运动，端点参与绳子的缩短运动v1和随绳子的转动v转 ，从而肯定乙方案是正确的。[image: image141.png]



即：v2 = v1 / cosθ[image: image142.png]



解[image: image207.jpg]


法二：微元法。从考查位置开始取一个极短过程，将绳的运动和船的运动在图7（甲）中标示出来，AB是绳的初识位置，AC是绳的末位置，在AB上取[image: image143.wmf]AD

=[image: image144.wmf]AC

得D点，并连接CD。显然，图中BC是船的位移大小，DB是绳子的缩短长度。由于过程极短，等腰三角形ACD的顶角∠A→0，则底角∠ACD→90°，△CDB趋于直角三角形。将此三角放大成图7（乙），得出：S2 = S1 / cosθ 。
鉴于过程极短，绳的缩短运动和船的运动都可以认为是匀速的，即：S2 = v2 t ，S1 = v1 t 。

所以：v2 = v1 / cosθ

三、斜抛运动的最大射程

物理情形：不计空气阻力，将小球斜向上抛出，初速度大小恒为v0 ，方向可以选择，试求小球落回原高度的最大水平位移（射程）。

模型分析：斜抛运动的常规分析和平抛运动完全相同。

设初速度方向与水平面夹θ角，建立水平、竖直的x、y轴，将运动学参量沿x、y分解。针对抛出到落回原高度的过程

0 = Sy = v0y t + [image: image145.wmf]2
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（-g）t2
Sx = v0x t

解以上两式易得：Sx = [image: image146.wmf]g
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结论：当抛射角θ= 45°时，最大射程Sxmax = [image: image147.wmf]g
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（学生活动）若v0 、θ确定，试用两种方法求小球到达的最大高度。

运动学求解——考查竖直分运动即可；能量求解——注意小球在最高点应具备的速度v0x ，然后对抛出到最高点的过程用动能定理或机械能守恒。结论：Hm = [image: image148.wmf]g
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四、物体脱离圆弧的讨论

[image: image208.jpg]-



物理情形：如图8所示，长为L的细绳一端固定，另一端系一小球。当小球在最低点时，给球一个vo = 2[image: image149.wmf]gL

的水平初速，试求所能到达的最大高度。

模型分析：用自然坐标分析变速圆周运动的典型事例。能量关系的运用，也是对常规知识的复习。

（学生活动）小球能否形成的往复的摆动？小球能否到达圆弧的最高点C ？

通过能量关系和圆周运动动力学知识的复习，得出：小球运动超过B点、但不能到达C点（vC ≥[image: image150.wmf]gL

），即小球必然在BC之间的某点脱离圆弧。

（学生活动）小球会不会在BC之间的某点脱离圆弧后作自由落体运动？

尽管对于本问题，能量分析是可行的（BC之间不可能出现动能为零的点，则小球脱离圆弧的初速度vD不可能为零），但用动力学的工具分析，是本模型的重点——

[image: image209.jpg]


在BC阶段，只要小球还在圆弧上，其受力分析必如图9所示。沿轨迹的切向、法向分别建τ、n坐标，然后将重力G沿τ、n分解为Gτ和Gn分量，T为绳子张力。法向动力学方程为

T + Gn = ΣFn = man = m[image: image151.wmf]r
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由于T≥0 ，Gn＞0 ，故v≠0 。（学生活动：若换一个v0值，在AB阶段，v = 0是可能出现的；若将绳子换成轻杆，在BC阶段v = 0也是可能出现的。）

下面先解脱离点的具体位置。设脱离点为D，对应方位角为θ，如图8所示。由于在D点之后绳子就要弯曲，则此时绳子的张力T为零，而此时仍然在作圆周运动，故动力学方程仍满足

Gn = Gsinθ= m[image: image152.wmf]r
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在再针对A→D过程，小球机械能守恒，即（选A所在的平面为参考平面）：
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代入v0值解①、②两式得：θ= arcsin[image: image157.wmf]3
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 ，（同时得到：vD = [image: image158.wmf]gL
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）小球脱离D点后将以vD为初速度作斜向上抛运动。它所能到达的最高点（相对A）可以用两种方法求得。

解法一：运动学途径。

先求小球斜抛的最大高度，hm = [image: image159.wmf]g
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代入θ和vD的值得：hm = [image: image161.wmf]27
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小球相对A的总高度：Hm = L + Lsinθ+ hm = [image: image162.wmf]27
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解法二：能量途径

小球在斜抛的最高点仍具有vD的水平分量，即vDsinθ= [image: image163.wmf]3
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 。对A→最高点的过程用机械能守恒定律（设A所在的平面为参考平面），有
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五、万有引力的计算

[image: image210.jpg]


物理情形：如图9所示，半径为R的均质球质量为M，球心在O点，现在被内切的挖去了一个半径为R/2的球形空腔（球心在O′）。在O、O′的连线上距离O点为d的地方放有一个很小的、质量为m的物体，试求这两个物体之间的万有引力。

模型分析：无论是“基本条件”还是“拓展条件”，本模型都很难直接符合，因此必须使用一些特殊的处理方法。本模型除了照应万有引力的拓展条件之外，着重介绍“填补法”的应用。

空腔里现在虽然空无一物，但可以看成是两个半径为R/2的球的叠加：一个的质量为+M/8 ，一个的质量为－M/8 。然后，前者正好填补空腔——和被挖除后剩下的部分构成一个完整的均质球A ；注意后者，虽然是一个比较特殊的物体（质量为负值），但仍然是一个均质的球体，命名为B 。

既然A、B两物均为均质球体，他们各自和右边小物体之间的万有引力，就可以使用“拓展条件”中的定势来计算了。只是有一点需要说明，B物的质量既然负值，它和m之间的万有“引力”在方向上不再表现为吸引，而应为排斥——成了“万有斥力”了。具体过程如下
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最后，两物之间的万有引力 F = FAm + FBm = G[image: image172.wmf]2
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需要指出的是，在一部分同学的心目中，可能还会存在另一种解题思路，那就是先通过力矩平衡求被挖除物体的重心（仍然要用到“填补法”、负质量物体的重力反向等），它将在O、O′的连线上距离O点左侧R/14处，然后“一步到位”地求被挖除物与m的万有引力
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然而，这种求法违背了万有引力定律适用的条件，是一种错误的思路。

六、天体运动的计算

[image: image211.jpg]@ 10



物理情形：地球和太阳的质量分别为m和M ，地球绕太阳作椭圆运动，轨道的半长轴为a ，半短轴为b ，如图11所示。试求地球在椭圆顶点A、B、C三点的运动速度，以及轨迹在A、C两点的曲率半径。

模型分析：求解天体运动的本来模式，常常要用到开普勒定律（定量）、机械能守恒（万有引力势能）、椭圆的数学常识等等，相对高考要求有很大的不同。

地球轨道的离心率很小（其值[image: image175.wmf]a

c

≈0.0167 ，其中c为半焦距），这是我们常常能将它近似为圆的原因。为了方便说明问题，在图11中，我们将离心率夸大了。

针对地球从A点运动到B点的过程，机械能守恒
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比较A、B两点，应用开普勒第二定律，有：vA（a－c）= vB（a + c）

结合椭圆的基本关系：c = [image: image182.wmf]2
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解以上三式可得：vA = [image: image183.wmf]b
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再针对地球从A到C的过程，应用机械能守恒定律，有
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代入vA值可解得：vC = [image: image193.wmf]a
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为求A、C两点的曲率半径，在A、C两点建自然坐标，然后应用动力学（法向）方程。

在A点，F万 = ΣFn = m an ，设轨迹在A点的曲率半径为ρA ，即：G[image: image194.wmf]2
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代入vA值可解得：ρA = [image: image196.wmf]a

b
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在C点，方程复杂一些，须将万有引力在τ、n方向分解，如图12所示。

然后，F万n =ΣFn = m an ，即：F万cosθ= m[image: image197.wmf]C
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即：G[image: image198.wmf]2
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代入vC值可解得：ρC = [image: image201.wmf]b
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值得注意的是，如果针对A、C两点用开普勒第二定律，由于C点处的矢径r和瞬时速度vC不垂直，方程不能写作vA（a－c）= vC a 。

正确的做法是：将vC分解出垂直于矢径的分量（分解方式可参看图12，但分解的平行四边形未画出）vC cosθ，再用vA（a－c）=（vC cosθ）a ，化简之后的形式成为

vA（a－c）= vC b

要理解这个关系，有一定的难度，所以建议最好不要对A、C两点用开普勒第二定律





















































































