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绪  论

0.1  工程力学的课程内容及其工程意义
工程力学是一门关于力学学科在工程上的基本应用的课程，它通过研究物体机械运动的一般规律来对工程构件进行相关的力学分析和设计，其包含的内容极其广泛。本书仅包括工程静力学和材料力学两部分。

机械运动是人们在日常生活和生产实践中最常见的一种运动形式，是物体的空间位置随时间的变化规律。

工程静力学研究的是机械运动的特殊情况，即物体在外力作用下的平衡问题，包括对工程物体的受力分析，对作用在工程物体上的复杂力系进行简化，总结力系的平衡条件和平衡方程，从而找出平衡物体上所受的力与力之间的关系。

构件，是工程上的机械、设备、结构的组成元素。

材料力学是研究工程构件在外力作用下，其内部产生的力，这些力的分布，以及将要发生的变形，这些变形中有些在外力解除后是可以恢复的，称为弹性变形；而另一些不可恢复的变形，则称为塑性变形。

为保证工程机械和结构的正常工作，其构件必须有足够的承载能力，即必须具有足够的强度、刚度和稳定性。

足够的强度，是保证工程构件在外力作用下不发生断裂和过大的塑性变形。
足够的刚度，是保证工程构件在外力作用下不发生过大的弹性变形。
足够的稳定性，是保证工程构件在外力作用下不失稳，即不改变其本来的平衡状态。

在工程实际中，广泛地应用着工程力学的知识。例如图0-1所示的简易吊车，为了保证它能正常工作，首先需要用静力学知识分析和计算各构件所受的力，然后再应用材料力学知识，在安全、经济的前提下合理地确定各构件的材料和尺寸。因此，工程力学是一门技术基础课程，它为后继专业课程和工程设计提供了必要的理论基础。
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0.2  工程力学的研究模型

在工程力学中，由于工程静力学和材料力学所研究的问题不同，其工程模型也是各不相同的。

工程静力学的研究模型为刚体，即受力后理想不变形的物体。因为大多数情形下，工程构件受力后产生的变形很小，忽略不计也不会对构件的受力分析产生影响。

而材料力学的研究模型是变形体。因为材料力学是通过研究物体的变形规律来对工程构件进行安全性设计，所以构件的变形是不可忽略的。
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特别需要注意的是，由于工程静力学和材料力学的研究模型不同，在工程静力学中所采用的某些受力分析方法，在材料力学中是不适用的。如前图0-1简易吊车中的斜杆，如果将其两端所受的力沿作用线任意移动，不会改变斜杆的平衡状态，但是斜杆的变形却发生了明显的改变，如图0-2。这就说明力可以沿其作用线在刚体内任意移动，但在变形体上则不可以。
第1篇 工程静力学

工程静力学研究作用在平衡物体上的力及其相互关系，其包括以下三方面的问题：

1． 各种力系的平衡条件及其应用；

2． 力系的等效替换或简化；

3． 物体的受力分析。
第1章  

工程静力学基础

本章主要介绍工程静力学的基本概念，包括力和力矩的概念、力系和力偶的概念、约束和约束力的概念以及力偶系的合成与平衡。

1.1力

1.1.1力的概念及其效应

      力是物体间相互的机械作用，这种作用使物体的机械运动状态发生变化，或者使物体发生变形。

       力使物体的运动状态发生变化的作用效应，叫做力的外效应；而使物体发生变形的效应，则叫做力的内效应。而力对物体的作用效应，取决于力的大小、方向和作用点，通常被称为力的三要素。 
1.1.2力系的概念
      工程中把作用于物体上的一群力称为力系。根据力系中力的作用线是否在同一平面，力系可分为：平面力系和空间力系；根据力系中力的作用线是否汇交，力系可分为：汇交力系、平行力系和任意力系。
对力系研究的内容为：各力系的合成结果和平衡条件。
1.1.3力的性质

★加减平衡力系原理   在已知力系上加上或减去任意的平衡力系，并不改变原力系对刚体的作用。
[image: image502.wmf]a

cos

F

X

=


★  力的可传性原理  作用于刚体上的力可沿其作用线移到刚体内的任一点，而不改变对刚体的作用。所以作用在刚体上的力是滑动矢量，力的三要素为大小、方向和作用线．
· ★  平行四边形法规  作用在物体的同一点上的两个力的合力仍作用在该点上，其大小和方向由两个力组成的平行四边形的对角线表示。
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合力(合力的大小与方向):  FR=F1+F2     (矢量的和)
亦可用力三角形求得合力矢。
1.2约束和约束力

1.2.1约束和约束力的概念

能在空间有任意位移的物体称为自由体。阻碍非自由体运动的限制条件称为对非自由体的约束。而约束对物体的作用力称为约束力。工程中约束的种类很多，根据其所具有的特性，可以归纳成以下几种基本类型。
1.2.2柔性约束（绳索、皮带、链条）

由柔软的绳索、胶带或链条等构成的约束。
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柔性体只能受拉力，又称张力,用FT表示．
1.2.3光滑面的约束
具有光滑接触面（线、点）的约束（光滑接触约束）
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光滑支承接触对非自由体的约束力，作用在接触处；方向沿接触处的公法线并指向受力物体，故称为法向约束力，用FN表示。
1.2.4光滑铰链的约束（径向轴承、圆柱铰链、固定铰链支座等）
（1） 径向轴承（向心轴承）
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约束特点： 当不计摩擦时，轴与孔在接触处为光滑接触约束——法向约束约束力:  当外界载荷不同时，接触点会变，则约束力的大小与方向均有改   
        变．可用二个通过轴心的正交分力Fx ,Fy表示。
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1.2.5滑动轴承与推力轴承
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(1)滚动支座
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约束特点： 在上述固定铰支座与光滑固定平面之间装有光滑辊轴而成．
约束力：   构件受到垂直于光滑面的约束力．
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(2)止推轴承
约束特点：止推轴承比径向轴承多一个轴向的位移限制．
约束力：比径向轴承多一个轴向的约束力，亦有三个正交分力 .

1.3  平衡的概念
1.3.1二力平衡与二力构件

作用在刚体上的两个力，使刚体保持平衡的必要和充分条件是：这两个力的大小相等，方向相反，且作用在同一直线上。
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使刚体平衡的充分必要条件: F1=F2。

1.3.2不平衡的三力平衡条件

作用于刚体上三个相互平衡的力，若其中两个力的作用线汇交于一点，则此三力必在同一平面内，且第三个力的作用线通过汇交点。
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1.4受力图

1.4.1隔离体和受力分析步骤

在受力图上应画出所有力，主动力和约束力（被动力）

画受力图步骤：

1、取所要研究物体为研究对象（分离体），画出其简图
2、画出所有主动力

3、按约束性质画出所有约束（被动）力

1.4.2受力图绘制方法应用举例

画受力图是解力学问题的重要一步，不能省略，更不能发生错误，否则将导致以后分析计算上的错误结果。下面说明受力图的画法。
例1-1
碾子重为  ，拉力为  ， 、 处光滑接触，画出碾子的受力图．
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解：画出简图                  画出主动力                   画出约束力
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例1-2 

屋架受均布风力 （N/m），
  屋架重为  ，画出屋架的受力图．
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解：取屋架画出简图                      
[image: image530.jpg]


         

画出主动力
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         画出约束力
[image: image532.png]


例1-3 
水平均质梁   重为  ，电动机重为   ，

不计杆   的自重，画出杆   和梁   
的受力图。
解：
取 CD杆，其为二力构件，简称二力杆，

其受力图如图(b)

[image: image533.jpg]©)




[image: image534.jpg]


取AB梁，其受力图如图 (c)

例1-4 
[image: image535.jpg]


不计三铰拱桥的自重与摩擦，画出左、

右拱ABBC的受力图与系统整体受力图．
解：
右拱BC为二力构件，其受力图如图（b）所示

[image: image536.jpg]



[image: image537.jpg]


取左拱AC,其受力图如图（c）所示

1.5力矩

1.5.1力对点之矩

力对点之矩用Mo(F)=r×F表示，它是一个矢量。

其中F为，O为矩心， r为F到O的矢径。
[image: image538.bmp]大小： |Mo(F) |=|r×F|=√（yFz-zFy）2+(zXx-xZx) 2+(xYx+yXy) 2
[image: image539.bmp]方向： ⊥ΔOAB,
 按右手法则确定
力对点之矩的矢量与矩心位置有关，是个定位矢量。
平面内的力对点之矩为代数量M0(F)=±Fh
逆时针方向为＋ ，顺时针方向为－ 。
1.5.2力对轴之矩

力对刚体所产生的绕某轴转动的效应，即为力对轴之矩。大小等于力在垂直于该轴的平面上的投影对轴和平面的交点之矩。同样逆时针方向为＋ ，顺时针方向为－ 。
[image: image540.bmp]
mz(F) = 0 的情况：
力F 平行于z 轴
                 力F 通过z 轴
1.5.3合力矩定理

合力矩定理：
若力系可合成为一合力（R=ΣF），则其合力对点（轴）之矩等于力系的各个力对同点（轴）之矩的矢量（代数）和。（M0(R)= Σm0(F)）
(矢量和）
平面力系的情况下：M0(R)= Σm0(F)       （代数和）

1.6力偶及其性质

1.6.1力偶的概念

[image: image541.jpg]


力偶: 由两个等值、反向、不共线的（平行）力组成的力系称为力偶，记作（F，F，）

[image: image542.jpg]



1.6.2力偶的性质

1.力偶在任意坐标轴上的投影等于零.
2.力偶对任意点取矩都等于力偶矩本身，不因矩心的改变而改变. 
[image: image543.jpg]


[image: image544.jpg]


[image: image545.jpg]



3.只要保持力偶矩不变，力偶可在其作用面内任意移转，且可以同时改变力偶中力的大小与力臂的长短，对刚体的作用效果不变.

4.力偶没有合力，力偶只能由力偶来平衡. 
[image: image546.jpg]


空间力偶的力偶矩是个矢量，以m表示。矢量的线段表示力偶作用面的方位，矢量的长短代表力偶矩的大小，矢量的箭头以右手法则表示力偶的转向。这就是力偶的三要素。

两力偶的等效条件是：它们的力偶矩矢量相等。
力偶矩矢是个自由矢量。
[image: image547.jpg]P AEEE





1.6.3力偶系的合成及其平衡

力偶系合成的结果得到一个合力偶，合力偶的力偶矩矢等于各力偶偶矩矢的矢量和。

M=M1+M2+……+Mi=ΣMi               
大小：Mx =∑m x            My =∑m y          Mz =∑mz
[image: image548.jpg]


      M=√（∑m x）2+(∑m y) 2+(∑mz) 2
方向：cos(Mx , i)= ∑m x  /M    cos(My ,j)= ∑my /M    cos(Mx ,k)= ∑mz  /M

[image: image549.jpg]


平衡条件：∑m x =0    ∑m y=0    ∑m z =0

例1-5

[image: image550.jpg]


用多轴钻床在水平放置的工件上同时钻三个空，

M1= M2 =10Nm , M3 =20Nm, l=200mm, 试求A、B

的约束力。

解：[image: image551.png]


由力偶只能由力偶平衡的性质，其受力图如图，
 ∑M=FA l- M1- M2 –M3 = 0,

    FA=FB =200N

[image: image552.jpg]



例1-6
图示F1=F1’=150N，F2=F2’=200N，F3=F3’=250N。求合力偶。

解：(1) 求各个力偶的力偶矩：


[image: image644.jpg]



(2) 求合力偶矩：
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合力偶转向是逆时针。
第1章习题

[image: image553.jpg]


1.1试画出以下各题中圆柱的受力图。与其它物体接触处的摩檫力均略去。

[image: image554.jpg]


[image: image555.jpg]



[image: image556.jpg]
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习题1.1图
[image: image558.png]


[image: image559.jpg]=



1.2试画出以下各题中AB杆的受力图。

[image: image560.jpg]



[image: image561.jpg]S



[image: image562.jpg]
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[image: image564.jpg]
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习题1.2图

[image: image566.jpg]


1.3试画出以下各题中指定物体的受力图。

[image: image567.jpg]
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[image: image570.jpg](a)
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习题1.3图
[image: image576.jpg]
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1.4已知梁AB上作用一力偶，力偶矩为M，梁长为L，梁重不计。求在图a,b,c三种情况下，支座A和B的约束力
习题1.4图

[image: image579.wmf]a
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1.5在题图所示结构中二曲杆自重不计，曲杆AB上作用有主动力偶，其力偶矩为M，试求A和C点处的约束力。
习题1.5图
1.6齿轮箱的两个轴上作用的力偶如题图所示，它们的力偶矩的大小分别为M1=500Nm，M2 =125Nm。求两螺栓处的铅垂约束力。图中长度单位为cm。

[image: image580.wmf]b
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习题1.6图

1.7机构OABO1在图示位置平衡，已知OA=40cm，O1B=60cm，作用在曲柄上的力偶矩大小为m1=1N.m，不计杆重；求力偶矩m2的大小及连杆AB所受的力。
[image: image581.wmf]g
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习题1.7图
[image: image582.wmf]00
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1.8 O1和O 2圆盘与水平轴AB固连，O1盘垂直z轴，O2盘垂直x轴，盘面上分别作用力偶（F1, F1），（F2,F2）如题图所示。如两半径为r=20cm, F1 =3N, F2 =5N,AB=80cm,不计构件自重，试计算轴承A和B的约束力。
习题1.8
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1.9在图示结构中，各构件的自重都不计，在构件BC上作用一力偶矩为M的力偶，各尺寸如图。求支座A的约束力。

习题1.9图
[image: image584.jpg]


[image: image585.jpg]®)



1.10 试求题4-1图所示各梁支座的约束力。设力的单位为kN，力偶矩的单位为kN(m，长度单位为m，分布载荷集度为kN/m。(提示：计算非均布载荷的投影和与力矩和
习题1.10图
第2章

力系的简化
本章主要研究各种力系的简化。对于力系分类，我们可以按：

力系中各力的作用线是否在同一平面内力系可分：平面力系和空间力系

按力系中各力的作用线是否汇交一点力系可分：汇交力系、力偶系和任意力系

[image: image586.jpg]Fr




2.1力在坐标轴上的投影

2.1.1力在坐标轴上的投影

力的矢量表示式

1. 直接投影法
 [image: image587.bmp]
已知：力的大小 F，力与坐标轴的夹角αβγ
[image: image588.bmp]  

[image: image589.bmp]
2. 二次投影法
已知：F, 仰角θ, 方位角φ
先投影到xoy平面上   Fxy =Fsin θ                  
再投到轴上 X= Fxy cosφ= Fsin θcosφ
           Y= Fxy sinφ=Fsin θsinφ
           Z=Fcos θ
2.1.2合力投影定理

   合力在某轴上的投影等于力系中各力在同一轴上投影的代数和。

Rx =ΣFx    Ry =ΣFy     Rz =ΣFz   

2.2力线平移定理

力线的平移定理

若要将一个力平行移到刚体内的任一点，而不改变它对刚体的作用，则必须在该力和新的作用点所决定的平面内附加一力偶，其力偶矩等于原来的力对新的作用点之矩。

[image: image590.bmp]
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[image: image593.jpg]


[image: image594.jpg]



[image: image595.jpg]



逆定理：可以将一个作用在B点的力和一个作用在同平面内的力偶合成为一个作用在A点的力。
2．3平面任意力系的简化

2.3.1平面任意力系向已知点的简化--------主矢与主矩

[image: image596.jpg]


[image: image597.jpg]
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                   平面汇交力系
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平面任意力系        

平面力偶系
2.3.2固定端约束
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固定端约束的作用为一个大小方向待定的约束力RA和一个约束力偶mA，

用三个未知量XA, YA , mA 表示。
2.3.3简化结果的讨论
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1.简化的三种最后结果

( R’ = 0      Mo ( 0             
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R’ = 0      Mo = 0 
2. 合力矩定理
若平面任意力系合成为一合力时，其合力对平面内任一点之矩，等于力系的各力对同一点之矩的代数和。
表示为:   若R=ΣF，则Mo(R)= Σmo (F) 

2.4 其他力系的简化

2.4.1平面汇交力系的合成结果

平面汇交力系的合成结果———合力R=ΣF；用几何表示为力的多边形的最后一边。
2.4.2空间任意力系的简化

对于空间任意力系的简化，我们同样应用力线的平移定理，得到的结果为———一合力和一合力偶。

R=ΣF，   Mo(R)= Σmo (F)
既合力等于力系中各力的矢量和，合力偶等于力系中各力对简化中心取矩的矢量和。

例2-1
[image: image612.wmf]h
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铆接薄钢板在孔心A、B和C处受三力作用如图，已知P1=100N沿铅垂方向，P2=50N沿AB方向，P3=50N沿水平方向；求该力系的合成结果。

解：属平面汇交力系；
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合力大小和方向：
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arctg

X

Y

arctg

N

Y

X

R

3

.

60

80

140

161

140

80

)

(

)

(

2

2

2

2

=

=

=

=

+

=

+

=

å

å

å

å

θ


第2章习题

2-1．求图示平面力系的合成结果，长度单位为m。

[image: image613.wmf]h
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2-2．求下列各图中平行分布力的合力和对于A点之矩。
[image: image614.jpg]



第3章

工程中的静力平衡问题分析

本章主要研究工程中各力系的平衡条件和平衡方程，包括简单的刚体系统的平衡问题。此外，本章还介绍了工程中的静定与静不定问题的概念。

3.1平面力系的平衡条件与平衡方程
3.1.1平面任意力系的平衡条件与平衡方程

平面任意力系向一点简化，得到一主矢和一主矩，那么平面任意力系平衡的充要条件是： 力系的主矢和对任意点的主矩都等于零
平衡方程[image: image615.jpg]


：
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    上式称为平面任意力系平衡方程一般形式。
3.1.2平面任意力系平衡方程的其他形式

平面任意力系作用下刚体平衡方程的二矩式如下：
ΣFx =0,      ΣmA (F)=0,      ΣmB (F)=0
条件为A、B两个取矩点连线，不得与投影轴x垂直。
平面任意力系作用下刚体平衡方程的三矩式如下：
    ΣmA (F)=0,    ΣmB (F)=0,      ΣmC(F)=0,
条件为A、B、C三个取矩点不得共线。
3.1.3平面汇交力系和平面平行力系的平衡（配重）

平面汇交力系可以合成为一合力，因此，力系平衡的必要与充分条件是力系的和力为零。

平面汇交力系平衡条件可以用几何形式和解析形式来表示，几何条件就是力的多边形自行封闭；解析条件就是ΣF =0。可表示为

ΣFx =0,      ΣFy=0。

例3-1

已知：P=20kN，R=0.6m， h=0.08m
求：
1.水平拉力F=5kN时，碾子对地面及障碍物的压力？
2.欲将碾子拉过障碍物，水平拉力F至少多大？
3.力F沿什么方向拉动碾子最省力，及此时力F多大？ 

[image: image617.png]



[image: image5]
解： 1.取碾子，画受力图. 用几何法，按比例画封闭力四边形

[image: image6]
得FA=11.4KN,        FB=10KN
[image: image618.png]


例3-2

已知：AC=CB，F=10kN,各杆自重不计；
求：CD 杆及铰链A的受力.
解：CD为二力杆，取AB杆，画受力图.
[image: image619.png]
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用几何法，画封闭力三角形.

[image: image621.jpg]©




[image: image622.jpg]



按比例量得   FC=28.3KN,   FA=22.4KN 
平面平行力系是平面任意力系的特情况，其平衡条件可由平面任意力系的平衡条件导出。设有平面平行力系（F1，F2，…，Fn）

取y轴与各力的作用线平行，则平面任意力系平衡方程的

基本形式中，ΣFx =0将变为恒等式ΣFx ≡0，最后只剩下

两个有效的平衡方程  ΣFy =0,      Σmo (F)=0,
这就是平面平行力系平衡方程的基本形式。
例题3-3
已知起重机重P=300kN，重物重W=100kN，e=0.5m, a=5m, d=2.5m, b=4m.求起重机在满载和空载时都不致翻倒的配重G应多大?

[image: image623.jpg]



解：研究对象：起重机         
分析力：
满载时  P, W, G, NA , NB   

[image: image624.jpg](a)
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不向右翻倒，有NA( 0

[image: image626.jpg]



解不等式得 
[image: image627.bmp]
[image: image7]
空载时 P, G, NA , NB  不向左翻倒 
[image: image628.bmp]
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解得 
3.2简单的刚体系统平衡问题

3.2.1刚体系统静定与静不定的概念

在求解单个刚体的平衡问题时，对于每一种力系，都有其独立的平衡方程数目。当未知量的数目少于或等于平衡方程数目时，应用刚体的平衡条件，就可以求出全部未知量，这种问题称为静定问题。反之，若未知量的数目大于力系的平衡方程数目，则仅应用刚体的平衡条件是不能求出全部未知量的，这种问题称为静不定问题。
3.2.2刚体系统平衡问题的求解

求解刚体系统平衡问题与求解单一刚体平衡问题的步骤基本相同，即选择适当的研究对象，画出其分离图和受力图，然后列出平衡方程求解。不同之处是，单一刚体平衡问题研究对象的选择是唯一的，而刚体系则不同，可以选择刚体系统整体或其某个部分作为研究对象，并写出相应的平衡方程。这样，在求解刚体系统的平衡问题时，研究对象的选择存在多样性和灵活性，问题的解法也往往不止一种。

下面通过例题介绍刚体系统平衡问题的求解方法。

例题3-4

图示三铰拱，载荷和尺寸如图。求铰链A、B的约束力。

[image: image8]
解：研究对象：三铰拱整体
[image: image631.wmf][
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分析力：P, Q , XA , YA , XB , YB
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取左半部为研究对象
[image: image637.png]


分析力：P,XA , YA , XC , YC
[image: image638.jpg]
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代入第三式解得
3.4空间力系平衡问题

本章将研究作用于刚体上的空间任意力系的简化结果与平衡条件。

3.4.1空间力系的平衡条件与平衡方程

　　设刚体上作用有空间任意力系（Ｆ１，Ｆ２，…Ｆn），在刚体上任选一点Ｏ为简化中心，将力系力系中每个力平移至Ｏ点，则可得一空间汇交力系（Ｆ１，Ｆ２，…Ｆn）和由所有附加力偶组成的空间力偶系（Ｍ１，Ｍ２，…Ｍn）。空间汇交力系可合成一通过简化中心Ｏ的合力ＦＲ　，空间力偶系可合成一合力偶Ｍ。

在空间任意力系作用下刚体平衡的必要与充分条件是合力ＦＲ　为零及合力偶Ｍ为零。即

ΣFx =0  ΣFy =0   ΣFz=0   Σmx (F)=0   Σmy (F)=0   Σmz (F)=0
    此式称为空间任意力系作用下刚体平衡方程，可解六个未知量。
    对于空间平行力系，可以看成空间任意力系的特殊情况，上面六个方程有三个成为恒等式，ΣFx ≡0，  ΣFy ≡0，  Σmz (F)≡0，所以只有三个有效方程，即ΣFz=0  Σmx (F)=0   Σmy (F)=0
    上式称为空间平行力系作用下刚体的平衡方程，可解三个未知量。
3.4.2重心

    地球上的物体会受到地心引力的作用。物体的诸元体所受到的地心引力，由于距离地心很远，可看成是一组平行力系。这组平行力系有一个合力，

合力的大小称为物体的重力。合力的作用点称为物体的重心。

第3章习题

3.1 杆ACBC在C处铰接,另一端均与墙面铰接,如图所示,F和F作用在销钉C上,F1=445N,F2=535N,不计杆重,试求两杆所受的力.

[image: image640.jpg]|V





习题3.1图
[image: image641.jpg]ul=21




3.2水平力F作用在刚架的B点，如图所示。如不计刚架重量，试求支座A和D 处的约束力。

习题3.2图
3.3在简支梁AB的中点C作用一个倾斜45的力F，力的大小等于20KN，如图所示。若梁的自重不计，试求支座A和B处的约束力。

[image: image642.jpg]




习题3.3图
3.4如图所示结构由两弯杆ABC和DE构成。构件重量不计，图中的长度单位为cm。已知F=200N，试求支座A和E的约束力。
[image: image643.jpg]



习题3.4图
3.5在四连杆机构ABCD的铰链B和C上分别作用有力F和F，机构在图示位置平衡。试求平衡时力F1和F2的大小之间的关系。

习题3.5图
3.6三根不计重量的杆AB，AC，AD在A点用铰链连接，各杆与水平面的夹角分别为
   450，，450和600，如图所示。试求在与OD平行的力F作用下，各杆所受的力。已知F=0.6kN。


习题3.6图
3.7试求题3-1图所示各梁支座的约束力。设力的单位为kN，力偶矩的单位为kN(m，长度单位为m，分布载荷集度为kN/m。(提示：计算非均布载荷的投影和与力矩和时需应用积分)。



习题3.7图
3.8 AB梁一端砌在墙内，在自由端装有滑轮用以匀速吊起重物D，设重物的重量为G，又AB长为b，斜绳与铅垂线成(角，求固定端的约束力。


习题3.8图
3.9练钢炉的送料机由跑车A和可移动的桥B组成。跑车可沿桥上的轨道运动，两轮间距离为2 m，跑车与操作架、平臂OC以及料斗C相连，料斗每次装载物料重W=15 kN，平臂长OC=5 m。设跑车A，操作架D和所有附件总重为P。作用于操作架的轴线，问P至少应多大才能使料斗在满载时跑车不致翻倒？

习题3.9图
3.10活动梯子置于光滑水平面上，并在铅垂面内，梯子两部分AC和AB各重为Q，重心在A点，彼此用铰链A和绳子DE连接。一人重为P立于F处，试求绳子DE的拉力和B、C两点的约束力。

习题3.10图
3.11由AC和CD构成的复合梁通过铰链C连接，它的支承和受力如题4-16图所示。已知均布载荷集度q=10 kN/m，力偶M=40 kN(m，a=2 m，不计梁重，试求支座A、B、D的约束力和铰链C所受的力。

习题3.11图
3.12刚架ABC和刚架CD通过铰链C连接，并与地面通过铰链A、B、D连接，如题4-17图所示，载荷如图，试求刚架的支座约束力(尺寸单位为m，力的单位为 kN，载荷集度单位为 kN/m)。


习题3.12图
3.13试求下列刚架的约束反力。


习题3.13图
3.14已知a、q、和m，不计梁重。试求图示各连续梁在A、B和C处的约束反力。

习题3.14图
3.15图示破碎机传动机构，活动夹板AB长为600 mm，假设破碎时矿石对活动夹板作用力沿垂直于AB方向的分力P=1 kN，BC=CD=600 mm，AG=400 mm，OE=100 mm，图示位置时，机构平衡。试求电机对杆OE作用的力偶的力偶矩MO。

习题3.15图
3.16 插床机构如图所示，已知OA=310 mm，O1B=AB=BC=665 mm，CD=600 mm，OO1=545 mm，P=25 kN。在图示位置：OO1A在铅垂位置；O1C在水平位置，机构处于平衡，试求作用在曲柄OA上的主动力偶的力偶矩m。
习题3.16图
3.17由杆AB、BC和CE组成的支架和滑轮E支持着物体。物体重12 kN。D处亦为铰链连接，尺寸如题4-18图所示。试求固定铰链支座A和滚动铰链支座B的约束力以及杆BC所受的力。

习题3.17图
3.18 起重构架如题4-19图所示，尺寸单位为mm。滑轮直径d=200 mm，钢丝绳的倾斜部分平行于杆BE。吊起的载荷W=10 kN，其它重量不计，求固定铰链支座A、B的约束力。

习题3.18图
3.19 AB、AC、DE三杆连接如题4-20图所示。DE杆上有一插销F套在AC杆的导槽内。求在水平杆DE的E端有一铅垂力F作用时，AB杆上所受的力。设AD=DB，DF=FE，BC=DE，所有杆重均不计。

习题3.19图
3.20一重量W=1000 N的匀质薄板用止推轴承A、径向轴承B和绳索CE支持在水平面上，可以绕水平轴AB转动，今在板上作用一力偶，其力偶矩为M，并设薄板平衡。已知a=3 m，b=4 m，h=5 m，M=2000 N(m，试求绳子的拉力和轴承A、B约束力。

习题3.20图
3.21作用于半径为120 mm的齿轮上的啮合力F推动皮带绕水平轴AB作匀速转动。已知皮带紧边拉力为200 N，松边拉力为100 N，尺寸如题5-5图所示。试求力F的大小以及轴承A、B的约束力。(尺寸单位mm)。


习题3.21图
3.22 某传动轴以A、B两轴承支承，圆柱直齿轮的节圆直径d=17.3 cm，压力角(=20o。在法兰盘上作用一力偶矩M=1030 N(m的力偶，如轮轴自重和摩擦不计，求传动轴匀速转动时的啮合力F及A、B轴承的约束力(图中尺寸单位为cm)。

习题3.22图
3.23传动轴如图所示。皮带轮直径D=400 mm，皮带拉力S1=2000 N，S2=1000 N，皮带拉力与水平线夹角为 15o；圆柱直齿轮的节圆直径d=200 mm，齿轮压力N与铅垂线成20o角。试求轴承反力和齿轮压力N。

习题3.23图
3.24 为了测汽车的重心位置，可将汽车驶到秤上，秤得汽车总重的大小为W，再将后轮驶到地秤上，秤得后办的压力N，即可求得重心的位置。今已知W=34.3 kN，N=19.6 kN，前后两轮之间的距离l=3.1 m，试求重心C到后轴的距离b。


习题3.24图
第二篇   材料力学
前一篇主要讨论了刚体在载荷作用下的平衡规律，本篇将讨论变形体在载荷作用下的力学性能。

工程中常见的机器和结构．例如机床、内燃机、起重机等．都是由构件组成的。为了保证机器和结构在载荷作用下能正常地工作，必须要求这些构件具有足够的承受载荷的能力(简称承载能力)。构件的承载能力文要由以下三方面来衡量：

 1．强度
构件在工作时首先要保证不破坏。例如，起重用的钢丝绳，在起吊额定的重力时不能被拉断，传动轴在正常工作时不能被扭断等。可见，所渭的强度是指构件抵抗破坏的能力。构件能正常工作必须具有足够的强度。

 2．刚度
在有些场合，构件受载后虽不会断裂．但由于变形过大，也会影响机器或结构的正常工作。例如传动中的齿轮轴，如果变形过大，会使齿轮啮合不良，引起振动和噪声，影响传动的精确性。所谓的刚度是指构件抵抗变形的能力。构件能正常工作必须具有足够的刚度。

3．稳定性
 工程中，某些受轴向压缩的细长杆，如千斤顶中的螺杆，当压力较小时．螺杆保持直线的平衡形式。当压力达到某一数值时，螺杆就会由直线的平衡形式突然弯曲。这种突然改变原有平衡形式的现象，称为丧失稳定(简称失稳)。可见稳定性是指构件保持其原有平衡形式的能力。这类杆件能正常工作，必须具有足够的稳定性。

综上所述，为了保证构件能安全、正常地工作，构件必须具有足够的强度、刚度和稳定性。

但是，如果只强调安全，构件尺寸可能选得过大或不恰当地选用优质材料，这将使构件的承载能力得不到充分发挥．结构笨重、成本增加，造成浪费。材料力学的任务就是在保证构件既安全又经济的前提下．为构件选用台适的材料，确定合理的截面形状和尺寸，提供必要的基础知识。

第4章

材料力学的基本概念

4.1  材料力学的基本假设
材料力学研究的对象均为变形固体。它们在载荷作用下要发生变形。变形固体的变形可分为弹性变形和塑性变形。载荷卸除后能消失的变形称为弹性变形；载荷卸除后不能消失的变形称为塑性交形。为便于材料力学问题的理论分析，对变形固体作如下假设：
4.1.1  连续性假设

即假设组成固体的物质不留空隙地充满了固体的体积。实际上，组成固体的粒子之间存在着空隙并不连续，但这种空隙与构件的尺寸相比极其微小，可以不计。于是就认为固体在其整个体积内是连续的。这样，在对某些力学量进行数学分析时，就可将其用连续性函数表示，并可进行坐标增量为无限小的极限分析。

4.1.2  均匀性假设

即假设固体内到处具有相同的力学性能。就使用最多的金属来说，组成金属的各晶粒的力学性能并不完全相同。但因构件或构件的任一部分中都包含为数极多的晶粒，而且无规则地排列，固体的力学性能是各晶粒的力学性能的统计平均值，所以可以认为各部分的力学性能是均匀．这样，如从固体中取出一部分，不论大小，也不论从何处取出，力学性能总是相同的。

4.1.3  各向同性假设

即假设无论沿任何方向，固体的力学性能都是相同的．就金属的单一晶粒来说，沿不同的方向，力学性能并不一样。但金属构件包含数量极多的晶粒，且又杂乱无章地排列，这样沿各个方向的力学性能就接近相同了。具有这种属性的材料称为各向同性材料，如铸钢、铸铜、玻璃等。

沿不同方向力学性能不同的材料称为各向异性材料，如木材、胶合板和某些人工合成材料等。

4.1.4  小变形假设

在工程实际中，构件受力后的变形一般都很小，材料力学只研究这种小变形问题。小变形是指构件的变形量远小于其原始尺寸的变形。由于变形小，故在分析构件受力的平衡关系时，变形的影响可以忽略不计，仍按构件原有尺寸进行计算，如图4.1所示。


图4.1  小变形假设

4.2  弹性杆件的外力和内力

4.2.1  外力

当研究其一构件时，可以设想把这一构件从周围物体中单独取出，并用力来代替周围各物体对构件的作用。这些来自构件外部的力就是外力。我们在静力学的受力分析中讨论的所有主动力和约束力都属于构件的外力。

4.2.2  内力

为了维持构件各部分之间的联系，保持构件的形状和尺寸，构件内部

各部分之间必定存在着相互作用的力，该力称为内力。在外部载荷作用下，

构件内部各部分之间相互作用的内力也随之改变，这个因外部载荷作用而

引起的构件内力的改变量，称为附加内力。在材料力学中，附加内力简称

内力。它的大小及其在构件内部的分布规律随外部载荷的改变而变化，并

与构件的强度、刚度和稳定性等问题密切相关。若内力的大小超过一定的

限度，则构件将不能正常工作。内力分析是材料力学的基础。

4.2.3  求解内力的截面法

为了揭示在外力作用下构件所产生的内力，确定内力的大小和方向，通常采用截面法。截面法可以用以下四个步骤来概括：

1. 截  在构件上任意截面m-m处假想地截开构件，将构件分成两个部分，见图4.2a。如果所取截面与构件的轴线垂直称为横截面，而构成任意夹角的称为斜截面。



图4.2   截面法
2. 取  任意取其中的一部分，注意在取的时候除了要取出这一部分的结构几何图形，还要同时加上这一部分所受的全部外力，包括主动力和约束力。

3. 代  在所取部分的截面上加上内力，见图4.2b。必须注意的是，首先，由于所取部分实际处于平衡状态，因此所加内力必须与其上所受的外力构成一个平衡力系；其次，内力实际上是分布于整个截面上的，因此所加内力是将这些分布内力向截面形心简化的合力形式，如图4.2c所示。

一般情况下，所加的内力合力须沿各坐标方向，如图4.2d所示，我们把沿构件轴线方向，与截面垂直的内力称为轴力（图中的FN），与截面平行的内力成为剪力（图中的FSx和FSy），与截面垂直的内力矩矢称为扭矩（图中Mx），与截面平行的内力矩矢称为弯矩（My和Mz），这些内力在以后的各章中都会详细分析。
4. 平  最后根据所取部分上由外力和内力构成的力系的实际情况，选用适当的静力平衡方程求出所加内力。

例4-1
求等截面直杆的横截面mm上和斜截面nn上的内力。


(a) 等截面直杆；(b) 横截面mm的内力；(c) 斜截面nn上的内力
解 使用截面法求内力。
(a) 横截面mm上的内力。用横截面mm把等截面直杆截成二部分，取左边部分作为研究对象，加上主动力P和横截面上的内力FNmm，然后使用平衡方程
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(b) 斜截面nn上的内力。用斜截面nn把等截面直杆截成二部分，取左边部分作为研究对象，加上主动力P和斜截面上的内力FNnn，然后使用平衡方程
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题解注释：(1) 本题中，横截面的面积与斜截面的面积不相等，但是两个截面上的内力相等。(2) 如果取右边部分作为研究对象，所求出的内力大小和符号与上面的结果是相同的。
4.3  正应力与切应力
由于截面上的内力是分布在整个截面上的，上述用截面法求出的截面上的内力只是其合力形式。要描述截面上内力的分布情况，在这里必须引入应力的概念。所谓应力，即是截面上的分布内力在—点的集度，也就是截面某单位面积上内力的大小。

如图4.3a所示，在截面上任意一点M处取一微小面积△A，设作用在该面积上的内力为△F，则△F和△A的比值，称为这块面积内的平均应力，用pm表示，


        图4.3a                         图4.3b
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当△A趋于零，平均应力有极值，此极值即为M点的应力，也称为全应力，用p表示。
如图4.3b所示，一般情形下，横截面上的分布内力，总可以分解为两种：作用线垂直于截面的；作用线位于横截面内的。我们把作用线垂直于截面的应力称为正应力，用σ表示；作用线位于截面内的应力称为切应力或剪应力，用τ表示。

应力的单位为Pa（N/m2），工程中常用的还有MPa（N/mm2）和GPa，其中1MPa = 106Pa，1GPa = 109Pa。

4.4  正应变与切应变
如果将弹性体看作由许多微小的单元体所组成，弹性体整体的变形则是所有单元体变形累加的结果。而单元体的变形则与作用在其上的应力有关。

    围绕受力弹性体中的一点截取单元体(通常为正六面体)．一般情形下单元体的各个面上均有应力作用。下面考察两种最简单的情形，分别如图4-4a、b所示。

    对于正应力作用下的单元体(图4.4a)，沿着正应力方向和垂直于正应

力方向特产生伸长和缩短，这种变形称为线变形。描写弹性体在各点处线

变形程度的量，称为正应变或线应变。用ε表示。根据单元体变形前后x方向长度dx的相对改变量，有
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图4.4    正应变

式中，dx为变形前单元体在正应力作用方向的长度，du为微元体变形后相

距dx的两截面沿正应力方向的相对位移；εx的下标x表示应变方向。

    切应力作用下的单元体将发生剪切变形，剪切变形程度用单元体直角的改变量度量。此单元体直角改变量称为切应变或剪应变，用γ表示。在图4.4b中，γ = 90－α－β，γ的单位为rad。

    关于正应力和正应变的正负号，一般约定：拉应变为正；压应变为负。

产生拉应变的应力(拉应力)为正；产生压应变的应力(压应力)为负。

4.5  杆件受力与变形的基本形式
在机器或结构物中，构件的形式是多种多样的，但最常见最基本的形式是杆件。所谓杆件，就是纵向(长度方向)尺寸远大于横向(垂直于长度方向)尺寸的构件。杆件的轴线是杆件各横截面形心的连线。轴线为直线的杆称为直杆。横截面大小和形状不变的直杆称为等直杆，轴线为曲线的杆称为曲杆。工程上常例如悬臂吊中的拉杆和横梁，机器中的传动轴，联接件中的销钉等，这些都是较典型的杆件。杆件是材料力学研究的主要对象。杆件的问题解决了，不仅解决了工程实际中大部分构件的问题、也为解决其他形式构件的问题提供了基础。例如，起重用的钢丝绳、桥式吊车的大梁、齿轮上的轮齿、以及轧钢机机架等构件和设备，都可以将其简化为一根杆件或杆件的组合物来处理。

构件在工作时的受力情况是各不相同的，受力后所产生的变形也随之而异。对于杆件来说，其受力后所产生的变形，有以下几种基本形式：

1．拉伸或压缩
当杆件两端受到一对沿杆的轴线方向的拉力或压力载荷时，杆件将产生轴向伸长或压缩变形，分别如图4.5所示。图中实线为变形前的位置；虚线为变形后的位置。

[image: image15.png]



图4.5   拉伸、压缩变形

工程中这类构件很多，如后图4.9所示简易支架中的撑杆CD受力后发生的就是压缩变形。

2．剪切
如图4.6所示，连接两个构件的螺栓，其两个半柱侧面所受到的力构成了一对大小相等，方向相反，且作用线相距很近的平行力，当这对力相互错动并保持二者之间的纵向距离不变时，杆件将在这两力的交界面上（m-n面）发生剪切变形。

[image: image16]
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图4.6    剪切变形

3．扭转
如图4.7所示，当用起子拧螺丝时，手在起子的一端作用了一个力偶，而螺丝也在起子的另一端作用了一个反力偶，如果将起子简化成一等直杆，则作用在杆件上的一对力偶大小相等，转向相反，且作用在垂直于杆轴的平面内，此时，杆件的横截面绕其轴相互转动，杆件将产生扭转变形。
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图4.7    扭转变形

4．弯曲
如图4.8所示，当横梁上所受到的外力都与横梁的轴线垂直时，横梁发生了弯曲，即其轴线的曲率发生了改变，横梁的这种变形就是弯曲变形。
[image: image20]
图4.8    弯曲变形

在工程实际中，很多构件受力后发生的变形是两种或两种以上的上述基本变形的组合，这种共同形成的受力与变形形式即为组合受力与变形。

如图4.9中所示简易支架中杆件AB的和受力变形，即为拉伸与弯曲的组合。组合受力形式中，杆件将产生两种或两种以上的基本变形。

[image: image21.jpg]



图4.9    组合变形

第4章习题

内力、应力和截面法

下面习题中，杆件的变形与其几何尺寸相比是一个微小量，在受力分析和列平衡方程时，可以使用原始尺寸进行分析和计算。

4.1 图示简易吊车由直杆AB和BC用光滑铰链联接而成，结构在A、B处用固定铰链联接。求结构中1杆和2杆横截面上的内力。


习题4.1图

第5章

轴向拉伸、压缩与剪切
5.1  工程中的轴向拉伸或压缩问题
在工程实际中，许多构件承受拉力和压力的作用。如图5.1所示的起重机吊架中，如果忽略各构件的自重，则AB，BC两杆均为二力杆；BC杆在通过轴线的拉力作用下沿杆轴线发生拉伸变形；而AB杆则在通过轴线的压力作用下沿杆轴线发生压缩变形。这类杆件的受力特点是：杆件承受外力的作用线与杆件轴线重合；变形特点是：杆件沿轴线方向伸长或缩短。这种变形形式称为轴向拉伸或压缩，简称拉伸或压缩。这类杆件称为拉杆或压杆。
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       图5.1                            图5.2

 图5.3                                图5.4

工程中这类杆件很多，例如内燃机中的连杆在燃气爆发冲程中受压（图5.2），桁架中的拉杆和压杆（图5.3）等均属此类。它们都可以简化成图5.4所示的计算简图，图中的虚线是表示杆件变形后的形状。

5.2  轴力与轴力图
5.2.1  截面法求轴力
为求得拉（压）杆横截面上的内力，我们使用截面法。如图5.5a沿横截面m-m假想地把杆件分成两部分，可见杆件左右两段在横截面m-m上相互作用的内力是一个分布力系(图5.5b、5.5c)，由于拉（压）杆所受的外力都是沿杆轴线的，考虑左右部分的平衡可知，此分布内力系的合力也一定沿杆的轴线方向，因此我们把拉（压）杆的内力称为轴力，用FN 表示。由左

段的平衡方程∑Fx = 0，可得

                     FN － P = 0   

                     FN  =  P
习惯上我们把拉伸时的轴力记为正，压缩时的轴力记为负。因此，在使用截面法求轴力时，我们规定将轴力加在截面的外法线方向，即正方向。这样，无论取左段还是右段，用平衡方程求得的轴力的符号总是一致的。当轴力大于零时，就表示该截面受拉伸；而轴力小于零，则表示该截面受压缩。
5.2.2  轴力图

求出轴内任意一个截面上的轴力以后，就可以用图线来表示轴力与截面位置之间的关系，这个图线称为轴力图。图5.5d就是轴5.5a的扭矩图。从图中可以看出，在两个集中力作用之间的截面上，轴力是一个常量。

例5-1 

—双压手铆机如图所示。作用于该手铆机活塞杆上的力分别简化为Pl＝2.62kN，
P2=1.3kN，P3＝1.32kN。试求活塞杆横截面1-1和2-2上的轴力，并画出轴力图。

[image: image23]
解：(a) 画计算简图。

    

(b) 截面1-1的轴力。使用截面法，假想沿裁面1—1将杆截成两段，保留左段，然

后在截面1-1上加上正方向的轴力FNl。列平衡方程
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(c) 截面2-2的轴力。再使用截面法，假想沿截面2-2将杆截成两段，仍保留左段、然后在截面2-2上加上正方向的轴力FN2。列平衡方程
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由上图可见如果取右段所得结论也相同。

(d) 轴力图。由于活塞杆受集中力作用，所以在其作用间的截面轴力都为常量，据此可画出轴力图


注释：这里求出的符号为负的轴力只是说明整根活塞杆均受压，而AB段的轴力最大，为2.62kN。

5.3  直杆轴向拉伸或压缩时的应力
5.3.1  横截面上的应力

在用截面法确定拉（压）杆的内力以后，还不能判断杆件的强度是否足够。例如两根材料相同的拉杆，一根较粗，一根较细，在相同的挽拉力作用下．它们的内力是相向的，但当拉力逐渐增大时．较细的杆先被折断。这说明杆的强度不仅与内力有关，还与截面的面积有关。所以应以单位面积上的内力​，即应力来衡量杆的强度。

  为了研究截面上应力的分布规律，可以通过实验。观察杆的变形情况。在图5.6a所示的杆上，预先刻划出两条横向直线ab和cd（图中虚线），当杆受到拉力P作用时，可以看到直线ab和cd分别平移到了实线a1b1和c1d1处。
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                       图5.6 

根据以上现象可设想，假想杆由许多纵向纤维所组成，那么每根纵向纤维都受到了相等的拉伸。由此可推出：杆受拉伸时的内力，在横截面上是均匀分布的，其作用线与横截面垂直(图5.6b)。
所以，杆件拉伸时横截面上的应力为正应力，其大小
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式中的A为杆件横截面的面积。 上式是根据杆件受拉伸时推得的，它在杆件受压缩时也同样适用。应力的符号由内力确定，σ＞0为拉应力，σ＜0则为压应力。

若FN沿轴线变化，或截面的面积也沿轴线变化时，式5-1也可写成
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例5-2 

试计算例5-1中活塞杆在截面1-1和2-2上的应力。设活塞杆的直径d = 10mm。

解：(a) 截面1-1上的应力。 
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(b) 截面2-2上的应力。
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5.3.2  斜截面上的应力

前面讨论了轴向拉伸或压缩时直杆横截面上的正应力，它是强度计算的依据。但不同材料的实验表明，拉（压）杆的破坏并不总是沿横截面发生，有时却是沿斜截面发生的。为此，应进一步讨论斜截面上的应力。

设直杆的轴向拉力为P（图5.7a），横截面面积为A，由公式（5-1），横截面上的正应力σ为  
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                       图5.7 

设与横截面成α角的斜截面k-k的面积为Aα，Aα与A之间的关系为 
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如图5.7a，沿 k- k 假想地将杆分成两部分，取左半部分（图5.7b），用前面证明横截面上正应力均匀分布的方法，同样可以证明斜截面上的应力也是均匀分布的。若用pα表示斜截面 k-k上的应力，有                  
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               （c）      

将pα分解成垂直于斜截面的正应力σα和平行于斜截面的切应力τα，有
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从公式5-3、5-4可以看出，斜截面上的应力将随α的改变而变化。当α = 0时，τα 等于零，而σα达到最大值，且


[image: image37.wmf]s

s

a

=

max

 

                                             （5-5） 

当α = 450时，τα 到最大值，
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可见杆件在轴向拉伸或压缩时，横截面上的正应力最大，切应力为零；而在与横截面夹450角的斜截面上切应力最大，最大切应力的数值与该截面上的正应力数值相等，均为最大正应力的一半。还有，当α = 900时，σα = τα = 0，这表明杆件在与轴线平行的纵向截面上无任何应力。

5.3.3  圣维南原理 

工程实际中，轴向拉伸或压缩的杆件横截面上的外力可以有不同的作用方式。可以是一个沿轴线的集中力，也可以是合力的作用线沿轴线的几个集中力或分布力系。实验表明，当用静力等效的外力相互取代时，如用集中力取代静力等效的分布力系，除在外力作用区域内有明显差别外，在距外力作用区域略远处，上述替代所造成的影响就非常微小，可以忽略不计。这就是圣维南原理。前面的图5.1、图5.5和例5-1中杆的受力简图都是根据这一原理简化的。

5.4  材料在拉伸与压缩时的力学性能
5.4.1  拉伸压缩试验   

前面我们讨论了杆件轴向拉伸或压缩时的应力，但是要计算工程构件的强度，还须确定构件在一定的材料和截面尺寸前提下，所能承受的最大载荷，这就需要了解材料的力学性能。

材料的力学性能也称为机械性能，是指材料在外力作用下表现出的变形、破坏等方面的性能，它是材料固有的持性，可通过试验来测定。试验应根据国家标准《金属拉伸试验方法》(GB228-87) 中的规定，将材料制成标准试样。拉伸圆试样如图5.8a所示。试样的两端为夹持部份，中间为用于测试的工作部分，它以两标记间的长度l0表示，l0称为原始标距。d0为试样直径：原始标距l0和直径d0之间有如下关系：长试样l0 = 10 d0，短试样l0 = 5 d0。 对于压缩试样，通常采用短圆柱体，其高度l与直径d之比为1.5 ~ 3 (图5.8 b)。

材料的力学性能与很多因素有关，如温度、加在试样上载荷变化的速率、热处理工艺等。本节只研究材料在常温(室温)、静载(载荷从零开始逐渐缓慢地增加)条件下的力学性能。

在常温、静载条件下，材料大致可以分成塑性材料和脆性材料两类。通常以Q235A钢代表塑性材料，用灰铸铁代表脆性材料，通过试验来分别研究它们的力学性能。
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                          图5 .8

5.4.2  低碳钢在拉伸时的力学性能

低碳钢是指含碳量在0.3%以下的碳素钢。这类钢材在工程中使用较广，在拉伸试验中表现出的力学性能也最为典型。

拉伸试验是在材料万能试验机上进行的。试验时，将试样的两端装在试验机的夹头中，然后开动机器加载，使试样受到自零开始逐渐增加的拉力F的作用。在加载过程中，对应任一瞬时的F值，都可测出试样在原始标距内的伸长△l，试验机上有自动绘图装置，可以自动绘出以拉力F为纵坐标、伸长△l为横坐标的F-△l曲线，称为拉伸图。图5.9所示的拉伸图描绘了Q235A钢试样从开始加载直至断裂的全过程中载荷和变形的关系。拉伸图中拉力F和伸长△l的对应关系与试样的尺寸有关。

[image: image41.png]



                      图5.9

为了消除试样尺小的影响，将F - △l曲线的纵坐标F除以试样原有的横截面面积A，将横坐标△l除以试样的原始标距l0，即可得到以应力σ为纵坐标和以应变ε为横坐标的σ- ε曲线，称为应力-应变图，如图5.10所示。其形状与图5.9所示的拉伸图相似。


[image: image42]
图5.10

下面通过研究Q235A钢受拉时的σ- ε曲线和其上的一些特性点来了解塑性材料在拉伸时的力学性能。

1．弹性阶段    在试样拉伸的初始阶段，图中的Oa线段为直线，表明此段内应力σ与应变ε成正比，如果用E表示Oa线段的斜率，那么这种关系可表达为，

                   σ = Eε                             (5-7)
其中，比例常数E称为拉（压）弹性模量，在工程中常用的单位为GPa。直线顶点a处的应力称为比例极限，用σp 表示。实验表明，当应力小于比例极限时，如果撤去加在试样上的载荷，试样上的变形也随之消失，说明此时发生的变形均为弹性变形。

过了a点后，应力与应变不再保持正比关系。但在a点附近略高于比例极限的区域内，试样所发生的还是弹性变形，我们把这一区域最高点的应力称为弹性极限，用σe表示。由于弹性极限和比例极限在σ- ε曲线上的位置非常接近，在实验所记录的图线上很难加以区分，因此我们一般认为两者近似相等。在应力大于弹性极限后，如再解除拉力，则试样变形的一部分随之消失，这就是上面提到的弹性变形，但还遗留下一部分不能消失的变形，这种变形称为塑性变形或残余变形。因此我们把从起始到弹性极限之间的这段加载过程称为弹性阶段。

2．屈服阶段   当应力超过弹性极限增加到其一数值时，应变有非常明显的增加而应力先是下降，然后作微小的波动，在σ- ε曲线上出现接近水平线的小锯齿形线段。这种应力基本保持不变，而应变显著增加的现象称为屈服或流动，这一阶段即称为屈服阶段。

在屈服阶段内应力的最高点b和最低点b’分别称为上屈服点和下屈服点。上屈服点应力的数值与试样形状、加载进度等因素有关，一般是不稳定的，下屈服点的应力则有比较稳定的数值，能够反映材料的性能，所以通常就把下屈服极限称为屈服极限，用σs  表示。材料在屈服阶段已表现出显著的塑性变形，而构件过大的塑性变形将影响机器和结构的正常工作，所以屈服极限σs是衡量材料强度的重要指标。

另外，材料的屈服主要是晶体滑移的结果。金属是由无数的晶粒组成的，每一个晶粒又由许多原子按一定的几何规律排列而成，塑性变形的产生是由于晶粒中原子与原于间沿着某一方向的结合面产生滑移的结果。如果试样经过抛光，这时可以看到试样表画有许多与试样轴线约成450角的条纹，称为f滑移线，图5.11所示即为板状试样在屈服时的滑移现象。因为拉伸时在与杆轴成450倾角的斜截面上切应力最大，可见屈服现象的出现与最大切应力有关。


[image: image43]
                图5.11

3．强化阶段  经过屈服阶段，材料又恢复了继续承载的能力，同时试样的塑性变形也迅速增大，这种现象称为材料的强化。在图5.10中，强化阶段中的最高点c点对应的应力σb是材料所能承受的最大应力，称为强度极限。它是衡量材料强度的另一重要指标。我们把材料从屈服后直到强度极限这一段称为强化阶段，在强化阶段中，试样的横向尺寸有明显的缩小。

4．局部变形阶段  过了c点后，试样的承载就逐渐下降，并且在某一局部其横向尺寸突然急剧减小，出现颈缩现象(图5.12)，直到d点，试样在颈缩后的最小尺寸的横截面处发生断裂（图5.13），这cd段就称为局部变形
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     图5.12                          图5.13

阶段。在这个阶段中，由于试样所受的拉力相应减少，而在应力-应变图中，应力还是用横截面的原始面积计算的，所以从c点开始应力逐渐减小，直到d点试样被拉断。

5．材料的塑性    试样断裂后所遗留下来的塑性变形，可以用来表明材料的塑性。试样拉断后，标距由原来的l0伸长为l1，我们把标距间的改变
用百分比的比值δ表示，称为材料的延伸率。即
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δ值越大，表明材料的塑性越好，因此，延伸率δ是衡量材料塑性的指标之—。 短试样和长试样的延伸率分别用δ5和δ10表示，Q235A钢的δ5 = (21一27)％，δ10 = (21一23)%。工程上，通常根据延伸率的大小将材料分为两大类。将δ10 ＞5％的材料，称为塑性材料，如钢、铜、铝等；而δ10 ＜5％的材料称为脆性材料，如铸铁、砖石等。

试样拉断后，缩颈处横截面面积的最大缩减量与原始横截面面积的百分比ψ，称为断面收缩率。即
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                              （5-9）

式中，A0是试样的原始横截面面积，A1是试样拉断后缩颈处的最小横截面面积。断面收缩率是衡量材料塑性的另一个指标。ψ值越大，表明材料的塑性越好。对于Q235A钢，ψ = (60一70)％。

6．冷作硬化   试验表明，塑性材料拉伸过程中，当应力超过屈服点后(如图5.14中的g点)，如逐渐卸去载荷，则试样的应力和应变关系将沿着与直线Oa近乎半行的直线gOl回到Ol点。如果卸载后再重新加载，则应力应变关系将大致上沿着曲线Olgcd变化，直至断裂。
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图5.14                           图5.16

比较曲线Oagcd与Olgcd，可以看出在试样的应力超过屈服点后卸载，然后再更新加载时，材料的比例极限提高了，而断裂后的塑性变形减少了，由原来的Oe变为Ole，表明材料的塑性降低了。这一现象称为冷作硬化。工程上常利用冷作硬化来提高某些构件(如钢筋、钢丝绳等)在弹性范围内的承载能力，冷作硬化现象也可通过退火来消除。

5.4.3  其他材料在拉伸时的力学性能

工程上常用的塑性材料，除低碳钢外，还有中碳钢、某些高碳钢和合金钢 、铝合金、青铜、黄铜等。图5.15中是几种塑性材料的σ- ε曲线。其中有些材料，如16Mn钢和低碳钢一样有明显的弹性阶段、屈服阶段、强化阶段和局部变形阶段。有些材料，如黄铜H62，没有屈服阶段，但其他三阶段却很明显。还有些材料，如高碳钢T10A，没有屈服所段和局部变形阶段，只有弹性阶段和强化阶段。
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图5.15
对没有明显屈服极限的塑性材料可以将产生0.2%塑性应变时的应力作为屈服指标，并用σ0.2来表示（图5.16），称为名义屈服应力。

各类碳素钢中，随含碳量的增加，屈服极限和强度极限相应提高，但延伸率降低。例如合金钢、工具钢等高强度钢材，屈服极限较高，但塑性性能却较差。
5.4.4  铸铁拉伸时的力学性能

灰铸铁拉伸时的应力-应变关系是一段微弯曲线，如图5.17所示，没有明显的直线部分。它在较小的拉应力下就被拉断，没有屈服和颈缩现象，拉断前的应变很小，延伸率也很小，断口为平口（见图5.18 ）。灰铸铁是典型的脆性材料。
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由于铸铁的σ- ε图没有明显的直线部分，弹性模量E的数值随应力的大小而变。但在工程中铸铁的拉应力不能很高，而在较低的拉应力下，应力和应变的关系则可近似地认为服从虎克定律。通常取σ- ε曲线的割线代替曲线的开始部分，并以割线的斜率作为弹性横量，称为割线弹性模量。

铸铁拉断时的最大应力即为其强度极限。因为没有屈服现象，强度极限σb是衡量强度的唯一指标。铸铁等脆性材料的抗拉强度很低，所以不宜作为抗拉零件的材料。

铸铁经球化处理成为球墨铸铁后，力学性能有显著变化，不但有较高的强度，还有较好的塑性性能。国内不少工厂成功地用球墨铸铁代替钢材制造曲轴、齿轮等零件。

5.4.5  材料在压缩时的力学性能

低碳钢压缩时的σ- ε曲线如图5.19所示。试验表明，低碳钢压缩时的弹性阶段和屈服阶段与拉伸时基本重合，其弹性模量E 和屈服极限σs与拉伸时相同。而屈服阶段以后，试样越压越扁，横截面面积不断增大，试样的抗压应力也不断增高，但试样却不被压断，得不到压缩时的强度极限，因而压缩时低碳钢的强度指标就只有屈服极限。由于可从拉伸试验测定低碳钢压缩时的主要性能，所以不一定要进行压缩试验。
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                      图5.19

    图5.19表示铸铁压缩时的σ- ε曲线。试样仍然在较小的变形下突然破坏。破坏断面的法线与轴线大致成450~550的倾角，表明试样沿斜截面因相对错动而破坏。铸铁压缩时的强度极限比它在拉伸时的强度极限高4~5倍。其他脆性材料如混凝土、石料等，抗压强度也远高于抗拉强度。
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图5.20

脆性材料抗拉强度低，塑性性能差，但抗压能力强，且价格低廉，适合加工成抗压构件。铸铁坚硬耐磨，易于浇铸成形状复杂的零部件，广泛用于铸造机床床身、基座．缸体及轴承座等受压零部件。因此其压缩试验比拉伸 试验更为重要。

综上所述，衡量材料力学性能的指标主要有：比例极限σp（或弹性极限)、屈服极限σs、强度极限σb、弹性模量E、延伸率δ和断面收缩率ψ等，对很多金属来说，这些量往往受温度、热处理等条件的影响。表5.1中列出了几种常用材料在常温、静载下的σs、σb和δ的数值。

表5.1  几种常用材料的主要力学性能

5.5  拉压杆的强度计算

5.5.1  失效与许用应力

由前述的拉伸压缩试验可以看出，各类材料具有各自不同的力学性能。脆性材料制成的构件在拉伸或压缩时，变形很小就会突然断裂。而塑性材料制成的构件在拉断或压扁之前已出现很大的塑性变形，由于不能保持原有的形状和尺寸，它已不能正常工作。我们把脆性材料的断裂和塑性材料出现塑性变形统称为失效。
上述这些失效现象都是强度不足造成的，可是构件失效并不都是源于强度问题。例如若机床主轴变形过大，即使未出现塑性变形，但还是不能保证加工精度，这也是失效，它是刚度不足造成的。而受压细长杆被压弯，则是稳定性不足引起的失效。这里我们主要讨论强度问题，其他形式的失效将于后面的章节依次介绍。

脆性材料断裂时的应力是强度极限σb，而塑性材料屈服时即出现塑性变形，相应的应力是屈服极限σs，因此σs和σb就是两种材料制成的构件失效时的极限应力。但在工程设计中，为保证构件有足够的强度，在载荷作用下构件的工作应力显然应低于极限应力。若以大于1的系数除极限应力并将所得结果称为许用应力，用[σ]来表示，对塑性材料，
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                              （5-11）式中，ns和nb称为安全系数。那么，设计中构件的最大工作应力应小于材料的许用应力。

应当注意，脆性材料在拉伸和压缩时的强度极限是不相等的，所以它的拉伸许用应力和压缩许用应力也不相等。

    从公式(5-10)和(5-11)可知，如果安全系数取得过小，即接近于1，则许用应力就比较接近极限应力，构件工作时就危险；如果安全系数取得过大，则许用应力就会偏小，虽然足够安全，但不够经济。因此，安全系数选取是否确当，直接影响到工程构件安全和经济问题。

    安全系数的确定与许多因素有关，例如材料的均匀程度、载荷和应力计算的准确程度、制造工艺过程及构件的工作条件等。

    在静载荷作用下，安全系数的大致数值如下：

    塑性材料：轧、锻件  ns ＝1.2 ~ 2.2

                 铸件   ns ＝1.6 ~ 2.5

    脆性材料            nb ＝2.0 ~ 3.5

5.5.2  轴向拉伸与压缩时的强度计算

前面已经指出，在强度计算中，许用应力就是构件所允许的最大工作应力，据此我们可以列出构件满足强度要求的前提，称为强度条件。轴向拉压杆的强度条件为
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对于等截面杆，由于各个截面的面积相等，所以系数            

















































































































最大工作应力将发生在轴力的绝对值最大的截面上。而对于变截面杆，则要综合轴力和面积的比值。

根据强度条件，我们可以对拉压杆进行三种类型的强度计算，即强度校核、设计截面尺寸和确定许可载荷，下面分别举例说明。

例5-3
作用图示零件上的拉力P=38kN，若材料的许用应力[(]=66 MPa，试校核零件的强度。


解： (a) 求最大正应力。零件两端受拉，所以在两个拉力作用面之间的每个截面上的轴力都等于拉力P，因此最大正应力一定发生在面积最小的横截面上。

1-1截面上的应力
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2-2截面上的应力
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 3-3截面上的应力


[image: image60.wmf]3

3

6

3

3810

45.24

(5022)15210

P

MPa

A

s

-

´

===

-´´´


所以最大拉应力在1-1截面上
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(b) 强度校核。由上述计算可知，零件截面上的最大拉应力

                  
[image: image62.wmf][

]

66MPa

86MPa

67

max

=

=

s

s

f

.


但是，材料的许用应力本来就是有一定的安全系数的，在工程上，如果构件的最大应力超过其许用应力在5%范围之内，一般可认为构件的强度够用。
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所以，此零件的强度够用。
例5-4
冷镦机的曲柄滑块机构如图所示。镦压工件时连杆接近水平位置，承受的镦压力P=1100 kN 。连杆的截面为矩形，高与宽之比为h/b=1.4。材料为45钢，许用应力为[(]=58 MPa，试确定截面尺寸h和b。

解： (a) 求内力。连杆AB为二力构件，由滑块B的受力可知，在接近水平位置时连杆上所受的力与镦压力相等，即
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(b) 确定截面尺寸。由强度条件可得
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例5-5 

图示二杆组成的杆系，AB是钢杆，截面面积A1=600 mm2，钢的许用应力[σ]=140MPa，BC杆是木杆，截面面积A2=30,000 mm2，它的许用拉应力是[σ+]=8MPa，许用压应力是[σ-]=3.5MPa。求最大许可载荷P。

解：(a) 求内力。用截面法求1、2杆的内力
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N1与N2的实际方向与假设方向相同，1杆受拉，2杆受压。

 (b) 确定许可载荷。由杆1的强度条件得
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由杆2的强度条件得
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(c) 确定许可载荷。杆系的许可载荷必须同时满足1、2杆的强度要求，所以应取上述计算中小的值，即许可载荷为

[P]=88.6kN

5.6  轴向拉伸与压缩时的变形计算
5.6.1  轴向变形与虎克定律

直杆在轴向拉力(或压力)的作用下，所产生的变形表现为轴向尺寸的伸长(或缩短)以及横向尺寸的缩小(或增大)。前者称为轴向变形，后者称为横向变形。

现以图5.21所示的受拉等截面直杆为例来研究杆的轴向变形。设杆的原长为l，在轴向拉力的作用下，杆长由l变为l1(图5.21a)，则杆的轴向伸长为△l= l1－l
[image: image70.png]



图5.21

实验指出：在弹性范围内，杆件的绝对变形△l与所受拉力P成正比，与杆件的长度l成正比，而与杆件的横截面面积A成反比。可用数学式表示为
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这个关系式称为虎克定律，它同样适用于轴向压缩的情况。式中△l的符号取决于轴力FN，轴向拉伸时△l大于零；而压缩时△l小于零。

式中的比例常数E，称为材料的拉(压)弹性模量，其值因材料而异，可通过实验方法测定。E的常用单位是吉帕(GPa )。

由公式(5-13)可知，当其它条件不变时，E值越大，绝对变形△l越小。因此弹性模量的大小表示材料抵抗弹性变形的能力。

由公式(5-13)还可看出，当内力FN和长度l一定时，乘积EA越大，绝对变形就越小，它反映了杆件抵抗拉伸(压缩)变形的能力。故称EA为杆件的抗拉(压)刚度。
由于绝对变形与杆件的长度有关，为了更确切地反映杆件纵向变形的程度，消除长度的影响，将△l除以l得到杆件轴线方向的线应变
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这里ε的符号取决于杆件的轴向变形，当杆件轴向拉伸时轴向应变ε大于零，压缩时ε则小于零。式（5-14）也可表示为
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即当应力小于比例极限时，应力与应变成正比，式(5-14)为虎克定律的另—表达形式。
5.6.2  横向变形与泊松比

如图5.21b所示，杆件变形前的横向尺寸为b，变形后变为b1，杆的横向绝对变形为△b=b1－b，横向应变ε’为
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试验结果表明：当应力不超过比例极限时，横向应变ε’与轴向应变ε之比的绝对值是一个常数。即
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μ称为横向变形系数或泊松比，是一个没有量纲的量。

因为当杆件轴向伸长时横向缩小，而轴向缩短时横向增大，所以ε’和ε的符号是相反的。这样，杆的横向应变和轴向应变的关系可以写成
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和弹性摸量E一样泊松比μ也是材料固有的弹性常数。表5.2中摘录了几种常用材料的E、μ值。

表5.2   几种常用材料的E和μ值
	材    料
	E（GPa）
	μ

	低碳钢
合金钢

灰铸铁

铜及其合金

铝合金
	196 ~ 216
186 ~216

78.5 ~ 157

72.6 ~ 128

70
	0.25 ~0.33
0.24 ~ 0.33 

0.23 ~ 0.27

0.31 ~ 0.42

0.33


例5-6 

变截面杆如图所示。已知：A1 = 8cm2，A2 = 4cm2，E = 200GPa。求杆件的总伸长(l。


解：(a) 求内力。用截面法求出截面1-1、2-2杆的内力
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(b) 求杆件的总伸长。由虎克定律可得
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例5-7 

图示简易支架，AB和CD杆均为钢杆，弹性模量E = 200 GPa，AB长度为l1 = 2m，横截面面积分别是A1 = 200 mm2和A2 = 250mm2，P = 10 kN，求节点A的位移。

解：(a) 求内力。用截面法求1、2杆的内力
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(b) 求1、2杆的变形。由虎克定律可得
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这里△l1为拉伸变形，而△l2为压缩变形。
(c) 用切线代弧的方法求A点的位移。设想将托架在节点A拆开。AB杆伸长变形后变为A1B，AC杆压缩变形后变为A2C。分别以B点和C点为圆心，A1B和A2C为半径作弧相交于A3，A3点即为支架变形后A点的位置。因为变形很小，A1A3和A2A3是两段极其微小的短弧，因而可用分别垂直于AB和AC的直线线段来代替，这两段直线的交点即为A3。AA3即为A点的位移。


水平位移是：
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垂直位移是：


[image: image82.wmf]mm

ctg

AA

AA

AA

A

A

A

A

A

A

o

o

o

3

30

)

30

cos

(

30

sin

1

2

1

3

4

4

2

3

2

=

+

+

=

+

=


A点的位移是：
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5.7  简单拉压静不定问题
在以前讨论的问题中，构件的约束反力和杆件的内力都可由静力平衡方程求出，这类问题称为静定问题。

但在工程实际中，有时为了增加构件和结构物的强度或刚度，或者由于构造上的需要，往往还给构件增加一些约束或在结构物中增加一些杆件，这时构件的约束反力或杆件的内力，仅用静力学平衡方程就不能求解了。这种未知力多于独立的静力平衡方程，只用静力平衡方程不能求解的问题，称为静不定向题。

以图5.22a所示三杆桁架为例，若要求各杆的内力，以节点A为研究对象，由图5.22b的受力图可以列出节点A的静力平衡方程为
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图5.22
这里的静力平衡方程有两个，但未知力有三个，可见只凭静力平衡方程不能求得全部轴力，所以是静不定问题。

为了求解静不定问题，在静力平衡方程之外，还必须根据结构的变形协调关系，建立补充方程。

假设图5.22a中的1、2两杆的抗拉刚度相等，桁架变形是对称的，如图5.22c所示，△l1和△l2分别为杆1和杆2的伸长量，由例题5-7介绍的切线代弧法可以得到，结构由于杆1、2的伸长，节点A将位移到A1，根据变形协调，杆3也要位移到点A1，AA1即是杆3的伸长△l3。因此可得几何关系为
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这是1、2、3三根杆件的变形必须满足的关系，只有满足了这一关系，它们才可能在变形后仍然在节点A1联系在一起，变形才是协调的。所以，这种几何关系称为变形协调关系。如果再代入虎克定律，同时考虑杆长的几何关系，
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就可以得到补充方程，
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最后，联立平衡方程和补充方程，就可求得三根杆的内力分别为，
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从计算结果可看出，各杆的内力与其自身的拉压刚度有关。
在求解静不定问题时，还必须注意，由于建立平衡方程时尚不知内力的实际方向，所以确定变形谐调关系时，变形一定要与受力分析时内力的假设方向一致。

另外，在工程实际中，静不定结构还有温度应力和装配应力问题。

温度变化将引起物体的膨胀或收缩。在静定结构中，构件可以自由变形，当温度均匀变化时，不会引起构件的内力。但是静不定结构的构件受到部分或全部约束，不能自由变形，当温度变化时往往就要引起内力。这种因为温度的改变而引起的静不定结构中构件内部的应力，成为热应力或温度应力。

与温度应力的形成相似，装配应力是由加工误差引起的。加工构件时，尺寸上的一些微小误差是难以避免的，对静定结构而言，加工误差只不过是造成结构几何形状的轻微变化，不会引起内力。但对静不定结构，加工误差却往往要引起内力。下面将分别举例说明。

例5-8 

图示结构是用同一材料的三根杆组成；三根杆的横截面面积分别为：A1=200mm2、A2=300mm2和A3=400mm2，载荷P=40kN；求各杆横截面上的应力。



解：(a) 列平衡方程。取A为研究对象，受力分析可见作用在铰A上的是一个平面会交力系，由此可列以下平衡方程
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(b)求三根杆的变形。由虎克定律可得
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(c)写出变形谐调关系。
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(d)列补充方程。
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(e)求内力。平衡方程和补充方程联立求解得：
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1、2二杆受拉，3杆受压；

(f)求各杆的应力。
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例5-9 

AB杆二端固定，横截面面积为A，材料的拉压弹性模量为E，常温时杆内没有应力；求当温度升高Δt时，杆内的应力。


解：(a)分析AB受力，列出平衡方程。
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(b)计算变形。由虎克定律可得
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(c)变形谐调关系。杆件两端固定，其长度不能改变，所以因温度升高而引起的伸长量等于两端受压后的缩短量，即
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(d)列补充方程。
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(e)求杆内应力。
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例5-10 

图示结构，三根杆的材料和横截面面积均相同。若已知杆件的弹性模量为E，横截面面积为A，1、2杆的杆长为l，3杆的杆长为lcosα。加工时3杆有加工误差，比规定尺寸短了δ，试求结构装配后各杆的内力。

解：(a) 分析A的受力。装配后，假设1、2杆受拉，3杆受压，并列出平衡方程：
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(b)求出各杆的变形。
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(c)变形谐调关系：
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(d)列补充方程。
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(e)求内力。平衡方程和补充方程联立求解得：
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1、2二杆受压，3杆受拉。
5.8 连接部分的强度计算
工程中，构件与构件之间常常用销钉、螺栓等连接。因此，在考虑拉压杆或其他构件的强度问题时，必须同时对连接件进行强度计算。

连接件的受力和变形一般都比较复杂，工程中通常采用简化分析方法，根据实践经验对连接件的受力和应力分布进行假设，计算其名义应力；对同类构件进行破坏试验，用破坏载荷确定材料的极限应力。只要简化合理，试验充分，计算结果是可靠的，这种简化分析方法在工程中称为实用计算。
5.8.1 剪切的实用计算

现在以图5.23a所示的拖车挂钩为例，若将载荷简化到其对称面（如图5.23b），那么插销的受力情况可概括为如图5.23c所示的简图，其受力特点是：作用在构件两侧面上的横向外力的合力大小相等，方向相反，作用线平行且相距很近。在这样的外力作用下，其变形特点是：两力间的横截面发生相对错动，这种变形形式叫做剪切。



[image: image106]图5.23

若挂钩上作用的力P过大，插销可能沿着平行力交界的截面m-n和p-q被剪断，这个截面叫做剪切面。现在用截面法来研究插销在剪切面上的内力。用截面假想地将插销沿剪切面m-n和p-q截开，取中间部分，如图5.23d所示。为保持平衡，在两个剪切面内必然有与外力P大小相等，方向相反且与截面平行的内力存在，这个内力叫做剪力，用FS表元，它是剪切面上分布内力的总和。
由于剪力与剪切面平行，因此其在剪切面上的分布应为切应力。切应力的实际分布情况比较复杂，在工程上，通常假设剪切面上的切应力均匀分布（如图5.23e），于是，连接件的切应力和剪切强度条件分别为
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式中，AS为剪切面面积；[ τ ]为许用切应力。

剪切强度条件中的许用切应力，其值等于连接件的剪切强度极限τb除以安全系数。剪切强度极限是在与构件的实际受力情况相似的条件下进行试验，并同样按切应力均匀分布的假设计算出来的。考虑到制造工艺和实际工作条件等因素，在设计规范中，对一些剪切构件的许用剪应力值作了规定。根据实验，一般情况下，材料的许用切应力[ τ ]与许用拉应力[σ]之间有以下的关系：

    对塑性材料    [ τ ] ＝ (0.6 ~ 0.8) [σ]

    对脆性材料    [ τ ] ＝ (0.8 ~ 1.0) [σ]
利用这一关系，可根据许用拉应力来估计许用切应力之值。

5.8.2 挤压的实用计算

在外力作用下，连接件和被连接的构件之间，必将在接触面上相互压紧，这种现象称为挤压。例如，在铆钉连接中，铆钉与钢板就相互压紧。这就可能把铆钉或钢板的铆钉孔压成局部塑性变形。图5.24就是铆钉孔被压成长圆孔的情况，当然，铆钉也可能被压成扁圆柱。所以应该进行挤压强度计算。
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图5-24

 在挤压面上，应力分布一般也比较复杂。实用计算中，也是假设在挤压面上应力均匀分布。以Pb表示挤压面上传递的力，Abs表示挤压面积，于是连接件的挤压应力σbs和挤压强度条件分别为
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根据实验，许用挤压应力[σbs]与许用拉应力[σ]有以下的关系：

    塑性材料    [σbs ]  = （1.5 ~ 2.5）[σ]
    脆性材料    [σbs ]  = （0.9 ~ 1.5）[σ]
如果两个接触构件的材料不同，应以连接中抵抗挤压能力较低的构件来进行挤压强度计算。
当连接件与被连接构件的接触面为平面时，公式中的Abs就是接触面的实际面积。当接触面为圆柱面时(如销钉、铆钉等与钉孔间的接触面)，挤压应力的分布情况略如图5.25a所示，最大应力在圆柱面的中点。实用计算中，以圆孔或圆柱的直径平面面积td (即图5.25b中画阴影线的面积) 除挤压力Pb，则所得应力大致上与实际最大应力接近。

[image: image112]
图5.25 

例5-11 

如图所示电瓶车挂钩由插销连接。插销材料为20钢，[τ ]＝30 MPa，[σbs] = 100 MPa，直径d = 20 mm。挂钩及被连接的板件的厚度分别为t = 8 mm和1.5 t = 12 mm。牵引力P＝15kN。试校核插销的剪切强度和挤压强度。



解：(a)校核插销的剪切强度。插销受力如图所示。根据受力情况，插销中段相对于上、下两段，沿m-m和p-q两个面向左错动。所以有m-m和p-q两个剪切面，工程上称之为双剪。由平衡方程容易求出
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插销横截面上的剪应力为
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        故插销满足剪切强度要求。

 (b) 校核插销的挤压强度。从图中可以看出，插销的上段和下段受到来自左方的挤压力P作用，中段受到来自右方的挤压力P作用，中段的直径面面积为1.5dt，  小于上段和下段的直径面面积之和2dt，故应校核中段的济压强度。
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故插销满足挤压强度要求。

例5-12 

车床的传动光杆装有安全联轴器，过载时安全销将先被剪断。已知安全销的平均直径为5mm，材料为45钢，其剪切极限应力为(b=370MPa，求联轴器所能传递的最大力偶矩M。

解：(a)计算安全销被剪断时的最小剪力。如图所示，从插销的受力分析可知，插销剪断
时的剪力为
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(b)计算联轴器所能传递的最大力偶矩。

[image: image117.wmf]Nm

F

M

S

145

=

=

f


第5章习题

5.1 试求图示各杆的轴力，并指出轴力的最大值。


习题5.1图

5.2 试画出5.1所示各杆的轴力图。
5.3 图示阶梯形圆截面杆，承受轴向载荷F1=50 kN与F2作用，AB与BC段的直径分别为d1=20 mm和d2=30 mm ，如欲使AB与BC段横截面上的正应力相同，试求载荷F2之值。

习题5.3图

5.4题5.3图所示圆截面杆，已知载荷F1=200 kN，F2=100 kN，AB段的直径d1=40 mm，如欲使AB与BC段横截面上的正应力相同，试求BC段的直径。
5.5 图示木杆，承受轴向载荷F=10 kN作用，杆的横截面面积A=1000 mm2，粘接面的方
位角θ= 450，试计算该截面上的正应力与切应力，并画出应力的方向。


习题6.5图

5.6 图示桁架，杆1与杆2的横截面均为圆形，直径分别为d1=30 mm与d2=20 mm，两
杆材料相同，许用应力[σ]=160 MPa。该桁架在节点A处承受铅直方向的载荷F = 80kN作用，试校核桁架的强度。


习题5.6图

5.7 图示桁架，杆1为圆截面钢杆，杆2为方截面木杆，在节点A处承受铅直方向的载
荷F作用，试确定钢杆的直径d与木杆截面的边宽b。已知载荷F=50 kN，钢的许用应力[σS] =160 MPa，木的许用应力[σW] =10 MPa。


习题5.7图

5.8 题5.6所述桁架，试定载荷F的许用值[F]。
5.9图示阶梯形杆AC，F=10 kN，l1= l2=400 mm，A1=2A2=100 mm2，E=200GPa，试计算杆AC的轴向变形△l。

习题5.9图

5.10 图示桁架，杆1与杆2的横截面面积与材料均相同，在节点A处承受载荷F作用。从试验中测得杆1与杆2的纵向正应变分别为ε1=4.0×10-4与ε2=2.0×10-4，试确定载荷F及其方位角θ之值。已知：A1=A2=200 mm2，E1=E2=200 GPa。

习题5.10图

5.11 题5.7所述桁架，若杆AB与AC的横截面面积分别为A1=400 mm2与A2=8000 mm2，杆AB的长度l=1.5 m，钢与木的弹性模量分别为ES=200 GPa、EW=10 GPa。试计算节点A的水平与铅直位移。
5.12 图示两端固定等截面直杆，横截面的面积为A，承受轴向载荷F作用，试计算杆内横截面上的最大拉应力与最大压应力。

习题5.12图

5.13 图示结构，梁BD为刚体，杆1与杆2用同一种材料制成，横截面面积均为A=300 mm2，许用应力[σ]=160 MPa，载荷F=50 kN，试校核杆的强度。



习题5.13图

5.14 图示桁架，杆1、杆2与个杆3分别用铸铁、铜与钢制成，许用应力分别为[σ1] =80 MPa，[σ2] =60 MPa，[σ3] =120 MPa，弹性模量分别为E1=160 GPa，E2=100 GPa，E3=200 GPa。若载荷F=160 kN，A1=A2 =2A3，试确定各杆的横截面面积。

习题5.14图

5.15图示木榫接头，F=50 kN，试求接头的剪切与挤压应力。

习题5.15图

5.16 图示摇臂，承受载荷F1与F2作用，试确定轴销B的直径d。已知载荷F1=50 kN，F2=35.4 kN，许用切应力[τ] =100 MPa，许用挤压应力[σbs] =240 MPa。

习题5.16图

5.17 图示接头，承受轴向载荷F作用，试校核接头的强度。已知：载荷F=80 kN，板宽b=80 mm，板厚δ=10 mm，铆钉直径d=16 mm，许用应力[σ]=160 MPa，许用切应力[τ] =120 MPa，许用挤压应力[σbs] =340 MPa。板件与铆钉的材料相等。

习题5.17图
第6章

圆轴的扭转

6.1  工程中的扭转问题

在第五章中我们已经讨论了杆件受轴向载荷作用时，杆件发生轴向拉伸或压缩变形，杆件的横截面上产生拉或压的轴力，横截面上的点受到轴向的正应力。在这一章中我们将讨论另一类基本变形—扭转变形。当一根直杆受到绕杆的轴线转动的力偶作用时，杆会发生扭曲，即杆的截面发生绕轴线转动的扭转变形。例如当你要拧紧一个木螺丝时(见图3-1a)，你在螺丝批的把手上作用了一个力偶(见图3-1b)，在螺丝批的另一端则受到木螺丝对它的反力偶作用，螺丝批发生扭转变形。

[image: image118.jpg]


    [image: image119.jpg]



又例如图6.2的掘土机械中的螺旋钻的空心圆轴和图6.3的手枪钻的麻花钻头都发生扭转变形。

[image: image120.jpg]
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在工程中有许多轴类构件，截面大多是圆形截面，有些是实心圆轴，也有空心圆轴。当受到绕轴线转动的力偶作用时，截面将绕轴线转动，截面之间发生相对转动，即产生扭转变形，如图6.4所示。


本章将主要讨论圆截面等直杆的扭转问题，包括圆轴所受外力偶矩的计算、应用截面法计算内力、推导横截面上点的应力计算公式和扭转变形的计算，并研究圆轴的强度计算和刚度计算。最后简单介绍非圆截面杆的扭转问题。

6.2  外力偶矩、扭矩与扭矩图

6.2.1  外力偶矩

在工程中，圆轴经常用来传递力偶所做的功。例如自行车的车轴，汽车的驱动轴和车床的齿轮轴等。而功的大小取决于作用在轴上力偶的矩和轴的转速。现在来考虑一根用马达驱动的轴，如图6.5所示。

[image: image122.jpg]



如果轴匀速转动，转速是n(r/m)，传递的力偶矩是M，马达的功率是P(kW)。则轴的转动角速度是
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传递力偶的功率与马达的功率相等，即
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由此，已知轴的转动速度和输入或输出的功率，就可以换算出作用在轴上的外力偶矩，换算公式是
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6.2.2  扭矩

确定了轴上所受的外力偶以后，下面就用截面法来求出轴的内力。

如图6.6a所示的圆轴，两端受到一对大小相等、转向相反的外力偶作用，力偶矩是M，并处于平衡状态。为了求出轴的内力，在轴内的任意一个横截面m-m处将轴切开，分成两个部分，它们的受力分析分别如图6.6b和6.6c所示。截出的两个部分仍然保持平衡状态，所以截面上的内力必定是一个力偶，称之为扭矩。左右两截面上的扭矩是一对作用和反作用力，它们的大小一定相等而转向相反。扭矩的大小和实际转向可以通过两部分的平衡方程得到。
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通过平衡方程求得结果的符号如果是正，说明实际扭矩的方向与假设的方向相同。反之，结果的符号如果是负，说明实际扭矩的方向与假设的方向相反。根据实际扭矩的方向可以来定义扭矩的符号：按照右手螺旋法则，如果实际扭矩矢量的方向与扭矩所在截面的外法线方向一致，则定义扭矩的符号为正，反之为负。在图6.6中，不管是左段还是右段，m-m截面上的扭矩符号都为正。

根据以上讨论，当我们在截面上假设一个正的扭矩时，则通过平衡方程求得结果的符号与扭矩的符号是一致的。所以在求扭矩时，一般在截面上总是假设一个正的扭矩，那么由平衡方程求得结果的大小和符号就是扭矩的大小和符号。

6.2.3  扭矩图

求出轴内任意一个截面上的扭矩以后，就可以用图线来表示扭矩与截面位置之间的关系，这个图线称为扭矩图。图6.6d就是轴6.6a的扭矩图。从图中可以看出，在两个集中力偶作用之间的截面上，扭矩是一个常量。

例6-1 

一等截面传动轴，转速n=5 rps，主动轮A的输入功率P1=221 kW，从动轮B、C的输出功率分别是P2=148 kW和P3=73 kW。求轴上各截面的扭矩，并画出扭矩图。


解：(a) 外力偶矩。根据轴的转速和输入与输出功率计算外力偶矩：
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(b) 扭矩。在集中力偶MA与MB之间和MB与MC之间的圆轴内，扭矩是常量，分别假设为正的扭矩T1和T2。


由平衡方程可以求得
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由结果可知扭矩的符号都为正。

(c) 扭矩图。根据上述结果画出扭矩图

扭矩数值最大值发生在AB段。

注释：若将A轮与B轮相互调换，则轴的左右两段内的扭矩分别是
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此时轴的扭矩图如下


可见轴内的最大扭矩值比原来减小了。

6.3  圆轴的扭转变形

6.3.1  纯扭转

考虑一根等截面圆轴，两端受到一对力偶作用，如图6.7a所示。轴内扭矩是一常量。此时圆轴所发生的扭转变形称为纯扭转。在小变形的条件下，由对称性知，轴的横截面在绕轴线转动的过程中仍保持为平面，它的形状还是圆，半径仍是直线，轴的长度和半径的大小都保持不变。左右两端截面绕轴线相对转过一个角度(，称为扭转角。假设左端面转过的角度是0，则右端面转过角度就是(，轴内任一横截面的扭转角用( (x)表示。










6.3.2  切应变和扭曲率

在纯扭转的圆轴内用两个横截面截出长度为dx的微段，如图6.7b所示。两截面绕轴线相对转过的角度是d(，两条母线ad和bc分别倾斜了一个相同的角度。矩形abcd变形成平行四边形abc’d’，ab与ad的夹角从90o减小了一个角度(max，这个角度的改变称为切应变。在小变形的条件下，由图示的几何关系得到
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上式中，d(/dx表示单位长度上的扭转角，或者表示扭转角沿着轴线的变化率，称为扭曲率，用符号(表示。即
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在纯扭转的情况下，可以用轴两端截面的相对转角(除以轴的长度l来表示，即
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由此可以得到圆轴外表面的切应变的表达式
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                  (6-4)

根据类似的分析可以得到圆轴内部的切应变，见图6.7c所示。在dx的微段内截出半径为(的圆柱体，因为半径仍保持直线，所以其表面的切应变是
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6.4  圆轴扭转时横截面上的切应力

6.4.1  纯剪切

在小变形的前提下，圆轴扭转时横截面始终保持为平面，而且圆截面的形状、大小不变，半径仍为直线，截面之间的距离也不变。所以在横截面上没有正应力，而切应力与过这点的半径垂直，朝向与截面上的扭矩转向相一致。在图6.8纯扭转的圆轴中取一个微体，它的边长分别是dx、dy和(。见图6.8b所示。














在微体的左右侧面上各有一个相等的剪力((dy，它们的方向相反，组成一个力偶，其力偶矩是((dydx。因为微体处于平衡状态，所以在微体的顶面和底面上必定存在切应力，上下两个面上的剪力必然也要组成一个反力偶，反力偶矩是(’(dxdy，与上述的力偶相平衡，即
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                         (6-6)
上面的表达式表示微体的两个正交面上如果有切应力的话，则切应力的数值相等，方向与两个正交面的交线垂直，共同指向或共同背离交线。这就是切应力互等定理。上面微体的四个侧面上只有切应力没有正应力，这种应力状态称为纯剪切。

6.4.2  剪切胡克定律

发生纯剪切的微体由原来的正六面体变形成平行六面体，见图6.8c。原来互相正交的棱边由于变形发生了一个角度的改变，就是切应变(。对于线弹性的材料，切应力与切应变成正比关系，即
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表达式中的比例常数G称为切变弹性模量，它与拉压弹性模量E一样是反映材料特性的弹性常数。上面的关系式称为剪切胡克定律。对于各向同性材料，拉压弹性模量E、切变弹性模量G和泊松比(之间存在如下关系：
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由式6-5和式6-7可以得到
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由此可见，圆截面上点的切应力分布与该点的半径成正比，如图6.8d所示。显然，截面上最大切应力位于圆截面的外边缘上，其大小是：
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由切应力互等定理可知，圆轴的纵向截面上只有切应力，分布如图6.9所示。

[image: image141.jpg]



6.4.3  扭转的切应力公式

在知道了圆截面上的切应力分布后，现在来分析切应力与扭矩之间的关系。见图6.10。


在半径为(的圆周处取一个微面积dA，上面作用微剪力((dA，它对圆心O的微力矩是(((dA，所有这些微力矩的和等于截面上的扭矩，即
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将公式(6-9)代入上式得
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令上式中的积分为IP，它仅与截面的几何尺寸有关，称为极惯性矩，即
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由此可以得到
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把上式代入到(6-9)式中，就得到切应力计算公式
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显然，横截面上的最大切应力是：
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式中，IP/R项也是一个仅与截面有关的量，称为抗扭截面系数，用Wt表示，即
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所以，最大切应力计算公式又可以写成：
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6.4.4  极惯性矩和抗扭截面系数的计算

直接用积分就可以求出圆截面的极惯性矩和抗扭截面系数。见图6.11。



取微面积dA=(d(d(，代入到式(6-11)中，得到极惯性矩，即
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      (6-16)

把上式代入到式(6-14)中得到抗扭截面系数：
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                  (6-17)
如果是空心圆截面，如图6.11所示。





用相同的的方法可以求出极惯性矩和抗扭截面系数：
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          (6-17)
和
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其中，(是内径与外径之比，即
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空心圆截面上的切应力分布如图6.12所示。



例6-2

一端固定的阶梯圆轴，受到外力偶M1和M2的作用，M1=1800 N.m，M2=1200 N.m。求固定端截面上(=25 mm处的切应力，以及轴内的最大切应力。


解：(a) 画扭矩图。用截面法求阶梯圆轴的内力并画出扭矩图。


(b) 固定端截面上指定点的切应力。
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(c) 最大切应力。分别求出粗段和细段内的最大切应力
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比较后得到圆轴内的最大切应力发生在细段内。
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注释：直径对切应力的影响比扭矩对切应力的影响要大，所以在阶梯圆轴的扭转变形中，直径较小的截面上往往发生较大的切应力。

6.5  圆轴扭转的强度设计和刚度设计

6.5.1  圆轴的扭转失效

通过扭转试验发现，不同材料的圆轴在扭转破坏时，断口的形状也不一样。塑性材料在扭转时，当外力偶矩逐渐增大时，材料首先屈服，这时在圆试件的表面出现纵向和横向的滑移线，横截面上的最大切应力称为扭转屈服应力。当外力偶矩增大到某个数值时，试件就在某一横截面处发生剪断，如图6.12a所示，这时破坏截面上的最大切应力称为扭转强度极限。而当脆性材料在扭转时，扭转变形很小，没有明显的屈服阶段，最后发生约45o的螺旋面的断裂破坏，如图6.12b所示。扭转的屈服应力和强度极限称为扭转的极限应力，用(u表示。
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6.5.2  强度条件和强度计算

从扭转试验得到了扭转的极限应力，再考虑一定的安全裕度，即将扭转极限应力除以一个安全系数，就得到扭转的许用切应力：
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这个许用切应力是扭转的设计应力，即圆轴内的最大切应力不能超过许用切应力。
对于等截面圆轴，各个截面的抗扭截面系数相等，所以圆轴的系数            

















































































































最大切应力将发生在扭矩数值最大的截面上，强度条件就是
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而对于变截面圆轴，则要综合考虑扭矩的数值和抗扭截面系数，所以强度条件是
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例6-3

驾驶盘的直径φ=520 mm，加在盘上的平行力P=300 N，盘下面的竖轴的材料许用切应力[τ]=60 MPa；(1)当竖轴为实心轴时，设计轴的直径；(2)采用空心轴，且α=0.8，设计内外直径；(3)比较实心轴和空心轴的重量比。

解：(a) 外力偶和内力：作用在驾驶盘上的外力偶与竖轴内的扭矩相等
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(b) 设计实心竖轴的直径。
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(c) 设计空心竖轴的直径。
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(d) 实心轴与空心轴的重量之比：等于横截面面积之比。
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注释：在强度相等的条件下，实心轴的重量约是空心轴的2倍。所以在工程上，经常使用空心圆轴。

6.5.3  刚度条件和刚度计算

在纯扭转的等截面圆轴中，从扭曲率的公式(6-12)可以得到
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它表示圆轴中相距dx的两个横截面之间的相对转角，所以长为l的两个端截面之间的扭转角可以积分上式得到：
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                    (6-12)
因为在纯扭转中，扭矩T和扭转刚度GIP是常量，所以上式可以简化成
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如果是阶梯形圆轴并且扭矩是分段常量，则式(6-12)的积分可以写成分段求和的形式，即圆轴两端面之间的扭转角是
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                     (6-14)
在应用上式计算扭转角时是要注意扭矩的符号。

在工程上，对于发生扭转变形的圆轴，除了要考虑圆轴不发生破坏的强度条件之外，还要注意扭转变形问题，这样才能满足工程机械的精度等工程要求。所以用扭曲率作为衡量扭转变形的程度，它不能超过规定的许用值，即要满足扭转变形的刚度条件。

对于扭矩是常量的等截面圆轴，扭曲率最大值一定发生在扭矩最大的截面处，所以，刚度条件可以写成
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                    (6-15)
上式中，扭曲率的单位是rad/m。如果使用o/m单位，则上式可以写成
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                 (6-16)
对于扭矩是分段常量的阶梯形截面圆轴，其刚度条件是
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                (6-17)
或者写成
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例6-5 

某机器的传动轴如图所示，传动轴的转速n=300 rpm，主动轮输入功率P1=367 kW，三个从动轮的输出功率分别是：P2=P3=110 kW，P4=147 kW。已知[τ]=40 MPa，[θ]=0.3 o/m，G=80 GPa，试设计轴的直径。

解：(a) 外力偶矩。根据轴的转速和输入与输出功率计算外力偶矩：
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(b) 画扭矩图。用截面法求传动轴的内力并画出扭矩图。


从扭矩图中可以得到传动轴内的最大的扭矩值是
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(c) 由扭转的强度条件来决定轴的直径。
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(d) 由扭转的刚度条件来决定轴的直径。
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(e) 要同时满足强度和刚度条件，应选择(c)和(d)中较大直径者，即
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例6-6

图示一根二端固定的阶梯形圆轴，在截面突变处受一外力偶矩M的作用，若d1=2d2，材料的剪切弹性模量是G，求固定端的反力偶矩，并画出圆轴的扭矩图。



解：(a) 受力分析。假设A、B两端的约束力偶为MA和MB，根据平衡条件可列一个平衡方程， 
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未知的约束力偶有二个，独立的平衡方程只有一个，所以本题是一次静不定问题。

(b) 扭矩。用截面法求出AC段和CB段内的扭矩
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(c) 变形谐调条件。圆轴的两端固定，所以A、B截面的相对转角等于零。
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(d) 分别算出A、C截面和C、B截面的相对转角。


[image: image185.wmf]4

11

4

22

32

322

ACAC

A

AC

p

CBCB

B

CB

p

Tl

Ma

GIGd

Tl

Ma

GIGd

j

p

j

p

-´

==

´

==


(e) 补充方程。把上二式代入到变形谐调条件中去就得到补充方程。
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(f) 解方程组。联立补充方程和平衡方程解得
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(g) 画扭矩图。

(e) 补充方程。把上二式代入到变形谐调条件中去就得到补充方程。
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(f) 解方程组。联立补充方程和平衡方程解得
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6.6  非圆截面轴扭转简介

前面讨论圆轴扭转变形时，圆轴的横截面保持为平面。如果扭转变形轴的横截面不是圆，则在发生扭转变形时，横截面就不再保持为平面。

[image: image190.jpg]




图6.12a是一根矩形截面杆，侧面上画着横向线和纵向线，横向线代表横截面。当发生扭转变形时，如图6.12b所示，可以发现横向线变成了曲线，这说明横截面已不再是平面了。这时横截面上的切应力计算和杆件的扭转变形计算就不能使用前面的公式。非圆截面杆件的扭转在弹性力学中讨论，这里不再作进一步的介绍。

第6章习题

内力、应力和截面法

下面习题中，杆件的变形与其几何尺寸相比是一个微小量，在受力分析和列平衡方程时，可以使用原始尺寸进行分析和计算。

6.1试求图示各轴的扭矩，并指出最大扭矩值。



习题6.1图
6.2试画题6.1所示各轴的扭矩图。

6.3某传动轴，转速n=300 r/min(转/分），轮1为主动轮，输入的功率P1=50 kW，轮2、轮3与轮4为从动轮，输出功率分别为P2=10 kW，P3=P4=20 kW。

(1) 试画轴的扭矩图，并求轴的最大扭矩。

(2) 若将轮1与论3的位置对调，轴的最大扭矩变为何值，对轴的受力是否有利。


习题6.3图
6.4 图示空心圆截面轴，外径D=40 mm，内径d=20 mm，扭矩T=1 kNm，试计算A点处(ρA=15 mm)的扭转切应力τA，以及横截面上的最大与最小扭转切应力。

习题6.4图
6.5图示圆截面轴，AB与BC段的直径分别为d1与d2，且d1=4d2/3，试求轴内的最大切应力与截面C的转角，并画出轴表面母线的位移情况，材料的切变模量为G。


习题6.5图
6.6题9-16所述轴，若扭力偶矩M=1 kNm，许用切应力[τ] =80 MPa，单位长度的许用扭转角[θ]=0.5 0/m，切变模量G=80 GPa，试确定轴径。
6.7图示两端固定的圆截面轴，直径为d，材料的切变模量为G，截面B的转角为φB，试求所加扭力偶矩M之值。

习题6.7图
第7章

梁的弯曲内力
7.1  工程中的弯曲问题
弯曲是工程实际中最常见的一种基本变形。如图7—1a所示的桥式吊车梁，图7—2a所示的车轴，它们在各自的载荷作用下，其轴线将由原来的直

线弯成曲线，此种变形称为弯曲。以弯曲变形为主的杆件通常称为梁。
[image: image191.png]
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    工程实际中，绝大部分梁的横截面至少有一根对称轴，全梁至少有一个纵向对称面。使杆件产生弯曲变形的外力一定垂直于杆轴线，若这样的外力又均作用在梁的某个纵向对称面内（如图7—3所示），则梁的轴线将弯成位于此对称面内的一条平面曲线，此种弯曲称为对称弯曲。


7.2  梁的计算简图

    在计算梁的强度及刚度时，必须针对所研究问题的主要矛盾，对梁所受的实际约束及载荷进行简化，从而得到便于进行定量分析的梁的计算简图
7.2.1  载荷的简化

一般可将载荷简化为两种形式。当载荷的作用范围很小时，可将其简化为集中载荷（如图7—3中的集中力P、集中力偶m）。若载荷连续作用于梁上，则可将其简化为分布载荷（如水作用于水坝坝体上的作用力），呈均匀分布的载荷称均布载荷（如图7—3中的均布载荷q）。如图7-1a中的吊车大梁，若考虑大梁自身重量对梁强度及刚度的影响，则可将梁自身重量简化为作用于全梁上的均布载荷。分布于单位长度上的载荷大小，称为载荷集度，通常以q表示。国际单位制中，集度单位为N/m，或KN/m。

7.2.2  实际约束的简化

根据构件所受实际约束方式，可将约束简化为下列几种形式：

a 滑动铰支座

    这种支座只在支承处限定梁沿垂直于支座平面方向的位移，因此，只产生一个垂直于支座平面的约束力（图7—4a）。桥梁中的滚轴支座、机械中的短滑动轴承及滚动轴承都可简化为滑动铰支座。

b 固定铰支座

这种支座在支承处限定梁沿任何方向的位移，因此，可用两个分力表示相应的约束力（图7—4b）。桥梁下的固定支座、机械中的止推轴承可简化为固定铰支座。

C 固定端

这种约束既限定梁端的线位移，也限定其角位移，因此，相应的约束力有三个：两个约束分力，一个约束力偶（图7—4c）。水坝的下端约束、机械中的止推长轴承均可简化为固定端。


7.2.3  梁的类型

    如约束反力全部可以根据平衡方程直接确定，这样的梁称为静定梁。根据约束的类型及其所处位置，可将静定梁分为三种基本类型：

a．简支梁  一端为固定铰支座，另一端为滑动铰支座的梁。如图7—1b
    b．外伸梁  简支梁的一端或两端外伸。如图7—2b

c．悬臂梁  一端固定而另一端自由的梁。如图7－5               

7.3 剪力与弯矩
梁上的载荷及约束力确定后，即可利用截面法分析梁的内力了，进而为计算梁的强度及刚度做好准备。

以图7—5为例，用截面法分析C处截面的内力：

首先依据平衡条件确定约束力。因该梁结构及所受载荷对称，故可直接求出约束力   
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   以一假想平面在C处将梁截开，选其中一部分（左段）为研究对象，分析AC段受力（如图7－6）。AC段上作用着均布载荷q、约束力RA这样的外载荷、及C截面的内力（BC段对AC段的作用力）。由平衡条件
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可知，C截面上一定存在沿铅垂方向的内力，这种与截面平行的内力称为剪力，以Q表示。剪力的大小及实际方向由平衡方程确定：
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  （C截面上剪力的实际方向向下）

又由平衡条件
[image: image197.wmf]
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可知，C截面上一定存在另一个内力分量，即力偶。此力偶的作用面位于梁的对称面，其矢量垂直于梁的轴线，此内力分量称为弯矩，以M表示。弯矩的大小及实际方向由平衡方程确定：
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注：一般将所求截面的形心作为力矩平衡方程的矩心
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 （C截面弯矩的实际方向为逆时针）


在上面以截面法计算弯曲内力的过程中，我们选取了左段作为研究对象，所求得的剪力与弯矩是C处左截面上的弯曲内力。试分析，若选取右段作为研究对象，所求得的弯曲内力则为C处右截面的内力，而左、右截面上剪力、弯矩的方向一定是相反的（因其为作用力与反作用力的关系），如图7—7所示。



因此，有必要对弯曲内力的符号做如下规定：有使研究段产生顺时针旋转趋势的剪力为正，反之为负；使保留段产生下凸变形的弯矩为正，反之为负。如图7—8所示。
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这样，当采用截面法计算弯曲内力时，以一个假想平面将梁截开后，无论选择哪一段作为研究对象，所计算出的同一位置截面的内力就会具有相同的符号。

综上所述，可将计算弯曲内力的方法概括如下：

a． 在需要计算内力的截面处，以一个假想的平面将梁切开，选其中一段为研究对象（一般选择载荷较少的部分为研究对象，以便于计算）

b． 对研究对象进行受力分析，此时，一般按正方向画出剪力与弯矩。

c． 由平衡方程
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d． 以所切截面形心为矩心，由平衡方程
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计算弯矩。

7.4 剪力方程与弯矩方程、剪力图与弯矩图
梁横截面上的剪力与弯矩是随截面的位置而变化的。在计算梁的强度及刚度时，必须了解剪力及弯矩沿梁轴线的变化规律，从而找出最大剪力与最大弯矩的数值及其所在的截面位置。

因此，我们沿梁轴方向选取坐标x，以此表示各横截面的位置，建立梁内各横截面的剪力、弯矩与x的函数关系，即
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上述关系式分别称为剪力方程和弯矩方程，此方程从数学角度精确地给出了弯曲内力沿梁轴线的变化规律。

若以x为横坐标，以Q或M为纵坐标，将剪力、弯矩方程所对应的图线绘出来，即可得到剪力图与弯矩图，这可使我们更直观地了解梁各横截面的内力变化规律。

例7—1．一悬臂梁AB（图7—9a），右端固定，左端受集中力P作用。作此梁的剪力图及弯矩图。

解：
（1）列剪力方程与弯矩方程

以A为坐标原点，在距原点x处将梁截开，取左段梁为研究对象，其受力分析如图7—9b

由平衡方程求x截面的剪力与弯矩
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因截面的位置是任意的，故式中的X是一个变量。以上两式即为AB梁的剪力方程与弯矩方程。

（2）依据剪力方程与弯矩方程作出剪力图与弯矩图

由剪力方程可知，梁各截面的剪力不随截面的位置而变，因此剪力图为一条水平直线。如图7—9c

由弯矩方程可知，弯矩是x的一次函数，故弯矩图为一条斜直线（两点确定一线，x=0时，M=0；x=L时，M=-PL）。 如图7—9d

由于在剪力图与弯矩图中的坐标比较明确，故习惯上往往不再将坐标轴画出。
例7—2．一简支梁AB受集度为q的均布载荷作用（图7—10a）。作此梁的剪力图与弯矩图。
解：

（1） 求支座反力
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（2） 列剪力方程与弯矩方程

     在距A点x处截取左段梁为研究对象，其受力如图7—10b。由平衡方程
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[image: image214.wmf]2

2

2

2

x

q

x

ql

x

qx

x

R

M

A

-

=

×

-

=


（3）画剪力图与弯矩图

由剪力方程可知剪力图为一斜直线。（两点确定一线：x=0时，Q=ql/2；x=l时，Q=-ql/2）如图7—10c

由弯矩方程可知弯矩图为一抛物线： 抛物线上凸；在x=l/2处，弯矩有极值，Mmax=ql2/8；x=0及x=l时，M=0。如图7—10d

由剪力图及弯矩图可见，在靠近两支座的横截面上剪力的绝对值最大。在梁的中点截面上，剪力为零，而弯矩最大。

例7—3．图7—11a所示简支梁，在截面C处受集中力P作用，试作梁的剪力图与弯矩图。

解：

（1） 计算支反力

由平衡方程  
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分别求得：
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（2） 建立剪力方程与弯矩方程

由于C处有集中力P作用，故AC和BC两段梁的剪力方程和弯矩方程不同，必须分别列出。

AC段：

以A为原点，在距A点X1处截取左段梁作为研究对象，其受力如图7—11b所示。根据平衡条件分别得：
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BC段：

为计算简便，以B为原点，在距B点X2处截取梁的右段作为研究对象，其受力如图7—11c所示。根据平衡条件分别得：
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（3） 画剪力图与弯矩图

根据AC、BC两段各自的剪力方程与弯矩方程，分别画出AC、BC两段梁的剪力图与弯矩图。图7—11d、7—11e

可以看出，截面C的弯矩最大。如果a＞b，则BC段的剪力的绝对值最大。
从剪力图与弯矩图可以看出，在集中力作用处，其左、右两侧横截面上的弯矩相同，而剪力则发生突变，突变量等于该集中力之值。

例7—4．图7—12a所示简支梁，在截面C处受到矩为m的集中力偶作用，试作梁的剪力图与弯矩图。

解：

（1） 计算支反力

由平衡方程
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分别求得：
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（2） 建立剪力方程与弯矩方程

分别于C—与C+处将梁截开，分别取左段与右段为研究对象，并分别以Q1 、M1和Q2、M2代表它们各自的内力，可求得：
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（3） 画剪力图与弯矩图

根据剪力方程及弯矩方程，可作出如图7—12b、c所示的剪力图与弯矩图。

由内力图可以看出，在集中力偶作用处，其左右两侧横截面上的剪力相

同，但弯矩则发生突变，突变量等于该集中力偶之矩。

7.5  载荷集度、剪力、弯矩之间的微分关系
观察例7—5a图，因该梁的载荷特征，其内力方程需分三段列出，即其内力方程共有6个。对于这种内力方程较多的梁，依据内力方程作剪力与弯矩图，则是项较烦琐的工作。因此，我们试图分析剪力、弯矩与载荷集度之间是否存在某种数学关系，以便据此找到剪力、弯矩图的某些规律，从而快速、简便地画出剪力、弯矩图。

7.5.1  剪力、弯矩与载荷集度间的微分关系
    图7—13a所示梁，受分布载荷q=q（x）作用。为了寻找剪力、弯矩沿梁轴的变化情况，我们选梁的左端为坐标原点，用距离原点分别为x、x+dx的两个横截面m-m、n-n从梁中切取一微段进行分析，其受力如图7—13b。

    
设微段的m-m截面上的内力为Q、M，n-n截面上的内力则应为Q+dQ、M+dM。此外，微段上还作用着分布载荷（dx上作用的分布载荷可视为均布）
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  （略去其中的高阶微量
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    由（1）、（2）两式又可得：
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以上三式即为剪力、弯矩与载荷集度之间的微分关系式。

7.5.2  Q、M、q间微分关系在绘制剪力、弯矩图中的应用

    依据上面所推出的Q、M、q之间的微分关系，加之例7—3、例7—4所给出的结论，我们可以总结出在几种载荷作用下剪力图、弯矩图的固有规律、特征，以帮助我们快速作出弯曲内力图。
表7—1   在几种载荷下Q图与M图的特征

	梁上载荷

情况
	无载荷
q=0
	均布载荷
	集中力
	集中力偶

	Q图

特征
	水平直线
	上倾斜直线
	下倾斜直线
	在C截面有突变
	在C截面无变化

	
	Q>０
	Q<0
	q>0
	q<0
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	M图

特征
	上倾斜
直线
	下倾斜
直线
	下凸
抛物线
	上凸
抛物线
	在C截面有转折角
	在C截面有突变

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	Q=0处，M有极植
	
	


例7—5．图示外伸梁，集中力F=10KN，均布载荷集度q=10N/cm，试利用剪力、弯矩与载荷集度的微分关系绘制出梁的剪力图、弯矩图。

分析：（1）对此外伸梁，在求内力前，只需求出A点支反力。（2）梁上A、C、D三点处作用着集中力（A、D两点处作用着支座约束力），故剪力在该三点处发生突变,而该处的弯矩无突变。（3）AC、CD两段上没有均布载荷作用（q=0），故该两段梁的剪力图为水平直线，所以，只需用截面法分别求出AC、CD段上某一个截面的剪力即可画出两段梁的剪力图。而AC、CD两段梁的弯矩图为斜直线，欲确定一斜直线，则需确定两个点，所以，需用截面法分别求出两段梁上某两个截面的弯矩。（4）BD段上有均布载荷作用（q<0），故该段剪力图为一斜直线，需求出BD段上某两个截面上的剪力。而BD段的弯矩图为一上凸的抛物线，所以，首先需求出B、D截面的弯矩，再根据Q=0处，M有极值，来确定抛物线的极值点。

解：

（1） 求A处约束力

由  
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  得  R=4.75 （KN）

（2）用截面法，求各段梁关键截面的内力
	段
	AC
	CD
	BD

	横截面
	A+
	C+
	B-
	D+

	Q
	4.75(KN)
	-5.25(KN)
	0
	1(KN)


	段
	AC
	CD
	BD

	横截面
	A+
	C
	C
	D
	B-
	D

	M
	0
	4.75(KNm)
	4.75(KNm)
	-0.5(KNm)
	0
	-0.5(KNm)


    (3) 由关键点画剪力图与弯矩图(如图7—14b)


    例7—6 图7—15a所示悬臂梁，在其BC段作用有均布载荷q，自由端作用一个P=qa/2的集中力，试作梁的剪力图与弯矩图。

分析：

    （1）此梁为悬臂梁，可以不求约束力。（2）根据该梁受力特点，内力图需分AB、BC两段考虑。（3）AB段上无均布载荷作用，剪力图为水平直线，弯矩图为斜直线，我们可以选A+、B为关键点，用截面法分别求出A+截面的剪力、弯矩及B截面的弯矩。（4）BC段有向下作用的均布载荷，其剪力图为斜直线，弯矩图为上凸的抛物线。我们需求出B、C两截面的剪力及弯矩。另需确定该段上剪力为零之点所在位置，依此确定弯矩极值点所在位置，并求出弯矩的极值。

解：

（1）用截面法计算AB、BC段关键截面的剪力、弯矩值

	段
	AB
	BC

	横截面
	A+
	B
	C-

	Q
	qa/2
	qa/2
	-3qa/2


	段
	AB
	BC

	横截面
	A+
	B
	B
	C-
	D：Q=0时，xD=3a/2

	M
	0
	qa2/2
	qa2/2
	-qa2/2
	5qa2/8


    （2）画剪力图、弯矩图。如图7—15b、c


    例7—7．试作出图7—16a所示外伸梁的剪力图与弯矩图。

分析：

（1）对此外伸梁的内力，需分CA、AB两段进行分析。（2）在关键点A处，作用着集中力与集中力偶，故该处的剪力及弯矩均有突变。（3）CA段上没有均布载荷，故该段梁的剪力图为水平直线，可依截面法求C+处的剪力。该段梁的弯矩图为斜直线，我们选择C+、A-两截面，求出该两处的弯矩。（4）AB段上作用着向下的均布载荷，该段梁的剪力图为斜直线，故我们依截面法求出A+、B-截面的剪力。而该段梁的弯矩图为上凸抛物线，故需求出A+、B-处的弯矩，并需确定弯矩极值及其所在位置。

解：

（1） 求支反力

由   
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    得  
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    由  
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    （2）  用截面法计算CA、AB两段上关键截面的剪力与弯矩

	段
	AC
	AB

	横截面
	C+
	A+
	B-

	Q
	-20KN
	15KN
	-25KN


	段
	AC
	AB

	横截面
	C+
	A-
	A+
	B-
	D（剪力为零的截面）

	M
	0
	-20KNm
	20KNm
	0
	31.5KNm(弯矩极值)


    （3） 画剪力图与弯矩图。如图7—16b、c所示



例7—8．试作出图7—17a所示简支梁的剪力图与弯矩图。

分析：（1）该梁的结构及所受的载荷均是对称的，这种情况下，内力图一般也是对称的。（2）关键点C处没有集中力及集中力偶，故C点处剪力及弯矩均无突变。（3）AC、BC段，剪力图分别为下倾斜直线和上倾斜直线；弯矩图分别为上凸抛物线和下凸抛物线。
解：

（1）求支反力：

由平衡条件求出    
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    （2）用截面法计算AC、BC两段梁上关键截面的剪力及弯矩

	段
	AC
	BC

	横截面
	A+
	C
	C
	B-

	Q
	qa/4
	-qa/4
	-qa/4
	qa/4


	段
	AC
	BC

	横截面
	A+
	C
	D(Q=0)
	C
	B-
	E(Q=0)

	M
	0
	0
	qa2/32
	0
	0
	qa2/32


    （3） 画剪力、弯矩图。如图7—17b、c所示


习题

7—1.试计算图示各梁指定截面的剪力与弯矩



7—2.试建立图示各梁的剪力与弯矩方程,并画剪力与弯矩图。

7—3.图示简支梁，载荷F可按四种方式作用于梁上，试分别画弯矩图，并从强度方面考虑，指出何种加载方式最好。


7—4.图示各梁，试利用剪力、弯矩与载荷集度的关系画剪力与弯矩图。


第八章
梁的应力及强度设计
8.1 对称弯曲正应力
在上一章中，通过对梁弯曲内力的分析，可以确定梁受力后的危险截面，这是解决梁强度问题的重要步骤之一。但要最终对梁进行强度计算，还必须确定梁横截面上的应力，即需要确定横截面上的应力分布情况及最大应力值，因为构件的破坏往往首先开始于危险截面上应力最大的地方。因此，研究梁弯曲时横截面上的应力分布规律，确定应力计算公式，是研究梁的强度前所必须解决的问题。

通过上一章的研究，我们知道梁产生弯曲时，其横截面上有剪力与弯矩两种内力，而剪力是由横截面上的切向内力元素τdA所组成，弯矩则由法向内力元素бdA所组成，故梁横截面上将同时存在正应力б与剪应力τ。但对一般梁而言，正应力往往是引起梁破坏的主要因素，而剪应力则为次要因素。因此，本节着重研究梁横截面上的正应力，并且，仅研究工程实际中常见的对称弯曲情况。

图8—1a所示简支梁，在P力作用下，产生对称弯曲。观察图8—1b、c所示的该梁的剪力图与弯矩图，CD段梁的各横截面上只有弯矩，而剪力为零，我们称这种弯曲为纯弯曲。AC、BD段梁的各横截面上同时有剪力与弯矩，这种弯曲称为横力弯曲。为了更集中地分析正应力与弯矩的关系，下面我们将以纯弯曲为研究对象，去分析梁横截面上的正应力。

8.1.1 纯弯梁横截面上的正应力

    一．纯弯曲的实验现象及相关假设

为了研究横截面上的正应力，我们首先观察在外力作用下梁的弯曲变形现象：

取一根矩形截面梁，在梁的两端沿其纵向对称面，施加一对大小相等、方向相反的力偶，即使梁发生纯弯曲（图8—2）。我们观察到如下的实验现象：

· 梁表面的纵向直线均弯曲成弧线，而且，靠顶面的纵线缩短，靠底面的纵线拉长，而位于中间位置的纵线长度不变。

· 横向直线仍为直线，只是横截面间作相对转动，但仍与纵线正交。

· 在纵向拉长区，梁的宽度略减小，在纵向缩短区，梁的宽度略增大。

根据上述表面变形现象，我们对梁内部的变形及受力作如下假设：

· 梁的横截面在梁变形后仍保持为平面，且仍与梁轴线正交。此为平面假设。

· 梁的所有与轴线平行的纵向纤维都是轴向拉长或缩短（即纵向纤维之间无相互挤压）。此为单向受力假设。

基于上述假设，我们将与底层平行、纵向长度不变的那层纵向纤维称为

中性层。中性层即为梁内纵向纤维伸长区与纵向纤维缩短区的分界层。中性层与横截面的交线被称为中性轴。

    概括起来就是：纯弯梁变形时，所有横截面均保持为平面，只是绕各自的中性轴转过一角度，各纵向纤维承受纵向力，横截面上各点只有拉应力或压应力。
2． 纯弯梁变形的几何规律

纯弯梁内纵向拉长或缩短的纤维所受力一定与其变形量相关，所以，我们要寻找各层纵向纤维变形的几何规律，以便能进一步得出横截面上正应力的规律。
    我们用相距为dx的两横截面1—1与2—2，从矩形截面的纯弯梁中切取一微段作为分析对象（如图8—3a），并建立图示坐标系：z轴沿中性轴，y轴沿截面对称轴。梁弯曲后，设1—1与2—2截面间的相对转角为dθ、中性层O1O2的曲率半径为ρ，我们分析距中性层为y处的纵线ab的变形量：
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故ab纵线的正应变则为：
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上式表明：每层纵向纤维的正应变与其到中性层的距离成线形关系。


3． 物理方程与应力分布

由于各纵向纤维只承受轴向拉伸或压缩，于是在正应力不超过比例极限时，由虎克定律知
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上式表明了横截面上正应力的分布规律，即横截面上任意一点的正应力与该点到中性轴之距成线形关系，即正应力沿截面高度呈线形分布，而中性轴上各点的正应力为零。如图8—4
②式给出了正应力的分布规律，但还不能直接用于计算正应力，因为中性层的几何位置及其曲率半径ρ均未知。下面我们将利用应力与内力间的静力学关系，解决这两个问题。

四．静力学关系

如图8—5所示，横截面上各处的法向微内力бdA组成一空间平行力系，而且，由于横截面上没有轴力，只有位于梁对成面内的弯矩M，因此：
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    将②式代入③式，得
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  即  
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由静力学知道，截面形心C的y坐标为
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  将⑤式代入得
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由此可见，中性轴过截面形心。

再将②式代入④式，并令 
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得：
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由此可知，中性层的曲率为：
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式中，Iz为截面对Z轴的惯性矩，它是仅与截面形状及尺寸有关的几何量。由（8—2）式可知，中性层的曲率1/ρ与弯矩M成正比，与EIz成反比。可见，EIz的大小直接决定了梁抵抗变形的能力，因此我们称EIz为梁的截面抗弯刚度，简称为抗弯刚度。
通过以上推导，我们得知了梁弯曲后中性轴的位置及中性层的曲率半径。将（8—2）式代入②中，即可得横截面上任一点的正应力计算公式：


[image: image264.wmf]z

I

My

=

s

                   （8—3）

当弯矩为正时，中性层以下属拉伸区，产生拉应力；中性层以上部分属压缩区，产生压应力。弯矩为负时，情况则相反。用公式（8—3）计算正应力时，M与y均代入绝对值，正应力的拉、压则由观察而定。

8.1.2  常见截面的惯性矩、抗弯截面系数及组合截面的惯性矩

    由公式8—3可知，弯曲正应力不仅与外力有关，而且与截面对中性轴的惯性矩Iz有关。下面将介绍常见截面惯性矩的计算。
1． 常见截面的惯性矩

▲  矩形截面的惯性矩Iz  
图8—6所示矩形截面，其高、宽分别为h、b，z轴通过截面形心C并平行于矩形底边。为求该截面对z轴的惯性矩，在截面上距z轴为y处取一微元面积（图中阴影部分），其面积dA=bdy，根据惯性矩定义有：
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同理可得截面对y轴的惯性矩：
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注意，应用公式8—3计算弯曲正应力时，首先需判断梁发生弯曲的方位，从而确定中性轴的位置。

· 圆形截面的惯性矩Iz 

图8—7所示直径为d的圆形截面，Z、y轴均

过形心C。因为圆形对任意直径都是对称的，因此有Iz = Iy。在圆截面上取微面积dA，因为
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 ，于是，圆截面对中心的极惯性矩IP与其对中性轴的惯性矩Iz有如下关系：
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故有：  
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同理，空心圆截面对中性轴的惯性矩为
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式中D为空心圆截面的外径，α为内、外径的比值。
2． 抗弯截面系数

在对梁进行强度计算时，总要寻找最大正应力。由公式8—3可知，

当y=ymax时，即截面上离中性轴最远的各点处，弯曲正应力最大，其值为：
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式中，Iz / ymax也是只与截面的形状及尺寸相关的几何量，称其为抗弯截面模量，用Wz表示，即
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因此，最大弯曲正应力即为
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▲  矩形截面抗弯截面系数
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▲  圆形截面抗弯截面系数
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同理，空心圆截面的抗弯截面系数
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3． 组合截面的惯性矩

在工程实际中，许多构件的横截面是由简单图形组合而成的，对这种组合截面，我们用组合法计算其惯性矩。即：

将组合截面A划分为n个简单图形，设每个简单图形面积分别为A1、A2、……An。根据惯性矩定义及积分的概念，组合截面A对某一轴的惯性矩等于每个简单图形对同一轴的惯性矩之和，即：
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式8—12即为惯性矩的组合公式。

如图8—8，z轴过组合截面的形心，欲求组合截面对z轴的惯性矩Iz，则可将组合截面划分为三个矩形（Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ），每个矩形对z轴的惯性矩之和，即为Iz。以矩形Ⅰ为例，z0轴过其形心，欲求其对z轴的惯性矩，则需知道矩形Ⅰ对z0、z这两个平行轴的两个惯性矩之间的关系。下面我们将推导这种关系：

图8—9中，C为截面形心，z轴与z0轴平行且相距为d，微面积dA在y-z、y0- z0坐标系中的纵坐标分别y、y0，根据惯性矩定义有：
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上式展开得：
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因z0通过形心C，故：
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于是得出结论：
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上式即为平行移轴定理，它表明：截面对任一轴（不通过形心）的惯性矩，等于截面对平行于该轴的形心轴的惯性矩与一附加项之和，该附加项等于截面面积与两轴距离平方之积。因该附加项恒为正，所以，截面对形心轴的惯性矩最小。

例8—1．图8—10所示为T字形截面，求截面对形心轴zC的惯性矩Iz。
解：（1）确定界面形心C的位置

建立坐标系Oyz,将截面分为两个矩形Ⅰ、Ⅱ，其面积及各自的形心纵坐标分别为：

A1＝60×20＝1200mm2
yC1＝20/2＝10mm

A2=40×20＝800 mm2
yC2＝40/2＋20＝40mm
由形心计算公式，组合截面形心C的纵坐标为：
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（2）求截面对形心轴zC的惯性矩Iz
根据组合公式8—12有：
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由平移轴公式8—13有：
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故有：
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8.1.3  横力弯曲时梁的正应力计算

在8.1.1中，我们推导出了纯弯梁的弯曲正应力计算公式8—3，即
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I

My

=

s

。此式是在纯弯曲的情况下建立的。但工程实际中，梁横截面上常常既有弯矩又有剪力，即梁产生横力弯曲。那么，要计算横力弯曲时的正应力，8—3式是否适用呢。大量的理论计算与实验结果表明：只要梁是细长的，例如l/h>5（梁的跨高之比大于5），剪力对弯曲正应力的影响将是很小的，可以忽略不计。因此，应用公式8—3计算横力弯曲时的正应力，其值仍然是准确的。
例8—2．图8—11a所示矩形截面悬臂梁，承受均布载荷q作用。已知q=10N/mm，l=300mm。b=20mm，h=30mm。试求B截面上c、d两点的正应力。

解：（1）求B截面上的弯矩

由截面法（AB受力分析如图8—11b），求得：
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（2） 求B截面上c、d处的正应力

由公式8—3，有：
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因B截面上的弯矩为负，故横截面上中性轴z以上各点产生拉应力、以下各点产生压应力。所以，C点处为拉应力，d点处为压应力。

例8—3．求图8—12a所示铸铁悬臂梁内最大拉应力及最大压应力。P=20KN，Iz=10200cm4。
解：（1）  画弯矩图，确定危险面

因为梁是等截面的，且横截面相对z轴不对称，铸铁的抗拉能力与抗压能力又不同，故绝对值最大的正、负弯矩所在面均可能为梁的危险面。弯矩图如图8—12b




（2） 确定危险点，计算最大拉应力与最大压应力

由弯矩图看出，A、B两截面均可能为危险面。A截面上有最大正弯矩，该截面下边

缘各点处将产生最大拉应力，上边缘各点处将产生最大压应力；而B截面上有最大负弯矩，该截面下边缘各点处将产生最大压应力，上边缘各点处将产生最大拉应力。A、B截面正应力分布如图8—12c。



显然，A截面上的最大拉应力要大于B截面上的最大拉应力，故梁内最大拉应力发生在A截面下边缘各点处，其值为：
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对A、B两截面，需经计算，才能得知哪个截面上的最大压应力更大：
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由此可见，梁内最大压应力发生在B截面的下边缘各点处。

8.2  对称弯曲切应力简介

    上面研究了梁的正应力，下面我们将从矩形截面梁入手，简介梁的弯曲切应力。

    图8—13所示矩形截面梁，高为h,宽为b，截面上的剪力为Q(图中未画出弯矩)。根据剪应力互等定理可知，在截面的两侧边缘，剪应力的方向一定平行于截面侧边。若截面是窄而高的，则可以认为，在沿截面的宽度方向，剪应力的大小及方向都不会有显著变化，即认为剪应力沿横截面的宽度方向均匀分布。根据局部梁的平衡条件，可推出梁横截面上y处的剪应力为：
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           (8—14)
式中，Q为横截面上的剪力；b为横截面上所求应力点处的宽度；Iz为整个横截面对中性轴的惯性矩；Sz（ω）为y处横线一侧的部分横截面ω对中性轴的静矩。
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将上式及Iz=bh3/12代入式8—14，得：
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上式表明，矩形截面梁的弯曲剪应力沿截面高度按抛物线规律变化；在截面的上、下边缘（y=±h/2），τ=0；在中性轴处（y=0）,剪应力最大，其值为
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       (8—16)

即最大剪应力为平均剪应力的1.5倍。

    根据以上分析，可画出沿横截面高度方向的剪应力分布图（图8—14）。


工字钢截面由上、下翼缘及垂直腹板组成。计算结果表明，横截面上的剪应力主要分布于腹板上，由于腹板为狭长矩形，所以可以应用式8—14分析并计算其上的剪应力。

腹板上的剪应力仍按抛物线规律变化，最大剪应力在中性轴上。当腹板宽度远小于翼缘宽度时，腹板上最大剪应力与最小剪应力相差不大，可近似认为剪应力在腹板上呈均匀分布。
例8—4. 试计算图8—15a所示工字形截面梁内的最大剪应力。
    解：

    （1）画梁的剪力图
最大剪力为15KN

（2）查表得No16工字钢的截面几何数据
    b=6mm

    Iz/Sz(ω)=13.8cm
（3）计算应力
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8.3  梁的强度条件及其应用
 8.3.1  弯曲强度条件

在一般载荷作用下的细长、非薄壁截面梁，弯矩对强度的影响，要远大于剪力的影响。因此，对细长非薄壁梁进行强度计算时，主要是限制弯矩所引起的梁内最大弯曲正应力不得超过材料的许用正应力，即：
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                      （8—17）
上式即为弯曲强度条件。

8.3.2  强度条件的应用
我们常常应用强度条件来解决三类强度问题：强度校核、设计截面、确定许可载荷。在进行这类强度计算时，一般应遵循下列步骤：

· 分析梁的受力，依据平衡条件确定约束力；分析梁的内力（画                  

出弯矩图）

· 依据弯矩图及截面沿梁轴线变化的情况，确定可能的危险面：对

等截面梁，弯矩最大截面即为危险面。对变截面梁，则需依据弯矩及截面变化情况，才能确定危险面。

    ▲确定危险点：对于拉、压力学性能相同的材料（如钢材），其最大拉应力点和最大压应力点具有同样的危险程度，因此，危险点显然位于危险面上离中性轴最远处。而对于拉、压力学性能不等的材料（如铸铁），则需分别计算梁内绝对值最大的拉应力与压应力（如例8—3），因为最大拉应力点与最大压应力点均可能是危险点。

▲依据强度条件，进行强度计算。

例8—5．一原起重量为50KN的单梁吊车，其跨度l=10.5m（其计算简图如图8—13a），由45a号工字钢制成。而现拟将其重量提高到Q=70KN，试校核梁的强度。若强度不够，再计算其可能承受的起重量。梁的材料为A3钢，许用应力[σ]=140MPa；电葫芦自重G=15KN，暂不考虑梁的自重。

解：（1）做弯矩图，确定危险面

显然，当电葫芦行至梁中点时所引起的弯矩最大，此时弯矩如图8—13b。由弯矩图可知，危险面为中点处的截面，其弯矩为
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（2）计算最大弯曲正应力

等截面梁，且截面（如工字钢、矩形、圆形）关于中性轴对称，此类梁的最大弯曲

正应力显然发生在危险截面（最大弯矩处）的上下边缘点处。

由型钢表查得45a号工字钢的抗弯截面模量 
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故梁内最大工作正应力为


[image: image303.wmf]MPa

W

M

z

156

10

1430

10

223

6

3

max

max

=

´

´

=

=

-

s


（3） 依据强度条件，进行强度计算

显然，最大工作应力超过了材料的许用应力，故梁不安全。

梁的最大承载能力：
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    因此，梁的最大起重量为61.3KN。

例8—6．图8—14a所示简支梁，受均布载荷q作用，梁跨度l=2m，[σ]=140MPa，q=2KN/m，试按以下两个方案设计轴的截面尺寸，并比较重量。

1． 实心圆截面梁

2． 空心圆截面梁，其内、外径之比α = 0.9。
    解：画梁的弯矩图（如图8—14b），由弯矩图可知，梁中点截面为危险截面，其上弯矩值为：
[image: image306.wmf]Nmm

ql

M

6

6

2

2

max

10

1

8

10

2

2

8

´

=

´

´

=

=


（1）设计实心截面梁的直径d

    依据强度条件：
[image: image307.wmf][
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将           
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    取    d=42mm

   （2）.确定空心截面梁的内、外径d1及D

    将    
[image: image310.wmf])
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  代入强度条件

    解得  
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    取  D=60mm,则 d1=0.9D=54mm
   （3）.比较两种不同截面梁的重量

    因材料及长度相同，故两种截面梁的重量之比等于其截面积之比。

    重量比 = 
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    上面计算结果表明，空心截面梁的重量比实心截面梁的重量小很多。因此，在满足强度要求的前提下，采用空心截面梁，可节省材料、减轻结构重量。

    例8—7.在例8—3中，若材料的许用拉应力[σ]+=20MPa，许用压应力[σ]-=40MPa，试校核梁的强度。
    解：

（分析：类似铸铁这样的脆性材料，其抗压能力远强于其抗拉能力，因此，在进行强度计算时，需同时考虑梁内的最大拉应力与最大压应力是否均小于相应的许用值）

在例8—3中，已得知：

梁内最大拉应力发生于A截面下边缘处， 
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    最大压应力发生于B截面下边缘处，  
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    因此，梁的强度是安全的。

前面已提到，在一般情况下，对梁进行强度分析时，我们只需考虑弯曲正应力的强度条件是否得以满足，因为弯曲正应力远大于弯曲剪应力（两者之比大约等于梁的跨高之比）。

    但是，在下列几种特殊情况下，则应同时考虑弯曲正应力强度条件及剪应力强度条件。因为这类特殊情况下，梁内往往产生较大的弯曲剪应力。

· 薄壁截面梁

· 弯矩较小而剪力较大的梁，如短而粗的梁

· 集中载荷作用于支座附近的梁

8.4  提高梁强度的主要措施
    前面已论述，设计梁的主要依据是弯曲正应力强度条件。由此条件可知：梁的强度与其所用材料、横截面形状及尺寸、外力所引起的弯矩相关。而要提高梁的强度，自然就应降低梁内的最大正应力，由
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 知，要降低梁内最大正应力，通常可以从以下几方面采取措施：

1. 选择合理的截面形状

所说合理的截面形状，就是用最少的材料获得最大的抗弯截面模量的截

面。一般情况下，抗弯截面模量与截面高度的平方成正比，因此，在横截面积不变的前提下，将较多材料配置在远离中性轴的部位，便可获取较大的抗弯截面模量，从而降低梁内的最大弯曲正应力。而另一方面，由于弯曲正应力沿截面高度呈直线分布，当离中性轴最远处的正应力达到许用应力时，中性轴附近各点处的正应力仍很小，而且离中性轴较近的区域所承担的弯矩很小。所以，将较多材料配置于远离中性轴的部位，也会提高材料的利用率。

    在设计梁的合理截面时，还应考虑材料自身特性。对抗拉强度与抗压强度相同的塑性材料，宜采用关于中性轴对称的截面，如图8—15所示。而对于抗压强度高于抗拉强度的脆性材料，则最好采用截面形心偏于受拉一侧的截面形状，以使截面上的最大压应力大于最大拉应力。如图8—16所示。
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2. 采用变截面梁或等强度梁

    一般情况下，梁内不同截面的弯矩不同，在设计等截面梁时，我们针对最大弯矩所在截面进行设计，这样，除最大弯矩所在截面外，其余截面上的最大弯曲正应力均小于或远远小于材料的许用应力，即材料强度均未得到充分利用。鉴于此，为了减轻构件重量并节省材料，工程上，常常根据弯矩沿梁轴的变化情况，将梁设计为变截面梁。弯矩较大处，采用较大的截面；弯矩较小处，采用较小的截面。

    从强度角度考虑，理想的变截面梁应使所有截面上的最大弯曲正应力均相等，且趋近材料的许用应力，此种梁称为等强度梁。
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    图8—17所示的阶梯轴为近似的等强度梁，图8—18所示梁，则为等高等强度梁。

   等强度梁虽然是一种理想的构件，但加工制造时有一定的难度，因此，工程实际中，常常将弯曲构件设计为近似等强度梁。

3. 改善梁的受力状况

    合理安排梁的约束及加载方式，可以降低梁内的最大弯矩，从而减小梁内最大弯曲正应力，这是提高梁强度的另一措施。
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    如图8—19a所示简支梁，在均布载荷作用下，梁内最大弯矩为ql2/8。

若将两端铰支座各向内移动0.2l（图8—19b），则最大弯矩为ql2/40 ，为前者的1/5。
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    又如，图8—20所示简支梁，将集中载荷P分为大小相等的两个集中力P/2作用于梁上，则降低了梁内最大弯矩值。

由此可见，在条件允许的情况下，合理安排约束及加载方式，可以显著降低梁内的最大弯矩。

8.5  斜弯曲
    前面所讨论的弯曲均为对称弯曲，即外载荷均作用于同一个纵向对称面内。而工程实际中，有些梁所受载荷并不作用在梁纵向对称面内，如图8—21所示，载荷P位于梁右端面内，通过形心，但不与该面的对称轴重合，此类弯曲，称为斜弯曲。

    对斜弯曲，在小变形的条件下，我们应用叠加原理，将斜弯曲分解为两个纵向对称面内的对称弯曲，再将两个对称弯曲于同一点处所引起的最大应力代数值相加，便得到斜弯曲所产生的最大应力值。

    按上述的分析方法，我们将力P沿y、z方向分解：
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（1） 内力分析

    Py使梁在xy平面（水平面）内产生对称弯曲，弯矩图如图8—22所示


Pz使梁在xz平面(铅垂面)内产生对称弯曲，弯矩图如图8—23所示


（2） 应力分析

由内力分析得知，固定端截面处弯矩最大，此处为危险面。梁在水平面

内及铅垂面内发生对称弯曲时，危险面上正应力分布分别如图8—24、25所示。



    由此可见，危险面上最大拉应力及最大压应力分别发生于D1、D2两点处，D1、D2两点为梁的危险点，其弯曲正应力的绝对值相等：
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  （8—18）

    D1、D2两危险点处，只有正应力，其强度条件与对称弯曲的强度条件相同，即
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例8—8. 图示悬臂梁,承受载荷F1与F2作用,已知F1=800N, F2=1.6KN,l=1m,许用应力〔σ〕=180Mpa,试分别在下列两种情况下，校核梁的强度。
（1） 截面为矩形，h=2b=80mm；

（2） 截面为圆形,d=60mm。

    分析：此梁受到两个集中力作用，两个力分别作用于梁的不同方位的纵向对称面内，此类弯曲也属斜弯曲，解决此类问题的方法同上。

    解：

（1） 内力分析

梁在F1、F2作用下，分别在水平方位及铅垂方位产生对称弯曲，其各自的弯矩图如

图8—25a、b所示。



    由此可见，梁的危险面在固定端处。

    （2）求危险面上的最大正应力，校核强度
    A．梁横截面为矩形，危险面上的最大正应力发生在E、F两点处，其值为

    B．梁横截面为圆形，梁在水平方位弯曲时，最大弯曲正应力发生在危险面的A、B两点处；铅垂方位弯曲时，最大弯曲正应力则发生在C、D两点处，可见，两个方位弯曲所产生的最大弯曲正应力并不发生于同一点处，因此，不能应用式8—18计算危险面上的最大正应力。而另一方面，圆截面梁有无数个纵向对称面，所以，只要载荷过截面圆心且垂直于梁轴线，梁就会产生对称弯曲。所以，可以将危险面上两个相互垂直的弯矩合成，进而求在合弯矩作用下的最大弯曲正应力，此即为该面上的最大正应力。

    可见，矩形截面梁及圆形截面梁均满足强度要求。

8.6  拉（压）弯组合变形的强度计算
    前面所讨论的直杆弯曲问题中，所有外载荷均垂直于杆轴。但是，工程实际中，常见如图8—26所示的情况，即，杆上除作用有横向力外，同时还作用有轴向力，在这样的外力作用下，杆将产生弯曲与拉伸（或压缩）的组合变形。

    下面以图8—27a所示的简支梁为例，讨论如何对产生拉（压）弯组合变形的杆件进行强度计算。

图8—27a所示简支梁，在均布横向载荷q作用下，将产生弯曲变形,杆件中点处，即C截面上产生的弯矩最大，其值为Mmax=ql2/8；在轴向力F作用下，杆将产生轴向拉伸变形，各截面轴力均为N=P。可见，横截面C为危险截面。

C截面上，因轴向拉伸变形而产生的正应力呈均匀分布（图8—27b），其值为
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因弯曲变形而产生的正应力沿截面高度呈直线分布（图8—27c），其上距中性轴y处的弯曲正应力为
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由叠加原理，将拉伸正应力与弯曲正应力叠加，叠加后的正应力分布如图8—27d，任一点的正应力为
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    可见，最大正应力产生于距中性轴最远各点处，即截面的边缘处，其值为
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    因此，拉（压）弯组合变形的强度条件为
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    应该注意，由式8—20所计算的最大正应力，对拉弯组合变形而言，此最大正应力为拉应力，而对压弯组合变形而言，此值则为最大压应力值。还应注意，如果材料的许用拉应力与许用压应力不同，而且危险截面上既有受拉区域，也有受压区域，则应按式8—19分别计算最大拉应力与最大压应力，并分别按拉伸、压缩强度条件进行强度计算。

    另外，叠加法只适合于小变形，当变形较大时，两种载荷及各自产生的变形将相互影响，产生新的内力，此时，叠加法将不再适用。

    例8—9. 图8—28a所示一简易起重架由No.18工字钢和拉杆组成；滑车自重及载重共为P=25kN，梁AB的许用应力 [σ]=120 MPa；当滑车移动到梁中点时，校核梁AB的强度。
解：

AB梁的B端是固定铰链约束，右端通过铰链受到来自于AC杆的约束力，因此，AB梁将产生压弯组合变形。

（1） AB杆所受外力分析如图8—28b

由平衡方程求得约束力为
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（2）    内力分析

AB梁将产生压弯组合变形，其轴力图与弯矩图如8—28c所示
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（3）计算最大正应力，校核强度

由内力分析可见，AB梁中点处横截面上弯矩最大，此处为危险截面，依式8—20求得该截面上最大正应力为：
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(由型钢表查得No.16工字钢的横截面积A及抗弯截面模量WZ)
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  ，可见梁的强度符合要求。

    例8—10．  承受偏心载荷的矩形截面杆如图8—29所示，用实验方法测得杆二侧的纵向应变分别是εa=1×10-3 和εb=0.4×10-3 ，材料的弹性模量E=210GPa ；求拉力P和偏心矩e的值。
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    分析：图示直杆，承受偏心载荷，将此载荷平移至杆轴线，得到轴向载荷与力偶。可见，偏心拉（压）属拉（压）弯组合变形。

    解：

（1） 将外力向轴线简化如下图所示


其中，
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（2） 求a、b点的应力

杆件产生拉弯组合变形时，a、b两点处只有正应力，其值分别为：
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（3） 由胡克定律，得：
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由上面两式联立解得：

    P=18.4KN,e=1.78mm。

习题

8—1．图示悬臂梁，横截面为矩形，承受载荷F1与F2作用，且F1=2 F2=5KN，试计算梁内的最大弯曲正应力，及该应力所在截面上K点处的弯曲正应力。



8—2.图示梁，由No22槽钢制成，弯矩M=80N.m，并位于纵向对称面（即x-y平面）内。试求梁内的最大弯曲拉应力与最大弯曲压应力。


8—3.图示简支梁，由No28工字钢制成，在集度为q的均布载荷作用下，测得横截面C底边的纵向正应变ε=3.0×10-4，试计算梁内的最大弯曲正应力，已知钢的弹性模量E=200Gpa，a=1m。


8—4.图示槽形截面悬臂梁，F=10KN，Me=70KN.M，许用拉应力〔σ+〕=35Mpa，许用压应力〔σ-〕=120Mpa，试校核梁的强度。


8—5.图示矩形截面钢梁,承受集中载荷F与集度为q的均布载荷作用,试确定截面尺寸b.已知载荷F=10KN,q=5N/mm,许用应力〔σ〕=160Mpa.


8—6.图示外伸梁，承受载荷F作用。已知载荷F=20KN，许用应力〔σ〕=160Mpa，试选择工字钢型号。

8—7.当载荷F直接作用在简支梁AB的跨度中点时，梁内最大弯曲正应力超过许用应力30%。为了消除此种过载，配置一辅助梁CD，试求辅助梁的最小长度a。


8—8.图示悬臂梁,承受载荷F1与F2作用,已知F1=800N, F2=1.6KN,l=1m,许用应力〔σ〕=160Mpa,试分别在下列两种情况下确定截面尺寸。

8—9.图示矩形截面钢杆，用应变片测得其上、下表面的轴向正应变分别为εa=1.0×10-3与εb=0.4×10-3，材料的弹性模量E=210Gpa。试绘横截面上的正应力分布图。并求拉力F及偏心距e的数值。

8—10.图示板件，载荷F=12KN，许用应力〔σ〕=100Mpa，试求板边切口的允许深度x。（δ=5mm）
8—11.一圆轴如图所示，其外伸部分为空心管状，试作弯矩图，并求轴内的最大正应力。


8—12.横梁受力如图所示。已知P=97KN，许用应力〔σ〕=32Mpa。校核其强度。

8—13. 作用于悬臂木梁上的载荷为：xy平面内的P1=800N，xz平面内的P2=1650N。若木材的许用应力[(]=10MPa，矩形截面边长之比为h/b=2，试确定截面的尺寸。

8—14. 图示起重架的最大起吊重量（包括行走小车等）为P=40kN，横梁AC由两根No18槽钢组成，材料为Q235钢，许用应力[(]=120MPa。试校核梁的强度。

8—15. 图示钻床的立柱为铸铁制成，许用拉应力为[(t]=35MPa，若P=15kN，试确定立柱所需要的直径d

第9章

平面弯曲梁的变形与刚度设计
9.1  弯曲变形概念
为研究弯曲变形，首先讨论如何度量和描述弯曲变形的问题。

设有一梁，受载荷作用后其轴线将弯曲成为一条光滑的连续曲线（见下图9.1）。在平面弯曲的情况下，这是一条位于载荷所在平面内的平面曲线。梁弯曲后的轴线称为挠曲线。



在小变形的条件下，忽略梁梁截面在轴向的位移，则在梁的变形过程中，梁截面有沿垂直方向的线位移v，称为挠度；相对于原截面转过的角位移θ，称为转角，这两个基本量决定了梁在弯曲变形后梁轴线的形状，即挠曲线。

挠曲线是一条连续光滑平面曲线，其方程是

[image: image343.wmf])

(

x

f

v

=


挠度v—截面形心在坐标y方向上的位移，其正负号与y坐标轴正负相符；

转角θ—横截面绕中性轴转过的角度，其正负号，逆时针为正，顺时针为负，在小变形情况下，有
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可见梁的挠度v与转角θ之间存在一定关系，即梁任一横截面的转角θ等于该截面处挠度v对x的一阶导数。
9.2  挠曲线的近似微分方程

上式中，弯矩和曲率半径是常量；对于跨度远大于截面高度的梁而言，在横力弯曲的情况下，可忽略剪力的影响，但其中的弯矩和曲率半径是x的函数，即
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对平面曲线，有关系式
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                  (9-2)
式(9-2)称为梁的挠曲线微分方程。因为工程实际中的梁一般是小变形，所以v'<<1，则
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考虑到弯矩M的符号与挠曲线凸向之间的关系（见下图9.2），



M与v''的符号相同，挠曲线的近似微分方程为
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上式之所以说近似，是因为略去剪力对变形的影响，并略去式(9-2)中v'2 。实践表明，由这一公式所的结果在工程应用中是足够精确的。

9.3  计算弯曲变形的积分法

用直接积分法求梁的弯曲变形：弯矩方程是一个分段函数，设某段函数为Mi，则该段的微分方程是
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积分一次得
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再积分一次得
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如果M(x)是n段分段函数(i=1,2,...,n)，则要决定2n个积分常数，它们可以通过下列条件决定：
1. 边界条件：指梁的约束条件，一根静定梁有2个约束条件（见图9.3）；
(1) 固定端截面：挠度和转角均为0；
(2) 铰链约束：挠度为0；

[image: image357.jpg](a)




2. 光滑连续性条件：挠曲线的任意点上的挠度和转角是唯一的，n段分段函数有(n-1)个分段点，在分段点上有：θj=θj+1，vj=vj+1(j=1,2,…,n-1) ，共有2(n-1)个条件；而不会出现挠度和转角不等情况（见图9.4）。

[image: image358.jpg](a)




在工程计算中，习惯上用f来表示梁在指定截面处的挠度。

例9-1
求图示简支梁受集中载荷P作用下的弯曲变形θA、θB和最大挠度。


解 使用积分法求转角和挠度。
(a) 求约束反力。取梁AB作为研究对象，加上约束力RA和RB，然后使用平衡方程
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(b) 求弯矩方程。因AC、CB两段弯矩方程不同，分别写出弯矩方程
AC段          
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(c) 列挠曲线微分方程并二次积分。
AC段    
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CB段    
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(d) 决定积分常数。利用支座A、B处边界条件和左、右两段梁连接处C的光滑连续性条件代入上述转角和挠度方程，确定积分常数
(1) 光滑连续性条件 
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(2) 边界条件 
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(e) 结果（转角和挠度方程）。
AC段  
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CB段  
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(f) 求指定截面的弯曲变形。
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要决定最大挠度，令：
[image: image371.wmf]0
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，在a>b时，最大挠度

发生在AC段，可求得
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题解注释： 本题中，梁的最大挠度与梁的中点非常接近，因此，为计算上的方便，可以近似地以梁的中点代替。
9.4  计算弯曲变形的叠加法

在梁的变形是小变形且材料服从胡克定律情况下，梁上各个载荷分别产生的变形满足挠曲线微分方程（线性方程），即
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其中i表示某个载荷，Mi表示该载荷所产生的弯矩，vi表示该载荷所产生梁的变形，将各个载荷的挠曲线微分方程相加，得
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其中M表示各个载荷共同作用时所产生的弯矩，如果此时梁的变形是v，则
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比较上面二式，得
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两边对x求导，得
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所以，在几个载荷共同作用下所引起的某一物理量，等于各载荷单独作用时所引起的此物理量的总和（代数和或矢量和）。这就是叠加原理。
叠加法中经常使用的几种变形情况以列入表9.1中

用叠加法求解时，应注意挠度v和转角θ正负号。对于未列入表9-1中的梁的变形，可以作适当处理，使之成为有表可查的情形，然后再应用叠加法。参阅例9-2题。

对于求解图9.5悬臂梁的转角θB和挠度vB ，可根据几何变形关系，结合查表结果求得
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同理，可求得图9.6外伸梁的转角θC和挠度vC。
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表9-1 梁在简单载荷作用下的变形

	序
号
	梁的简图
	挠曲线方程
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例9-2
用叠加法求图示外伸梁的θC和vC，梁的抗弯刚度是EI。


解 使用叠加积分法求转角和挠度。

 (a) 将梁上的载荷分解为三种简单载荷单独作用的情形。
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(b) 而第三种情形又可分解为如下二种载荷单独作用的情形。
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(c) 应用挠度表确定三种下，梁c点处的转角和挠度。查表9-1。
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而对第三种情形下二种载荷单独作用下，应用叠加法进行叠加。
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(d) 应用叠加法，将三种情形下转角和挠度叠加。
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题解注释： 本题中，第三种情形未列入表9-1中的简单载荷作用下梁的变形，可以作适当处理，使之成为有表可查的情形，然后再应用叠加法。
9.5  梁的刚度条件与合理刚度设计

9.5.1  梁的刚度条件

指梁的最大挠度和最大转角不能超过许可值，即
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                              (9-6)
以上二式称为弯曲构件的刚度条件。

9.5.2  刚度的合理设计

对于主要承受弯曲的零件和构件，刚度设计就是根据对零件和构件的不同要求，将最大挠度和转角限制在一定范围内，即满足弯曲刚度条件。许用挠度和许用转角对不同的构件有不同的规定，可从有关的设计规范中查得。常见轴的弯曲许用挠度和许用转角值（见表9-2）。

表9-2 常见轴的弯曲许用挠度和许用转角值

	对挠度的限制

	轴的类型
	许用挠度[f]

	一般传动轴

刚度要求较高的轴
	（0.0003～0.0005）l
0.0002l

	对转角的限制

	轴的类型
	许用挠度转角[θ]/rad

	滑动轴承

深沟球轴承

向心球面轴承

圆柱滚子轴承

圆锥滚子轴承

安装齿轮的轴
	0.001

0.005

0.005

0.0025

0.0016

0.001


表中l为支承间的跨距
例9-3
简化电机轴的尺寸和载荷如图所示，已知E=200GPa，d=130 mm，定子与转子的许用间隙δ=0.35mm；校核轴的刚度。

解 

(a) 用叠加法求梁的最大挠度
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(b ) 刚度校核
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轴的刚度足够。
9.5.3  提高梁的弯曲刚度的措施
由梁的挠曲线近似微分方程可见，梁的弯曲变形与弯矩M（x）及抗弯刚度有关，而影响梁弯矩的因素又包括载荷、支承情况及梁的有关长度。因此，为提高梁的刚度，可采用如下一些措施：

1. 选择合理的梁截面，从而增大截面的惯性矩I；
2. 调整加载方式，改善梁结构，以减小弯矩：使受力部位尽可能靠近支座；或使集中力分散成分布力；

3. 减小梁的跨度；增加支承约束；

其中第三种措施的效果最为显著，因为梁的跨长或有关长度是以其乘方影响梁的挠度和转角的。

9.6  简单静不定梁

求解静不定梁．除了平衡方程外，还需要根据多余约束对位移或变形的限制，建立各部分位移或变形之间的几何关系，即建立几何方程，称为变形协调方程,并建立力与位移或变形之间的物理关系，即物理方程。将这二者联立才能找到求解静不定问题所需的补充方程。
求解简单静不定梁。首先，根据静不定次数选取静不定梁的基本结构。解除多余约束(个数与静不定次数相同)，用多余约束力来代替，得到静不定梁的基本结构；解除多余约束的方法不同，则基本结构也不同；


图9.7中的梁是一次静不定梁，如果选C为多余约束，则基本结构是简支梁；如果选B为多余约束，则基本结构是外伸梁，见图9.8(a)和(b)；


其次，找出变形几何关系，即多余约束处梁的变形应满足的条件；对图9.8(a)，则应满足：vC=0；对图9.8(b)，则应满足：vB=0；

接着，求出多余约束处的变形，由此得到补充方程。
然后，联立求解补充方程和平衡方程，得出所有约束力。
最后，就可以来求解梁的其它问题(强度、刚度等)。

例9-4
图示杆系中，AB和CD梁的抗弯为EI，BD杆的拉压刚度是EA，不计剪切变形的影响，求BD杆的内力。


解(a) 确定静不定梁的基本结构 取D为多余约束

(b) 求变形几何关系
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(c) 求物理关系
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(d) 补充方程
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(e) 求BD杆的内力；
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第9章习题

积分法

9-1图示各梁，弯曲刚度EI均为常数。 

(1) 试根据梁的弯矩图与支持条件画出挠曲轴的大致形状;

(2) 利用积分法计算梁的最大挠度与最大转角。


习题9.1图

9-2图示各梁，弯曲刚度EI均为常数。
(1) 试写出计算梁位移的边界条件与连续条件;

(2) 试根据梁的弯矩图与支持条件画出挠曲轴的大致形状。

习题9.2图
叠加法

9-3图示各梁，弯曲刚度EI均为常数，试用叠加法计算截面B的转角与截面C的挠度。 


习题9.3图

9-4图示外伸梁，两端承受载荷F作用，弯曲刚度EI为常数，试问：
(1) 当x/l为何值时，梁跨度中点的挠度与自由端的挠度数值相等；

(2) 当x/l为何值时，梁跨度中点的挠度最大。
习题9.4图
9-5 试计算图示刚架截面A的水平与铅垂位移。设弯曲刚度EI为常数。
习题9.5图

9-6 试用叠加法计算图示各阶梯梁的最大挠度。设惯性矩I2＝2I1。

习题9.6图

9-7一跨度l=4m的简支梁如图所示，受集度q＝10 kN/m的均布载荷和P＝20kN的集中载荷作用。梁由两槽钢组成。设材料的许用应力[σ]=160MPa，梁的许用挠度[ f ]=l/400。试选定槽钢的型号，并校核其刚度。梁的自重忽略不计。

习题9.7图

9-8 试求图示梁的支反力，并画剪力图和弯矩图。设弯曲刚度EI为常数。
习题9.8图
9-9 图示结构，悬臂梁AB与简支梁DG均用No18工字钢制成，BC为圆截面钢杠，直径d=20mm，梁与杆的弹性模量均为E＝200GPa。若载荷F＝30kN，试计算梁与杆内的最大应力，以及横截面C的铅垂位移。

习题9.9图
第10章

压杆稳定
10.1  稳定性概念
细长杆件承受轴向压缩载荷作用时，会表现出与强度失效性质全然不同的失效现象，即将会由于平衡的不稳定性而发生失效，这种失效称为稳定性失效，简称失稳，又称为屈曲失效。
在工程中，有许多这样的受压细长杆件。例如图10.1中的内燃机配气机构中的挺杆，在它推动摇臂打开气门时，就受压力作用。又例如图10.2中的磨床液压装置的活塞杆，当驱动工作台向右移动时，油缸活塞上的压力和工作台的阻力使活塞杆受压。
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那么什么平衡是不稳定的呢？保持平衡的物体当受到外界干扰时，偏离原来的平衡位置，在干扰去除后，不能恢复到原来的平衡状态，这种平衡是不稳定的。参见图10.3。



压杆上的作用力小于某临界值时，压杆的平衡是稳定的，而大于临界值时，压杆的平衡是不稳定的；

细长压杆随受力的改变，平衡的稳定性会发生改变，由稳定平衡转为不稳定平衡的临界值称为压杆的临界压力或临界力；它是压杆保持稳定的直线平衡的最大值，或是压杆保持微曲平衡的最小值。

失稳现象不仅限于压杆这一类构件，其他如截面窄而高的梁，受外压的薄壁容器等，当外力超过临界值时，都可能发生失稳现象。本章只讨论压杆的稳定问题，包括临界压力的欧拉公式，中、小柔度杆的临界应力，并讨论压杆的稳定计算与合理设计。

显然，解决压杆稳定问题的关键是确定其临界压力。
10.2  临界压力的欧拉公式
10.2.1  两端铰支压杆的临界压力

图10.4为两端铰支的细长压杆，压杆沿轴向压力P作用下保持微曲平衡状态。由挠曲线的近似微分方程（9-3）进行求解，这一方法也称欧拉法。

压杆距支座x处截面上的弯矩是
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代入挠曲线的近似微分方程
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令：
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，则有
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以上微分方程的通解是
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式中A、B常数，可由边界条件来确定。根据简支梁的边界条件

x=0和x=l时，   v=0

则由此求得
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后面的式子表明，A或者sinkl等于零。但B已经等于零，如A再等于零，则式（a）变为v≡0。因此必须是
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由此求得
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取n=1，得到具有实际意义的、最小的临界压力欧拉公式为
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                      (10-1)
压杆的挠曲线方程是
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这是一条正弦曲线方程，周期是2l；因此，挠曲线为半个正弦波曲线。

10.2.2  其他约束条件下的压杆的临界压力

压杆两端铰支外，还可能有其他情况。例如千斤顶的螺杆（图10.5）的下端可简化成固定端，上端因可与顶起的重物共同作侧向位移，可简化成自由端。这样就成为下端固定上端自由的压杆。对这类细长压杆，可用与上节相同的方法导出计算临界压力的公式，但也可用较简单的方法求出。


图10.6为一端固定一端自由的细长压杆，它相当于两端铰支长为2l的压杆的挠曲线的一半部分；



因此，其临界压力公式为
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图10.7为二端固定的细长压杆，其中间部分(0.5l) 相当于两端铰支长为0.5l的压杆；



因此，其临界压力公式为
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图10.8为一端固定一端铰支的细长压杆，其中的一部分(0.7l) 相当于两端铰支长为0.7l的压杆；



临界压力公式是：
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综合上述，将细长压杆临界压力的公式写成统一式为：
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上式是欧拉公式的普遍形式。式中的μ称为长度系数，(μl)称为相当长度；它们视两端的约束情况而定。已讨论过的四种情况的长度系数列于表10-1。

表10-1 压杆长度系数表

	杆端约束情况
	一端自由
一端固定

	两端铰支
	一端铰支
一端固定
	两端固定


	挠曲线形状
	
	
	
	

	长度系数
	μ＝2.0
	μ＝1.0
	μ＝0.7
	μ＝0.5


11.2.3  临界应力、柔度、欧拉公式的适用范围

如前所述，计算临界压力的欧拉公式可统一写成为式（10-2）。用压杆的横截面面积A除Pcr，得到临界压力对应的应力


[image: image432.wmf](

)

(

)

2

2

2

2

2

2

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

×

=

×

=

=

i

l

E

i

l

E

A

I

l

E

A

P

cr

cr

m

p

m

p

m

p

s


σcr称为临界应力。将横截面的惯性矩I除以面积A，得到惯性半径i的平方，并进行化简、引入记号λ。于是上式写成为
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式中
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称为柔度或长细比；它的值越大，说明杆越易弯曲失稳；式（10-3）是欧拉公式（10-2）的另一表达形式，两者并无实质性的差别。

欧拉公式的临界压力的推导是由挠曲线的近似微分方程得出，则杆内的应力不能超过材料的比例极限，即为
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也即
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可见，只有当压杆的柔度λ大于或等于极限值
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时，欧拉公式才可使用。以
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代表这一极值，即
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条件式（a）便可写成
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上式就是欧拉公式的适用范围。

式(10-4)表明，
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与材料的性能有关，材料不同，
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的数值也就不同。满足λ≥λ1条件的杆件称为细长杆或大柔度杆。
例10-1 

钢质细长杆，两端铰支，长l=1.5m，横截面是矩形截面，h=50 mm，b=30 mm，材料是A3钢，弹性模量E=200GPa；求临界力和临界应力。

解：(a) 判断发生弯曲的方向。由于杆截面是矩形，杆在不同方向弯曲的难易程度不同，如下图：

因为
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，所以在各个方向上发生弯曲时约束条件相同的情况下，压杆最易在xz平面内发生弯曲；

(b) 判断欧拉公式的适用范围。因为是细长杆
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所以可用欧拉公式

(c) 计算临界压力。由欧拉公式
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(d) 计算临界应力。


[image: image446.wmf]MPa

A

P

cr

cr

9

.

65

03

.

0

05

.

0

10

7

.

98

3

=

´

´

=

=

s


对A3钢
[image: image447.wmf]MPa

p

200

»

s

，细长压杆在失稳时，强度是有余的。

例10-2 

木柱长l=7 m，横截面是矩形，h=200 mm，b=120 mm；当它在xz平面(最小刚度平面)内弯曲时，两端视为固定；当它在xy平面(最大刚度平面)内弯曲时，两端视为铰支；木材的弹性模量E=10Gpa，λ1=59；求临界力和临界应力。

解：(a) 求在xz平面内弯曲时的柔度。
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(b) 求在xy平面内弯曲时的柔度。
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(c) 判断杆件易在哪个平面内弯曲。
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所以易在xy平面内弯曲。

(d) 判断欧拉公式的适用范围。
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所以为大柔度杆，可用欧拉公式。

(e) 求临界力和临界应力。
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10.3  中、小柔度杆的临界应力
10.3.1  中柔度杆临界应力的经验公式

工程实际中的压杆，其柔度往往小于λ1，此时压杆内的应力超过比例极限，这一类压杆的临界应力已不能再用欧拉公式来计算，通常是采用建立再实验基础上的经验公式。目前已有不少经验公式，以直线公式比较简单，应用方便，其形式为
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上式为中长压杆临界应力的经验公式，式中a，b是由杆件材料决定的常数，其单位均为MPa。一些常用材料的a，b值见表10-2。

上述经验公式也有一个适用范围。例如，对于塑性材料制成的压杆，当杆内应力达到屈服极限时


[image: image454.wmf]b

s



 EMBED Equation.3  [image: image455.wmf]b

a

s

s

l

l

-

=

=

2

                     (10-7)

故
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为经验公式的适用范围。所以当
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时，可以使用经验公式，此时压杆称为中长杆或中柔度杆。

表10-2 直线公式的系数a和b
	材料 (
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、
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	a/MPa

	b/MPa

	Q 235钢  (
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	1.12
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[image: image461.wmf]306

,

471

=

³

s

b

s

s

)
	461
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	硅钢     (
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	3.744

	铸铁
	332.2
	1.454

	强铝
	373
	2.15

	松木
	28.7
	0.19


11.3.2  小柔度杆的临界应力

柔度λ < λ2的压杆，称为小柔度杆或短杆。此时压杆属强度问题，临界应力就是屈服极限或强度极限，即


[image: image463.wmf]s

cr

s

s
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或
[image: image464.wmf]b

s

                     (10-8)

11.3.3  临界应力总图

将上述三类压杆的临界应力与柔度间的关系图线（图10.9）称为临界应力总图。从图上可以明显地看出，短杆的临界应力与柔度λ无关，而中、长杆的临界应力则随柔度λ的增加而减小。



例10-3 

两端铰支的压杆，长l=1.5 m，横截面直径d=50 mm，材料是Q235钢，弹性模量E=200 GPa，
[image: image465.wmf]p

s

=190 MPa；求压杆的临界力；如果：(1) l1=0.75l；(2) l2=0.5l，材料选用优质碳钢；压杆的临界力变为多大?

解：(a) 计算压杆的柔度。
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(b) 判别压杆的性质。
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压杆是大柔度杆，用欧拉公式计算临界力。

(c) 计算临界应力。


[image: image468.wmf]kN

A

E

A

P

cr

cr

269

2

2

=

×

=

×

=

l

p

s


(d) 当l1=0.75l时，计算压杆的柔度
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压杆是中柔度杆，选用经验公式计算临界力
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(e) 当l2=0.5l时，计算压杆的柔度
[image: image472.wmf]60

120

5

.

0

=

´

=

l

，判别压杆的性质。而


[image: image473.wmf]2

2

4

.

60

568

.

2

306

461

l

l

s

l

p

=

-

=

-

=

b

a

s


压杆是小柔度杆，临界应力就是屈服应力
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10.4  压杆的稳定计算与合理设计

10.4.1  稳定性条件

压杆的实际工作压力不能超过许用压力，则稳定条件为
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式中
[image: image476.wmf]st

n

为压杆的稳定安全系数。

定义工件安全系数为
[image: image477.wmf]P
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n
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，则稳定条件又可表示为
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考虑到压杆存在的初曲率和不可避免的载荷偏心等不利影响，规定的稳定安全系数一般比强度安全系数大一些。
10.4.2  压杆的合理设计

压杆稳定设计计算的包括稳定性校核、压杆截面的设计和压杆的许可载荷设计。在机械设计中，往往是根据构件的工作需要或其他方面的要求初步确定构件的截面，然后再校核其稳定性。

例10-4 

图示钢结构，承受载荷F作用，试校核斜撑杆的稳定性。已知载荷F＝12kN，其外径D＝45mm，内径d=36 mm，稳定安全系数nst=2.5。斜撑杆材料是Q235钢，弹性模量E=210 GPa，
[image: image479.wmf]p

s

=200 MPa，
[image: image480.wmf]s

s

=235 MPa。

解：(a) 受力分析。以梁AC为研究对象，由静力平衡方程可求得
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(b) 计算压杆的柔度。
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(c) 判别压杆的性质。由已知求得
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查表11-2得a＝304MPa，b＝1.12 MPa。求得
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压杆是中柔度杆，选用经验公式计算临界力。

(d) 计算临界应力。
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(e) 稳定性校核。
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满足稳定要求。

10.4.3  提高压杆稳定性的措施

如前所述，提高压杆稳定性，关键是提高临界压力的值。

由压杆的临界压力图（图10.9）可见，压杆的临界压力与材料的力学性能和压杆的柔度有关，而柔度
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又综合了压杆的长度、约束情况和横截面的惯性半径等影响因素。因此，可以根据这些因素，采取适当的措施来提高压杆稳定性。
对于细长压杆，其公式为
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压杆的临界压力与压杆的柔度及材料弹性模量有关，因此，采取如下措施；

1. 减小压杆的支承长度；因为临界应力与杆长平方成反比，因此可以显著地提高压杆承载能力。

2. 改变压杆两端的约束；使长度系数减小，相应地减小柔度，从而增大临界应力。

3. 选择合理的截面形状；可以在不增加截面面积的情况下，增加横截面的惯性矩I，从而减小压杆柔度，起到提高压杆稳定性的作用。图10.10是起重臂合理截面。
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4. 保持压杆的等稳定性；压杆在各纵向平面内的相当长度
[image: image490.wmf]l

m

相同时，使截面对任一形心轴i相等或接近相等。圆形、环形或图10.10b中的截面都能满足这一要求。而在各纵向平面内的相当长度
[image: image491.wmf]l

m

不相同时，例如发动机的连杆（图10.11），在摆动平面内两端可简化为铰支座，
[image: image492.wmf]1
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；在与摆动平面垂直平面内两端可简化为固定端，
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；以及连杆横截面对两个形心主惯性轴x和y有不同的
[image: image494.wmf]x
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和
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情况下，要使得在两个主惯性平面内的柔度
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接近相等。从而有接近相等的稳定性。
[image: image498.jpg]



5. 合理选择材料；选用弹性模量较大材料可以提高压杆的稳定性。但须注意，由于一般钢材的弹性模量E一般大致相同，故选用高强度钢不能起到提高细长压杆稳定性的作用。

对于小柔度杆或中柔度杆压杆，其临界压力与材料的比例极限和屈服强度有关，这时选用高强度材料会使临界压力提高。

第10章习题

10.1图示两端球形铰支细长压杆，弹性模量E＝200Gpa，试用欧拉公式计算其临界载荷。
(1) 圆形截面，d=25mm,l=1.0m；

(2) 矩形截面，h＝2b＝40mm，l＝1.0m；

(3) No16工字钢，l＝2.0m。

习题10.1图           
10.2图示桁架，由两根弯曲刚度EI相同的等截面细长压杆组成。，设载荷F与杆AB的轴线的夹角为(，且0<(<(/2，试求载荷F的极限值。

习题10.2图
10.3图示矩形截面压杆，有三种支持方式。杆长l＝300mm，截面宽度b＝20mm，高度h＝12mm，弹性模量E＝70Gpa，λ1＝50,λ2＝0，中柔度杆的临界应力公式为σcr＝382MPa – (2.18 MPa)λ。试计算它们的临界载荷，并进行比较。


习题10.3图
10.4图示压杆，截面有四种形式。但其面积均为A＝3.2×10mm2， 试计算它们的临界载荷，并进行比较。材料的力学性质见上题。






习题10.4图
10.5图示压杆，横截面为b×h的矩形， 试从稳定性方面考虑，确定h/b的最佳值。当压杆在x–y平面内失稳时，可取μy＝0.7。 

习题10.5图

10.6图示结构AB为圆截面杆，直径d=80 mm，A端固定，B端与BC直杆球铰连接。BC为正方形截面，边长a=70 mm，C端也是球铰。两杆材料相同，弹性模量E＝70Gpa，比例极限σp＝200MPa，长度l＝3m。求该结构的临界力。

习题10.6图
10.7图示托架中AB的直径d＝4cm，长度l＝80cm，两端可视为铰支，材料是Q235钢。

(1)试按杆AB的稳定条件求托架的临界力Qcr；

(2)若已知实际载荷Q＝70kN，稳定安全系数[nst]=2，问此托架是否安全？


习题10.7图
�





图0-1





图0-2





F





o





r





mo(F)





A





B





A





力F 与z 轴共面





� EMBED Equation.3  ���





F





F’





m





o





A





B





d











x





y





F1





F1’





F3’





F2’





F3





F2





O





0.4





0.4





0.5





0.3





0.3





0.3





B





A





O





W





F





(b)





O





W





(c)





A





B





A





O





W





(a)





A





O





W





(e)





B





A





O





W





(d)





B





(a)





A





W





C





E





D





B





A





W





C





B





(b) 





O





C





W





D





(c) 





A





A





W





C





B





(f)





A





B





W





(e)





C





A





B





F





(d)





C





A





F





D





C





B





α





(g)





A





B





(h) 





A





B





(c) 刚架





C





F





F





A





B





(b) 刚架





W





A





B





F





D





C





(a) 杆AB





A





F





D





C





B





(e) 梁AC、梁CB、整体





A





F





W





D





C





B





(d) 杆AB（连同滑轮）、杆AB（不连滑轮）、整体�BC部分





A





D





C





B





F





(g) 起重机CD、梁AB、整体





W





A





F





O





B





F





(f) 曲柄OA、滑块B





F





D





C





A





B





E





G





F





(i) 横梁AB、立柱AE、整体





W





C





B





A





(j) 节点B





A





B





C





D





(h) 轮B、杆AB





W2





W1





A





B





L





(c)





45o





M





L/23





L/3





A





B





L





(b)





M





L/2





A





B





L





(a)





M





C





A





B





a





a





3a





M2





M2





M1





A





B





50





O2





A





B





O1





M2





M1





30o





90o





B





z





y





x





A





O





O2





F1





F2





F2’





F1’





O1





A





l





M2





B





C





D





l





l





l





A





B





C





1





2





q =2





(b)





M=3





30o





A





B





C





D





0.8





0.8





0.4





0.5





0.4





0.7





2





(a)





x





z





y





F





X





Y





Z





(





o





(





(





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





x





z





y





F





X





Y





Z





o





θ





φ





F xy





F





A





B





F





A





B





F’





F”





=





d





B





F’





m





=





F





F





F”





F’





F





m = Fd =mB(F)





F1





F2





F3





o





=





o





F1’





m1





F2’





m2





F3’





m3





o





R’





Mo





=





一个力





一个力偶





P





P





MA





XA





R





M





YA








力偶





合力








平衡








P1





P3





P2





6cm





8cm





A





C





B





α





R





θ





x





y





400N





3





O





0.8m





100N





200N





500N





0.6m





2m





4





a





l





A





C





B





q





(1)





A





B





(2)





l





q





� EMBED Unknown  ���





� EMBED Unknown  ���





或





G





W





a





b





d





e





P





A





B





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





G





b





d





e





P





A





B





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





L





L/2





h





h/2





B





C





P





Q











A











L





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





YA





A





C





P











XC





YC





XA





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





C	c





A





B





F2





F1





4





3





30o





F





D





A





a





2a





C





B





A





B





C





45o





45o





F





E





D





C





A





B





F





6





4





8





6





D





C





A





B





60o





30o





45o





90o





F1





F2





F





z





y





x





D





C





B





A





O





45o





45o





60o





A





B





C





D





0.8





0.8





0.4





0.5





0.4





0.7





2





(a)





A





B





C





1





2





q =2





(b)





M=3





30o





A





B





C





D





0.8





0.8





0.8





20





0.8





M=8





q=20





(c)





A





B





(C





D





b





W





B





F





E





5m





1m





1m





A





P





C





O





D





A





D





(C





P





a





l





l





h





C





E





B





(C





A





B





C





D





a





M





q





a





a





a





A





B





C





D





3





F=50





q=10





3





3





6





B





q





2a





A





C





2a





6a





P





A





2m





M





P





2m





2m





B





C





B





q





2a





A





a





a





B





O





C





A





30o





30o





P





MO





D





H





E





4.8o





B





O





C





A





1330





P





M





D





O1





545





A





B





W





1.5m





C





D





E





1.5m





2m





2m





A





B





W





600





C





D





E





800





300





A





B





C





D





E





F





F





45o





A





B





C





D





E





M





x





y





z





a





b





h





A





B





C





D





F





100





100





150





160





200N





100N





20o





A





B





C





D





11.2





20o





22





x





y





z





d





F





E





M





z





x





M





E





20o





F





N





S1





S2





x





y





z





d





D





250





250





150





15o





15o





A





B





C





E





N





W





b





l





C





地秤





FA





AA





P





A





B





C





A’





m





m





P2





P5





P3





P4





P1





(a)





P2





m





m





P3





P1





(b)





y





x





M





P2





m





m





P3





P1





(c)





z





y





FR





C





x





Mx





P2





m





m





P3





P1





(d)





z





FSy





C





FSz





FN





Mz





My





n





m





P





P





m





n





(a)





m





m





P





FNmm





(b)





x





FNnn





n





n





P





(c)





x





M





p





τ





σ





⊿A





⊿F





M











RC





RDx





RDy





A





P





C





B





2





C





B





A





45o





P





1





























P2





P2





P1





P1





图5.5





x





P





(+)





(d)�)





m








(b)





m





P





x





P





P





m








FN





P





(c)





(a)





m








m








FN





FN





m





P2





1





P3





P1





B





C





A





1





21





21





P1





1





1





FN1





x





P2





P1





B





A





21





21





FN2





P3





C





21





21





FN2





1.32kN.m





2.62kN.m





x





(-)





FN





FN











FN = P





σs





σb





ε





εp





εe





σp





颈缩


现象





图5.17





图5.18





P





P





50





15





15





(22





(10





50





(22





20





2





2





3





3





1





1





A





B





b





h





2





1





C





B





A





2.2m





1.4m





P





α





FN1





B





FN2





P





2





2





1





1





60kN





40kN





200





200





20kN





A1





A2





B





30o





1





2





C





P





A





P





A





FN2





FN1





30o





A4





A3





A2





A1





A





A





31





21





11





D





C





α





α





B





P





A





P





FN1





FN2





FN3





A1





A





Δl3





Δl2





Δl1





（a）





（c）


）





（b）


）





A





FN2





P





FN1





3





2





1





30o





D





C





B





A





P





FN3





Δl1





A1





A





Δl3





Δl2





l





A





B





FB





FA





3





2





1





δ





D





C





B





A





α





α





A





FN3





FN2





FN!





A





Δl3





Δl2





Δl1





δ





FS





FS





FS





FS





M





FS





FS





M





M





Φ20





轴





套筒





安全销





光杆





F





2F





(b)





F





F





(a)





2kN





(c)





2kN





3kN





3kN





(d)





2kN





1kN





B





A





F1





F2





C





2





1





2





1





F





F





θ





n





粘接面





F





A





B





C





300





450





1





2





F





A





B





C





l





450





1





2





2F





F





F





l1





l2





A





C





B





F





A





B





C





300





300





1





2





θ





ε1





ε2





l/3





F





D





F





A





B





C





l/3





l/3





F





D





B





C





l





a





1





2





a





F





1000





C





300





1





2





3





F





F





100





100





100





40





F





F





100





450





450





B





A





C





F1





F2





80





40





D





D





FB





D-D





d





6





6





10





F





F





F





F





b





δ





δ





d





图6.1b





图6.1a





图6.3





图6.2





b





a





b’





(b





(b





R





b





b’





r





Mb





Mb





图6.4





n





M





图6.5





m





M





M





(a)





m





M





T





(b)





x





M





T





x





(c)





T





(d)





(+)





M





x





图6.6





C





B





A





MB





MA





1





MC





2





T2





2





MC





T1





1





MA





2.32kN.m





7.03kN.m





x





(+)





T





(+)





2.32kN.m





4.71kN.m





x





(-)





T





M





M





(a)





dx





x





l





((





(max





a





T





d





d’





T





c





dx





dx





d(





d(





R





b





(c)





(b)





(





c’





图6.7





M





M





(a)





(





(’





(’





(





(





(





(c)





(





(b)





dy





dx





(max





(





(





R





(d)





T





图6.8





T





图6.9





dA





((





(





O





T





图6.10





(





d(





dA





D





O





d(





图6.10





图6.11





D





d





O





(max





d





D





(min





O





T





图6.12





M1





M2





( 50





( 75





3000N.m





T





x





(-)





1200N.m





(a)





(b)





图6.12





M3





M2





M1





M4





x





T





3.49kN.m





(-)





(+)





6.98kN.m





4.69kN.m





a





d1





M





d2





2a





C





A





B





MA





M





C





A





B





MB





T





x





(+)





 32M/33





 M/33





(-)





(b)





(a)





图6.12





M





M





(a)





a





a





2kNm





(c)





500





500





500





1kNm





1kNm





2kNm





M





2M





(b)





a





a





1kNm





(d)





300





300





300





2kNm





3kNm





800





800





800





1





4





3





2





P4





P3





P2





P1





A





ρA





M





l





l





M





A





C





B





M





a





2a





A





C





B





图7—2





图7—1





图7—3





纵向对称面





对称轴





轴线





q





p





m





图7—4





Fx





Fy





Fy





Fy





Fx





M





或





(a)





(c)





(b)





图7—5





q





ＲA





A





１m





q=20Ｎ/mm





B





C





图7—5





ＲB





0.2m





A





Q





ＲA





q





C





M





图7—6





图7—7





图7—8





(b)





A





B





P





x





L





x





A





Q





P





O





M（x）





P





Q





x





M





x





PL





(c)





(d)





(a)





图7—9





图7—10





（a）





（d）





（c）





（b）





ql/2





ql/2





x





M





o





q





Q





A





x





ＲB











B





q





l





A





ＲA





ＲA





ql2/8





B





ＲB





x2





Q2





M2





图7—11





b





ＲA





A





l





P





B





C





ＲB





x1





x2





a





(a)





A





ＲA





x1





Q1





M1





ap/l





bp/l





Pab/l





(b)





(c)





(d)





(e)





(c)





b





ＲA





A





l





m





B





C





ＲB





x1





x2





a





(a)





ma/l





mb/l





m/l





(b)





图7—12





q（x）





m





A





x+dx





x





（a）





B





m





n





n





x





c





Q+dQ





Q





q





dx





M





（b）





M+dM





图7—13





q





q





P





c





c





m





P





c





c





c





c





m





R





1m





q





F





1m





1m





A





B





C





D





图7—14a





A+








B-








C+








D+








1KN





5.25KN





4.75KN





4.75KNm





-0.5KNm





图7—14 b





图7—15





(c)





xD





P=qa/2








a








B








q








A








C








D








2a








xD





qa/2








D








3qa/2








qa2/2








5qa2/8








qa2/2








(b)





(a)














ＲB





A





m=40KNm








20KN








1m








4m








q=10KN/m








B





C





(a)





ＲA





25KN





15KN





20KN





2.5m





20KNm





20KNm





31.25KNm





图7—16





(b)





(c)





图7—17a





A





a/2








q








q








a/2








B





C





ＲA





ＲB





(b)





ql2/32








ql/4








a/4








ql/4








ql/4








D








E








a/4








ql2/32








图7—17





(C)





F








A








C








B








l/2








l/2








（a）








（c）








l/2








l/2








q








A








C








B








A





（b）








B





C





l/2





l/2





M





a








（d）








B








C








A








b








F








X1








L/2








（a）








B








C








A








F








L/2








X2








X








q








l








ql/4








（b）








（a）








F





l/2





l/2





F/2





F/2





l/3





l/3





l/3





l/4








F/3





F/3





F/3





l/4








l/4








l/4








l/5








l/5








l/5








l/5








l/5








F/4








F/4








F/4








F/4








（b）








（c）








（d）








（a）








q








ql








l/2








l/2








l/2





l/2





Fl





F





l/2








q








q








l/2








l/2








q








ql2








l/2








l/4








q








l/4








l/2








ql








l/3








q








l/3








l/3








（b）








（C）








（d）








（e）








（f）








（a）








图8—1





Q








A





D








B





C





P





P





M








（b）








（c）








图8—2





图8—3





1








1








2








2








O1








y








O2








x








a








b








dx








dθ





ρ





y





1





1





2





2





O1





O2





a





b





z





y





中性轴





（a）





（b）





σ-max





σ+max





中性轴





图8—4





x





z





y





y





бdA








c





图8—5





M





b/2








b/2








C








y








dy








z








y








h/2





h/2





图8—6





图8—7





d





z





y





ρ





y





z





c





z





z0





Ⅰ





Ⅱ





Ⅲ





图8—8





z





y





z0





y0





y





y0





d





图8—9





C





dA





20





20





40





60





C





O





Ⅰ





Ⅱ





y





yC





Z





ZC





图8—10





图8—11





l








q





A








B








QB





q





A








B








MB





b








h








c








d








h/2








z








y








（b）








（a）








A





B





C





P





2P





96.4





50





50





200





150





y





z





图8—12a





12KNm





16KNm





图8—12b





y2





y1





MB





y2





y1





MA





图8—12c





y





z





y





b





h





Q





(中性轴)





图8—13





ω





yC





图8—14





y








b








h








c








z








y








τmax








图8—15a 





5KN





10KN





15KN





图8—15b 





图8-13





l





Q+G





(a)





(b)





（Q+G）l/4





q








l








ql2/8





图8—14a





图8—14b





图8—15





图8—16





图8—17





图8—18





图8—19





图8—20





图8—21





PsinΦ.l





图8—22





x





y





PcosΦ.l





图8—23





x





z





D1





D2





图8—24





图8—25





D1





D2





b





h





d





F1





F2





l





l





A





B





C





D





E





F





y





z





F2 l





2 F1 l





x





y





图8—25a





图8—25b





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





P








F





图8—26








8—19





8—20





8—21





l/2








C








l/2








q








P








P








(a)








图8—27





σN





σM





σN+σM





σmax





y





(b)





(c)





(d)





+





=





（a）





SAC





XB





YB





P





（b）





（c）





图8—28





图8—29








 F2











z








40








80








30








c








K








y








F2








1m








1m








M





M





y





x





c





yo





b





a





a





q





C





A





B





ε





y





50





c





zc





200





100





25





25





Me








F








3m








3m








z





yc





1m





q





F





1m





1m





b





2b





1m





4m





F





A





B





C





D





3m





3m





a/2





a/2





F





b





h





d





F2





F1





l





l





εb





e





F





F





εa





5





25





δ





F





F





x





20





20





400





400





400





A





B





C





D





4KN





3KN





Φ60





Φ45





200





200





480





480





P/2





P/2





Ι





Ι





Ⅱ





Ⅱ





320





16





Ι-Ι





Ⅱ-Ⅱ





18号槽钢





A





B





C





D





题8—14





题8—15





O





P





y





x





θ





v





图9.1 





M>0


v''>0





x





y





M<0


v''<0





x





y





图9.2





图9.3 





图9.4 





RA





B





A





RB





P





C





a





b





l





y





x





x





B





A





P





C





b





a





vC





b(θC





图9.5 





B





A





a





l





C





P





图9.6 





B





A





m





θB





l





fB





B





A





P





θB





l





fB





q





B





A





θB





l





fB





B





A





θA





l





m





θB





B





A





θA





l/2





P





θB





l/2





f





B





A





θA





a





P





θB





b





l





B





A





θA





l/2





θB





l/2





q





a





B





A





C





a





q





a





M=qa2





P=qa





B





A





C





a





a





a





P=qa





(1)





B





A





C





a





a





a





M=qa2





(2)





B





A





C





a





q





a





a





(3)





q





A





B





(31)





B





A





C





a





q





a





a





qa2/2





qa





a





C





qa





a





a





(31)’





(32)’





B





A





C





a





a





a





qa2/2





(32)





B





A





C





a





a





a





qa





qa2/2





B





A





P=3.5 kN





C





500





500





q=1.035 kNm





C





B





A





P





图9.7 





C





B





A





P





C





B





A





P





RC





RB





(a)





(b)





图9.8 





l





C





l/2





B





D





A





q





B





D





A





RD





R'D





D





C





(2)





(1)





(a)





a





M0





B





A





(b)





B





A





a





q





(c)





l/2





C





B





A





q





l/2





(a)





Me





C





B





A





l/2





l/2





(d)





C





B





A





q





l/2





l/2





F





(b)





C





B





A





l/2





l/2





(b)





l/2





C





B





A





l/2





F





F





F





(a)





Me





C





B





A





l/2





l/2





F





x





x





l





F





a





A





B





C





h





F





F





(b)





B





A





a





a





C





a





a





l1





l2





l1





(a)





a





l1





a





F





l2





B





A





l





q





P





q





C





B





A





a





a





F





2m





G





1.4m





B





D





A





C





2m





2m





图10.1





图10.2





� EMBED Equation.3  ���





图10.3





x





l





v





P





x





y





P





x





v





P





M





P





图10.4





图10.5





P





l





l





图10.6





P





0.5l





图10.7





P





0.7l





图11.8





F





l








b








h








z








y








b





h





y





z





b





h





y





z





y





x





z





� EMBED Equation.3  ���





O





λ1





λ2





σp





σs





σ





σcr=σs





σcr=a-bλ





σcr=π2E/λ2





图10.9





G





F





C





A





B





1m





1m





450





450





F





C





A





B





FAX





FAY





FGB





图10.10





图10.11





F





d








b








l








h








z








y








z








y








600





a





F





A





B





C





θ





l1





12





F





(b)


0





l








(c)








F





l








F





l








(a)








A A





b





h








z








y








A–A





a








b








F





(c)








a





2b








0.7D








D








(d)





(a)








(b)





d








3m








x





y





x





z





h





l





b





A





B





C





P





1.5l





l





A





Q





D





C





B





0.6m





0.3m





0.8m






























































m





M2





Q2





x2





ＲB





B





M1





Q1





x1





ＲA





A








PAGE  
37

_1234254399.unknown

_1248952098.unknown

_1251001037.unknown

_1253367971.unknown

_1254913778.unknown

_1254995356.unknown

_1255070970.unknown

_1255194340.unknown

_1255194433.unknown

_1255263430.unknown

_1255263450.unknown

_1256544164.unknown

_1255194913.unknown

_1255194953.unknown

_1255194876.unknown

_1255194395.unknown

_1255194413.unknown

_1255194365.unknown

_1255193930.unknown

_1255193987.unknown

_1255194012.unknown

_1255193948.unknown

_1255193793.unknown

_1255193840.unknown

_1255193744.unknown

_1255069042.unknown

_1255069577.unknown

_1255069841.unknown

_1255069065.unknown

_1254998922.unknown

_1255068250.unknown

_1254998883.unknown

_1254933573.unknown

_1254934650.unknown

_1254995327.unknown

_1254934446.unknown

_1254914263.unknown

_1254916045.unknown

_1254917982.unknown

_1254928705.unknown

_1254916778.unknown

_1254915701.unknown

_1254915757.unknown

_1254914212.unknown

_1253390364.unknown

_1254912881.unknown

_1254913581.unknown

_1254913740.unknown

_1254912907.unknown

_1254912585.unknown

_1254912867.unknown

_1254912575.unknown

_1254911668.unknown

_1253386661.unknown

_1253387461.unknown

_1253390363.unknown

_1253390362.unknown

_1253387186.unknown

_1253379846.unknown

_1253384717.unknown

_1253385113.unknown

_1253380268.unknown

_1253379577.unknown

_1251609325.unknown

_1252218730.unknown

_1252218743.unknown

_1253367497.unknown

_1252218740.unknown

_1252214599.unknown

_1252218726.unknown

_1252218580.unknown

_1251883333.unknown

_1252214337.unknown

_1251619352.unknown

_1251229933.unknown

_1251301442.unknown

_1251301655.unknown

_1251231031.unknown

_1251001128.unknown

_1251001160.unknown

_1251001049.unknown

_1249287684.unknown

_1249668421.unknown

_1250512424.unknown

_1251000986.unknown

_1251001028.unknown

_1251001033.unknown

_1251001024.unknown

_1250969215.unknown

_1250969325.unknown

_1251000899.unknown

_1250969297.unknown

_1250966858.unknown

_1249729356.unknown

_1249731516.unknown

_1250354454.unknown

_1250511725.unknown

_1249805014.unknown

_1249729851.unknown

_1249730769.unknown

_1249730950.unknown

_1249730768.unknown

_1249729724.unknown

_1249670238.unknown

_1249715144.unknown

_1249728774.unknown

_1249729352.unknown

_1249715762.unknown

_1249718657.unknown

_1249670248.unknown

_1249670251.unknown

_1249670242.unknown

_1249670187.unknown

_1249670233.unknown

_1249669347.unknown

_1249390427.unknown

_1249563131.unknown

_1249568834.unknown

_1249632489.unknown

_1249632490.unknown

_1249630580.unknown

_1249563620.unknown

_1249392218.unknown

_1249493665.unknown

_1249493955.unknown

_1249493956.unknown

_1249493954.unknown

_1249392413.unknown

_1249390436.unknown

_1249391865.unknown

_1249299288.unknown

_1249301304.unknown

_1249389740.unknown

_1249301038.unknown

_1249301301.unknown

_1249301288.unknown

_1249300737.unknown

_1249298721.unknown

_1249299287.unknown

_1249288012.unknown

_1249130184.unknown

_1249220918.unknown

_1249221508.unknown

_1249287258.unknown

_1249221365.unknown

_1249220849.unknown

_1249220903.unknown

_1249219550.unknown

_1249219795.unknown

_1249218488.unknown

_1248953828.unknown

_1249129288.unknown

_1249129347.unknown

_1248954441.unknown

_1249127613.unknown

_1248952126.unknown

_1248952989.unknown

_1248953066.unknown

_1248952341.unknown

_1248952112.unknown

_1247923334.unknown

_1248255771.unknown

_1248422330.unknown

_1248460271.unknown

_1248632303.unknown

_1248786598.unknown

_1248788740.unknown

_1248718154.unknown

_1248718157.unknown

_1248717983.unknown

_1248718044.unknown

_1248717980.unknown

_1248460294.unknown

_1248460371.unknown

_1248614175.unknown

_1248460370.unknown

_1248460289.unknown

_1248444823.unknown

_1248445732.unknown

_1248445823.unknown

_1248444934.unknown

_1248422706.unknown

_1248444576.unknown

_1248422898.unknown

_1248422670.unknown

_1248257828.unknown

_1248421805.unknown

_1248421833.unknown

_1248262966.unknown

_1248257430.unknown

_1248257800.unknown

_1248255975.unknown

_1248010322.unknown

_1248170489.unknown

_1248191519.unknown

_1248197524.unknown

_1248197834.unknown

_1248196829.unknown

_1248184212.unknown

_1248191222.unknown

_1248184384.unknown

_1248179917.unknown

_1248179934.unknown

_1248170521.unknown

_1248090612.unknown

_1248092156.unknown

_1248170388.unknown

_1248091670.unknown

_1248091676.unknown

_1248091649.unknown

_1248014038.unknown

_1248089747.unknown

_1248089811.unknown

_1248010383.unknown

_1248007735.unknown

_1248007966.unknown

_1248008607.unknown

_1248007951.unknown

_1248004479.unknown

_1248007244.unknown

_1247924408.unknown

_1234972160.unknown

_1235040797.unknown

_1235044160.unknown

_1247752172.unknown

_1247753179.unknown

_1247915381.unknown

_1247919756.unknown

_1247914723.unknown

_1247914831.unknown

_1247753157.unknown

_1246248620.unknown

_1247750493.unknown

_1235044166.unknown

_1235041915.unknown

_1235043845.unknown

_1235044081.unknown

_1235044091.unknown

_1235043569.unknown

_1235041376.unknown

_1234981121.unknown

_1234981419.unknown

_1235040123.unknown

_1234981312.unknown

_1234979659.unknown

_1234980137.unknown

_1234972179.unknown

_1234958284.unknown

_1234970673.unknown

_1234971705.unknown

_1234972140.unknown

_1234971436.unknown

_1234962729.unknown

_1234962732.unknown

_1234958868.unknown

_1234786995.unknown

_1234808249.unknown

_1234809794.unknown

_1234895483.unknown

_1234952307.unknown

_1234865637.unknown

_1234895420.unknown

_1234865860.unknown

_1234865307.unknown

_1234865502.unknown

_1234809049.unknown

_1234809288.unknown

_1234808877.unknown

_1234802637.unknown

_1234803147.unknown

_1234790165.unknown

_1234262012.unknown

_1234786724.unknown

_1234786862.unknown

_1234786293.unknown

_1234261859.unknown

_1234261904.unknown

_1234254972.unknown

_1216641376.unknown

_1217068209.unknown

_1218543602.unknown

_1233916379.unknown

_1233996111.unknown

_1233997346.unknown

_1233994724.unknown

_1233841879.unknown

_1233843462.unknown

_1220358163.unknown

_1220363106.unknown

_1221471320.unknown

_1233841862.unknown

_1221471605.unknown

_1220363405.unknown

_1220358323.unknown

_1220354884.unknown

_1220357156.unknown

_1218543893.unknown

_1217357067.unknown

_1217510719.unknown

_1217511202.unknown

_1218542847.unknown

_1217511031.unknown

_1217357430.unknown

_1217503180.unknown

_1217507256.unknown

_1217503179.unknown

_1217357194.unknown

_1217078829.unknown

_1217229413.unknown

_1217323123.unknown

_1217335482.unknown

_1217356955.unknown

_1217335499.unknown

_1217330068.unknown

_1217323075.unknown

_1217229508.unknown

_1217228347.unknown

_1217229146.unknown

_1217227233.unknown

_1217227818.unknown

_1217226881.unknown

_1217078705.unknown

_1217078785.unknown

_1217077897.unknown

_1216993684.unknown

_1217060286.unknown

_1217061472.unknown

_1217062456.unknown

_1217062763.unknown

_1217061952.unknown

_1217062153.unknown

_1217060989.unknown

_1217061345.unknown

_1217060511.unknown

_1217006928.unknown

_1217058069.unknown

_1217059933.unknown

_1217057821.unknown

_1217005495.unknown

_1217005756.unknown

_1217005336.unknown

_1216920336.unknown

_1216993017.unknown

_1216993412.unknown

_1216993550.unknown

_1216993240.unknown

_1216921480.unknown

_1216992751.unknown

_1216920702.unknown

_1216843829.unknown

_1216844135.unknown

_1216844263.unknown

_1216845034.unknown

_1216919998.unknown

_1216844468.unknown

_1216844256.unknown

_1216844255.unknown

_1216844097.unknown

_1216844099.unknown

_1216843929.unknown

_1216731138.unknown

_1216751702.unknown

_1216843681.unknown

_1216731264.unknown

_1216730920.unknown

_1216731071.unknown

_1216659275.unknown

_1216540603.unknown

_1216567974.unknown

_1216625147.unknown

_1216640829.unknown

_1216641018.unknown

_1216641146.unknown

_1216640998.unknown

_1216627599.unknown

_1216640536.unknown

_1216625184.unknown

_1216625357.unknown

_1216624350.unknown

_1216625011.unknown

_1216625066.unknown

_1216624941.unknown

_1216624234.unknown

_1216624309.unknown

_1216624173.unknown

_1216566493.unknown

_1216567459.unknown

_1216567854.unknown

_1216567903.unknown

_1216567766.unknown

_1216567193.unknown

_1216567376.unknown

_1216567134.unknown

_1216541685.unknown

_1216566356.unknown

_1216566432.unknown

_1216566294.unknown

_1216541076.unknown

_1216541384.unknown

_1216540965.unknown

_1201780587.unknown

_1216402615.unknown

_1216453046.unknown

_1216474108.unknown

_1216494444.unknown

_1216512381.unknown

_1216513259.unknown

_1216494480.unknown

_1216494283.unknown

_1216494346.unknown

_1216474150.unknown

_1216455246.unknown

_1216455260.unknown

_1216453216.unknown

_1216453284.unknown

_1216442435.unknown

_1216443389.unknown

_1216443391.unknown

_1216442449.unknown

_1216442298.unknown

_1216182639.unknown

_1216183148.unknown

_1216399168.unknown

_1216402015.unknown

_1216204104.unknown

_1216204118.unknown

_1216204123.unknown

_1216204096.unknown

_1216203956.unknown

_1216183096.unknown

_1216183108.unknown

_1216182702.unknown

_1215913597.unknown

_1215999786.unknown

_1215977278.unknown

_1215913590.unknown

_1215913585.unknown

_1182972882.unknown

_1201780405.unknown

_1201780462.unknown

_1182973247.unknown

_1054962207.unknown

_1054990946.unknown

_1054991505.unknown

_1054962622.unknown

_966511193.unknown

_971027125.unknown

_971525151.unknown

_971532943.unknown

_967286016.unknown

_966438189.unknown

_966438397.unknown

_966435307.unknown

