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智浪教育—普惠英才文库

高中数学竞赛培训教材

                                   编者：全国特级教师
 (一)集合与容斥原理

　　集合是一种基本数学语言、一种基本数学工具。它不仅是高中数学的第一课，而且是整个数学的基础。对集合的理解和掌握不能仅仅停留在高中数学起始课的水平上，而要随着数学学习的进程而不断深化，自觉使用集合语言(术语与符号)来表示各种数学名词，主动使用集合工具来表示各种数量关系。如用集合表示空间的线面及其关系，表示平面轨迹及其关系、表示方程(组)或不等式(组)的解、表示充要条件，描述排列组合，用集合的性质进行组合计数等。

一、学习集合要抓住元素这个关键

例1．设A＝{X∣X=a2+b2,a、b∈Z}，X1，X2∈A，求证：X1X2∈A。

分析：A中的元素是自然数，即由两个整数a、b的平方和构成的自然数，亦即从0、1、4、9、16、25……，n2，……中任取两个(相同或不相同)数加起来得到的一个和数，本题要证明的是：两个这样的数的乘积一定还可以拆成两个自然数的平方和的形式，即(a2+b2)(c2+d2)=(M)2+(N)2，M,N∈Z

证明：设X1＝a2+b2，X2=c2+d2，a、b、c、d∈Z.则X1X2＝(a2+b2)(c2+d2)
＝a2c2+b2d2+b2c2+a2d2＝a2c2+2ac·bd+b2d2+b2c2-2bc·ad+a2d2＝(ac+bd)2+(bc-ad)2

又a、b、c、d∈Z，故ac+bd、bc-ad∈Z，从而X1X2∈A

练习:1.设两个集合S={x|x=12m+8n,m,n∈Z},T={x|x=20p+16q,p,q∈Z}.求证：S=T。

2.设M={a|a= x2-y2,x,y∈Z}.求证：（1）一切奇数属于M;

（2）4k-2(k∈Z)不属于M;

（3）M中任意两个数的积仍属于M。

3.已知函数f（x）=x2+ax+b,a,b∈R,且A={x|x=f(x)},B={x|x=f[f(x)]}.

(1)求证:A[image: image473.png]|||||




B;

(2)若A={-1，3}时，求集合B.

二、集合中待定元素的确定

例2．已知集合M＝{X，XY，lg(xy)}，S＝{0，∣X∣，Y}，且M＝S，则(X＋1/Y)＋(X2＋1/Y2)＋……＋(X2002＋1/Y2002)的值等于(　).

分析：解题的关键在于求出X和Y的值，而X和Y分别是集合M与S中的元素。这一类根据集合的关系反过来确定集合元素的问题，要求我们要对集合元素的基本性质即确定性、异性、无序性及集合之间的基本关系(子、全、补、交、异、空、等)有本质的理解，对于两个相等的有限集合(数集)，还会用到它们的简单性质：(a)相等两集合的元素个数相等；(b)相等两集合的元素之和相等；(c)相等两集合的元素之积相等.

解：由M＝S知，两集合元素完全相同。这样，M中必有一个元素为0，又由对数的性质知，0和负数没有对数，所以XY≠0，故X，Y均不为零，所以只能有lg(XY)＝0，从而XY＝1.∴M＝{X，1，0}，S＝{0，∣X∣，1/X}.再由两集合相等知
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当X＝1时，M＝{1,1，0}，S＝{0,1，1}，这与同一个集合中元素的互异性矛盾，故X＝1不满足题目要求；

当X＝－1时，M＝{－1,1，0}，S＝{0,1，－1}，M＝S，从而X＝－1满足题目要求，此时Y＝－1，于是X2K＋1＋1/Y2K＋1＝－2(K＝0,1，2，……)，X2K＋1/Y2K＝2(K＝1,2，……),故所求代数式的值为0.

练习:4.已知集合[image: image3.wmf]{
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中的所有元素之和为234，求集合A。

三．容斥原理

[image: image472.jpg]


基本公式:(1)card(A∪B)＝card(A)＋card(B)－card(A∩B)； (2)card(A∪B∪C)=card(A)+card(B)+card(C)-card(A∩B)-card(A∩C)-card(B∩C)+card(A∩B∩C)

问题：开运动会时，高一某班共有28名同学参加比赛，有15人参加游泳比赛，有8人参加田径比赛，有14人参加球类比赛，同时参加游泳比赛和田径比赛的有3人，同时参加游泳比赛和球类比赛的有3人，没有人同时参加三项比赛，问同时参加田径比赛和球类比赛的有多少人？只参加游泳一项比赛的有多少人？

设A＝{参加游泳比赛的同学}，B＝{参加田径比赛的同学}，C＝{参加球类比赛的同学},则card(A)=15，card(B)=8，card(C)=14，card(A∪B∪C)=28,且card(A∩B)=3，card(A∩C)=3，card(A∩B∩C)=0,由公式②得28＝15＋8＋14－3－3－card(B∩C)+0,即card(B∩C)=3,所以同时参加田径和球类比赛的共有3人，而只参加游泳比赛的人有15－3－3＝9(人) 

四、有限集合子集的个数

例3．一个集合含有10个互不相同的两位数。试证，这个集合必有2个无公共元素的子集合，此两子集的各数之和相等。

分析：两位数共有10,11，……,99，计99－9＝90个，最大的10个两位数依次是90,91，……,99，其和为945，因此，由10个两位数组成的任意一个集合中，其任一个子集中各元素之和都不会超过945，而它的非空子集却有210－1＝1023个，这是解决问题的突破口。

解：已知集合含有10个不同的两位数，因它含有10个元素，故必有210＝1024个子集，其中非空子集有1023个，每一个子集内各数之和都不超过90＋91＋…98＋99＝945<1023，根据抽屉原理，一定存在2个不同的子集，其元素之和相等。如此2个子集无公共元素，即交集为空集，则已符合题目要求；如果这2个子集有公共元素，则划去它们的公共元素即共有的数字，可得两个无公共元素的非空子集，其所含各数之和相等。

说明：此题构造了一个抽屉原理模型，分两步完成，计算子集中数字之和最多有945个“抽屉”，计算非空子集得1023个“苹果”，由此得出必有两个子集数字之和相等。第二步考察它们有无公共元素，如无公共元素，则已符合要求；如有公共元素，则去掉相同的数字，得出无公共元素并且非空的两个子集，满足条件。

例4．设A＝{1,2，3，…，n}，对X[image: image9.png]


A，设X中各元素之和为Nx，求Nx的总和[image: image10.png]


.

解：A中共有n个元素，其子集共有2n个。A中每一个元素在其非空子集中都出现了2n-1次，(为什么？因为A的所有子集对其中任一个元素i都可分为两类，一类是不含i的，它们也都是{1,2，…，i-1,i+1,…n}的子集，共2n-1个；另一类是含i的，只要把i加入到刚才的2n-1个子集中的每一个中去)。因而求A的所有子集中所有元素之和Nx的总和时，A中每一个元素都加了2n-1次，即出现了2n-1次，故得　[image: image11.png]


＝1×2n-1＋2×2n-1＋…＋n……2n-1＝(1＋2＋…＋n)·2n-1＝n(n+1)/2×2n-1＝n(n+1)×2n-2

说明：这里运用了整体处理的思想及公式1＋2＋…＋n＝(1/2)n(n+1)，其理论依据是加法的交换律、结合律、乘法的意义等,集合中每一个元素都在总和中出现了2n-1次，是打开解题思路之门的钥匙。

练习:5.设集合A[image: image12.png]


{1,2,3,……,100},且对任意x,y∈A,必有2x≠y,求集合A中所含元素个数的最大值.

6.某地区网球俱乐部都有20名成员,举行14场单打比赛,每人至少上场1次.求证:必有6场比赛,其12名参赛者各不相同.

     (二)  二    次    函    数

　一、二次函数的解析式:①定义式：f(x)=ax2+bx+c.②顶点式：f(x)=a(x-h)2+k.
③零点式：f(x)=a(x-x1)(x-x2).(a≠0)
　二、二次函数的最值:当自变量的取值范围为闭区间[p,q]时，其最值在f(p)、f(q)、f(-b/2a)三者中取得，最值情况如下表：

	
	-b/2a∈[p,q]
	　　　-b/2a [image: image13.png]


[p,q]

	a>0
	fmin=f(-b/2a)=((4ac-b2)/4a)
fmax=max{f(p),f(q)}
	fmin=min{f(p),f(q)}
fmax=max{f(p),f(q)}

	a<0
	fmax=f(-b/2a)=((4ac-b2)/4a)
fmin=min{f(p),f(q)}
	


　例1. 当x为何值时，函数f(x)=(x-a1)2+(x-a2)2+…+(x-an)2取最小值。

　解：∵f(x)=(x2-2a1x+a12)+(x2-2a2x+a22)+…+(x2-2anx+an2)=nx2-2(a1+a2…+an)x+(a12+a22+…+an2)      ∴当x=(a1+a2+…+an)/n时，f(x)有最小值.
　例2.已知x1,x2是方程x2-(k-2)x+(k2+3k+5)=0的两个实数根，x12+x22的最大值是____.

解：由韦达定理得：x1+x2=k-2，x1x2=k2+3k+5.∴x12＋x22＝（x1＋x2）2-2x1x2=(k-2)2-2(k2+3k+5

=-k2-10k-6=-(k+5)2+19 .已知x1,x2是方程的两个实根，即方程有实数根，此时方程的判别式Δ≥0，即Δ＝(k-2)2-4(k2+3k+5) =-3k2-16k-16≥0 解得：-4≤k≤-4/3.∵k=-5[image: image14.png]


[-4,-4/3]，设f(k)=-(k+5)2+19则f(-4)=18,f(-4/3)=50/9<18.∴当k=-4时，(x12+x22)max=18.

例3.已知f(x)=x2-2x+2，在x∈[t,t+1]上的最小值为g(t)，求g(t)的表达式。 

解：f(x)=(x-1)2+1 (1)当t+1<1即t<0时，g(t)=f(t+1)=t2+1 

(2)当t≤1≤t+1，即0≤t≤1时，g(t)=f(1)=1 (3)当t>1时，g(t)=f(t)=t2-2t+2 

　综合（1）、（2）、（3）得：[image: image15.jpg]2416<0
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例4．（1）当x2+2y2=1时，求2x+3y2的最值；（2）当3x2+2y2=6x时，求x2+y2的最值。 

解：（1）由x2+2y2=1得y2=1/2(1-x2)，2x+3y2=2x+(3/2)(1-x2)=(-(3/2))(x-(2/3))2+(13/6) 

又1-x2=2y2≥0，∴x2≤1，－1≤x≤1 .∴当x=2/3时，y=(√10)/6，（2x+3y2）max=16/3； 

当x=-1时，y=0，　（2x+3y2）min=－2 

(2)由3x2+2y2=6x，得y2=(3/2)x(2-x)，代入x2+y2=x2+(3/2)x(2-x)=-1/2 (x-3)2+9/2 

又y2=(3/2)x (2-x)≥0，得0≤x≤2.当x=2，y=0时，（x2+y2）max=4；当x=0，y=0时，(x2+y2)min=0 
三、二次函数与二次方程
设f(x)=ax2+bx+c(a≠0)的二实根为x1,x2，(x1＜x2)，Δ=b2-4ac，且α、β(α＜β)是预先给定的两个实数。

1．当两根都在区间(α,β)内，方程系数所满足的充要条件

∵α＜x1＜x2＜β，对应的二次函数f(x)的图象有下列两种情形

[image: image16.jpg]



　当a＞0时的充要条件是：Δ＞0，α＜-b/2a＜β，f(α)＞0，f(β)＞0 

　当a＜0时的充要条件是：Δ＞0，α＜-b/2a＜β，f(α)＜0，f(β)＜0 
　两种情形合并后的充要条件是：Δ＞0，α＜-b/2a＜β，af(α)＞0，af(β)＞0  ①

　2．当两根中有且仅有一根在区间（α，β）内，方程系数所满足的充要条件
　∵α＜x1＜β或α＜x2＜β，对应的函数f(x)的图象有下列四种情形
[image: image17.jpg]B 0 b A




　从四种情形得充要条件是：f(α)·f(β)＜0　　②
　3．当两根都不在区间［α，β］内方程系数所满足的充要条件
　（1）两根分别在区间［α，β］之外的两旁时
∵x1＜α＜β＜x2，对应的函数f(x)的图象有下列两种情形[image: image18.jpg]



（2）两根分别在区间［α，β］之外的同旁时

　∵x1＜x2＜α＜β或α＜β＜x1＜x2，对应函数f(x)的图象有下列四种情形
[image: image19.jpg]{06 A5 A I




当x1＜x2＜α时的充要条件是：Δ＞0，-b/2a＜α，af(α)＞0　④

当β＜x1＜x2时的充要条件是：Δ＞0，-b/2a＞β，af(β)＞0　⑤

例5．如果方程（1-m2）x2+2mx-1=0的两个根一个小于零，另一个大于1，确定m的范围。
解：令f(x)=(1-m2)x2+2mx-1，根据题设条件，f(x)的图形是下列两种情形之一：
[image: image20.jpg]



则（1-m2）f(0)＜0,(1-m2)f(1)＜0；即1-m2＞0,(1-m2)(2m-m2)＜0解得：-1＜m＜0 

例6．当k为什么实数时，关于X的二次方程7x2-(k+13)x+k2-k-2=0的两个实根α和β分别满足0＜α＜1和1＜β＜2？

解：设y=f(x)=7x2-(k+13)x+k2-k-2，则因为a=7＞0，且方程f(x)=0有两实根α，β，所以它的图象是开口向上且与X轴相交于两点（α,0）、(β,0)的抛物线。由于0＜α＜1，1＜β＜2，可知在x＜α或x＞β时，f(x)取正值；在α＜x＜β时，f(x)取负值。于是，当x分列取0,1，2时，有：f(0)=k2-k-2＞0，f(1)=k2-2k-8＜0，f(2)=k2-3k＞0解这三个不等式组成的不等式组，可得-2＜k＜-1和3＜k＜4。

练习:1.求所有的实数m，使得关于x的方程[image: image21.wmf]1
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有且只有整数根.

2.若函数[image: image22.wmf]2
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在区间[a，b]上的最小值为2a，最大值为2b，求区间[a，b]。

3.已知方程x2+2px+1=0有一个根大于1，有一个根小于1，则p的取值为_________.
四．二次函数与二次不等式 
一元二次不等式的解集相应于一元二次函数的正值、负值区间。解不等式与证明不等式成立，经常要用到二次函数的极值性质、单调性、图象与x轴的位置关系等。

例7．若a1,a2,…,an,b1,b2,…,bn都是实数，求证：（a1b1+a2b2+…+anbn）2≤(a12+a22+…+a2n)(b12+b22+…+b2n) 
　证明：构造二次函数 f(x)=(a1x-b1)2+(a2x-b2)2+…+(anx-bn)2=(a12+a22+…+a2n)x2-2(a1b1+a2b2+…+anbn)x+(b12+b22+…+b2n).当a12+a22+…+a2n≠0即a1,a2,…,an不全为零时，显然有对x∈R，f(x)≥0，故f(x)＝0的判别式：Δ=4（a1b1+a2b2+…+anbn）2-4(a12+a22+…+a2n)(b12+b22+…+b2n)≤0.即（a1b1+a2b2+…+anbn）2≤(a12+a22+…+a2n)·(b12+b22+…+b2n) .　当a1=a2=…=an=0时，结论显然成立，故命题成立。

例8．设二次函数f(x)=ax2+bx+c(a＞0)，方程f(x)-x=0的两个根x1,x2满足0＜x1＜x2＜1/a。
（1）当x∈(0,x1)时，证明x＜f(x)＜x1
（2）设函数f(x)的图象关于直线x=x0对称，证明：x0＜x1/2。
证明：①欲证：x＜f(x)＜x ,只须证：0＜f(x)-x＜x1-x 　　①因为方程f(x)-x=0的两根为x1,x2,f(x)=ax2+bx+c(a＞0)，∴f(x)-x=a(x-x1)(x-x2),①式即: 0＜a(x-x1)(x-x2)x1-x   　② ∵a＞0，x∈(0,x1),x1-x＞0,∴a(x1-x)＞0 ,②式两边同除以a(x1-x)＞0，得：0＜x2-x＜1/a，即：x＜x2＜1/a+x .　这由已知条件：0＜x＜x1＜x2＜1/a，即得：x＜x2＜(1/a)＜1/a+x， 故命题得证。
（2）欲证x0＜x1/2，因为x0=-b/2a，故只须证：x0-x1/2=-b/2a-x1/2＜0　　③ 由韦达定理，x1+x2=(-b-1)/a，(x1+x2)/2=-(b-1)/2a，代入③式，有(-(b/2a))-(x1/2)=(x2/2)-(1/(2a))＜0 ,即：x2＜1/a 由已知：0＜x1＜x2＜1/a，命题得证。

    (三)抽  屉  原  理

在数学问题中有一类与“存在性”有关的问题，例如：“13个人中至少有两个人出生在相同月份”；“某校400名学生中，一定存在两名学生，他们在同一天过生日”；“2003个人任意分成200个小组，一定存在一组，其成员数不少于11”。这类存在性问题中，“存在”的含义是“至少有一个”。在解决这类问题时，只要求指明存在，一般并不需要指出哪一个，也不需要确定通过什么方式把这个存在的东西找出来。这类问题相对来说涉及到的运算较少，依据的理论也不复杂，这些理论称为“抽屉原理”。 

（一）抽屉原理的基本形式 

定理1、如果把n+1个元素分成n个集合，那么不管怎么分，都存在一个集合，其中至少有两个元素。 

证明：（用反证法）若不存在至少有两个元素的集合，则每个集合至多1个元素，从而n个集合至多有n个元素，此与共有n+1个元素矛盾，故命题成立。 

例1． 已知在边长为1的等边三角形内（包括边界）有任意五个点（图1）。证明：至少有两个点之间的距离不大于[image: image23.jpg]


.

分析：5个点的分布是任意的。如果要证明“在边长为1的等边三角形内（包括边界）有5个点，那么这5个点中一定有距离不大于[image: image24.jpg]


的两点”，则顺次连接三角形三边中点，即三角形的三条中位线，可以分原等边三角形为4个全等的边长为[image: image25.jpg]


的小等边三角形，则5个点中必有2点位于同一个小等边三角形中（包括边界），其距离便不大于[image: image26.jpg]


。 

　以上结论要由定理“三角形内（包括边界）任意两点间的距离不大于其最大边长”来保证，下面我们就来证明这个定理。

[image: image27.jpg]



　如图2，设BC是△ABC的最大边，P，M是△ABC内（包括边界）任意两点，连接PM，过P分别作AB、BC边的平行线，过M作AC边的平行线，设各平行线交点为P、Q、N，那么∠PQN=∠C，∠QNP=∠A　因为BC≥AB，所以∠A≥∠C，则∠QNP≥∠PQN，而∠QMP≥∠QNP≥∠PQN（三角形的外角大于不相邻的内角），所以 PQ≥PM。显然BC≥PQ，故BC≥PM。由此我们可以推知，边长为[image: image28.jpg]


的等边三角形内（包括边界）两点间的距离不大于[image: image29.jpg]


。 

　说明：（1）这里是用等分三角形的方法来构造“抽屉”。类似地，还可以利用等分线段、等分正方形的方法来构造“抽屉”。例如“任取n+1个正数ai，满足0＜ai≤1（i=1,2,…,n+1），试证明：这n+1个数中必存在两个数，其差的绝对值小于[image: image30.jpg]


”。又如：“在边长为1的正方形内任意放置五个点，求证：其中必有两点，这两点之间的距离不大于[image: image31.jpg]vy



。（2）例1中，如果把条件（包括边界）去掉，则结论可以修改为：至少有两个点之间的距离小于 [image: image32.jpg]


.

例2．从1-100的自然数中，任意取出51个数，证明其中一定有两个数，它们中的一个是另一个的整数倍。 

分析：本题似乎茫无头绪，从何入手？其关键何在？其实就在“两个数”，其中一个是另一个的整数倍。我们要构造“抽屉”，使得每个抽屉里任取两个数，都有一个是另一个的整数倍，这只有把公比是正整数的整个等比数列都放进去同一个抽屉才行，这里用得到一个自然数分类的基本知识：任何一个正整数都可以表示成一个奇数与2的方幂的积，即若m∈N+,K∈N+，n∈N,则m=(2k-1)·2n，并且这种表示方式是唯一的，如1=1×2°，2=1×21，3=3×2°，…… 

　证明：因为任何一个正整数都能表示成一个奇数乘2的方幂，并且这种表示方法是唯一的，所以我们可把1-100的正整数分成如下50个抽屉（因为1-100中共有50个奇数）： 

　1）{1，1×2，1×22，1×23，1×24，1×25，1×26}；
　2）{3，3×2，3×22，3×23，3×24，3×25}；
　3）{5，5×2，5×22，5×23，5×24}；
　4）{7，7×2，7×22，7×23}；
　5）{9，9×2，9×22，9×23}；
　6）{11，11×2，11×22，11×23}；
　……
　25）{49，49×2}；
　26）{51}；
　……
　50）{99}。 
　这样，1-100的正整数就无重复，无遗漏地放进这50个抽屉内了。从这100个数中任取51个数，也即从这50个抽屉内任取51个数，根据抽屉原则，其中必定至少有两个数属于同一个抽屉，即属于（1）-（25）号中的某一个抽屉，显然，在这25个抽屉中的任何同一个抽屉内的两个数中，一个是另一个的整数倍。 

　说明： （1）从上面的证明中可以看出，本题能够推广到一般情形：从1-2n的自然数中，任意取出n+1个数，则其中必有两个数，它们中的一个是另一个的整数倍。想一想，为什么？因为1-2n中共含1，3，…，2n-1这n个奇数，因此可以制造n个抽屉，而n+1＞n，由抽屉原则，结论就是必然的了。给n以具体值，就可以构造出不同的题目。例2中的n取值是50，还可以编制相反的题目，如：“从前30个自然数中最少要（不看这些数而以任意方式地）取出几个数，才能保证取出的数中能找到两个数，其中较大的数是较小的数的倍数？” 

　(2）如下两个问题的结论都是否定的（n均为正整数）想一想，为什么？ ①从2，3，4，…，2n+1中任取n+1个数，是否必有两个数，它们中的一个是另一个的整数倍？　②从1，2，3，…，2n+1中任取n+1个数，是否必有两个数，它们中的一个是另一个的整数倍？

　（3）如果将（2）中两个问题中任取的n+1个数增加1个，都改成任取n+2个数，则它们的结论是肯定的还是否定的？你能判断证明吗？ 

　例3．从前25个自然数中任意取出7个数，证明：取出的数中一定有两个数，这两个数中大数不超过小数的1.5倍。 

　证明：把前25个自然数分成下面6组： 

　　　　1；　　　　　　　　　　　　 　　①
　　　　2，3； 　　　　　　　　　　 　　　　②
　　　　4，5，6； 　　　　　　　　　　　　　③
　　　　7，8，9，10；　　　　　　　 　　　　④
　　　　11，12，13，14，15，16； 　 　　　  ⑤
　　　　17，18，19，20，21，22，23， 　　　 ⑥ 

　因为从前25个自然数中任意取出7个数，所以至少有两个数取自上面第②组到第⑥组中的某同一组，这两个数中大数就不超过小数的1.5倍。
　说明：（1）本题可以改变叙述如下：在前25个自然数中任意取出7个数，求证其中存在两个数，它们相互的比值在[image: image33.jpg]


内。显然，必须找出一种能把前25个自然数分成6（7-1=6）个集合的方法，不过分类时有一个限制条件：同一集合中任两个数的比值在[image: image34.jpg]


内，故同一集合中元素的数值差不得过大。这样，我们可以用如上一种特殊的分类法：递推分类法： 

　从1开始，显然1只能单独作为1个集合{1}；否则不满足限制条件.　能与2同属于一个集合的数只有3，于是{2，3}为一集合。如此依次递推下去，使若干个连续的自然数属于同一集合，其中最大的数不超过最小的数的[image: image35.jpg]


倍，就可以得到满足条件的六个集合。 

　（2）如果我们按照（1）中的递推方法依次造“抽屉”，则第7个抽屉为 {26，27，28，29，30，31，32，33，34，35，36，37，38，39}；第8个抽屉为：{40，41，42，…，60}；第9个抽屉为：{61，62，63，…，90，91}；　…… 

例4．在坐标平面上任取五个整点（该点的横纵坐标都取整数），证明：其中一定存在两个整点，它们的连线中点仍是整点。 

分析与解答：由中点坐标公式知，坐标平面两点（x1,y1）、（x2,y2）的中点坐标是[image: image36.jpg]


。欲使[image: image37.jpg]


都是整数，必须而且只须x1与x2，y1与y2的奇偶性相同。坐标平面上的任意整点按照横纵两个坐标的奇偶性考虑有且只有如下四种：（奇数、奇数），（偶数，偶数），（奇数，偶数），（偶数，奇数）以此构造四个“抽屉”，则在坐标平面上任取五个整点，那么至少有两个整点，属于同一个“抽屉”因此它们连线的中点就必是整点。 

说明：我们可以把整点的概念推广：如果（x1,x2,…xn）是n维（元）有序数组，且x1,x2,…xn中的每一个数都是整数，则称（x1,x2,…xn）是一个n维整点（整点又称格点）。如果对所有的n维整点按每一个xi的奇偶性来分类，由于每一个位置上有奇、偶两种可能性，因此共可分为2×2×…×2=2n个类。这是对n维整点的一种分类方法。当n=3时，23=8，此时可以构造命题：“任意给定空间中九个整点，求证它们之中必有两点存在，使连接这两点的直线段的内部含有整点”。 

例5．在任意给出的100个整数中，都可以找出若干个数来（可以是一个数），它们的和可被100整除。 

分析：本题也似乎是茫无头绪，无从下手，其关键何在？仔细审题，它们的“和”能“被100整除”应是做文章的地方。如果把这100个数排成一个数列，用Sm记其前m项的和，则其可构造S1，S2，…S100共100个"和"数。讨论这些“和数”被100除所得的余数。注意到S1，S2，…S100共有100个数，一个数被100除所得的余数有0，1，2，…99共100种可能性。“苹果”数与“抽屉”数一样多，如何排除“故障”？
证明：设已知的整数为a1,a2,…a100考察数列a1,a2,…a100的前n项和构成的数列S1，S2，…S100。 

如果S1，S2，…S100中有某个数可被100整除，则命题得证。否则，即S1，S2，…S100均不能被100整除，这样，它们被100除后余数必是{1，2，…，99}中的元素。由抽屉原理I知，S1，S2，…S100中必有两个数，它们被100除后具有相同的余数。不妨设这两个数为Si，Sj（i＜j），则100∣（Sj-Si），即100∣[image: image38.jpg](@ + g + A +a;, +ay)



。命题得证。 

说明：有时候直接对所给对象作某种划分，是很难构造出恰当的抽
屉的。这时候，我们需要对所给对象先作一些变换，然后对变换得到的
对象进行分类，就可以构造出恰当的抽屉。本题直接对{an}进行分类是
很难奏效的。但由{an}构造出{Sn}后，再对{Sn}进行分类就容易得多. 

另外，对{Sn}按模100的剩余类划分时，只能分成100个集合，而
{Sn}只有100项，似乎不能应用抽屉原则。但注意到余数为0的类恰使结论成立，于是通过分别情况讨论后，就可去掉余数为0的类，从而转化为100个数分配在剩下的99个类中。 

（二）单色三角形问题 

　抽屉原理的应用多么奇妙，其关键在于恰当地制造抽屉，分割图形，利用自然数分类的不同方法如按剩余类制造抽屉或按奇数乘以2的方幂制造抽屉，利用奇偶性等等，都是制造“抽屉”的方法。抽屉原理的道理极其简单，但“于无声处听惊雷”，恰当地精心地应用它，不仅可以解决国内数学竞赛中的问题，而且可以解决国际中学生数学竞赛。 

例6．17名科学家中每两名科学家都和其他科学家通信，在他们通信时，只讨论三个题目，而且任意两名科学家通信时只讨论一个题目，证明：其中至少有三名科学家，他们相互通信时讨论的是同一个题目。 

证明：视17个科学家为17个点，每两个点之间连一条线表示这两个科学家在讨论同一个问题，若讨论第一个问题则在相应两点连红线，若讨论第2个问题则在相应两点连条黄线，若讨论第3个问题则在相应两点连条蓝线。三名科学家研究同一个问题就转化为找到一个三边同颜色的三角形。考虑科学家A，他要与另外的16位科学家每人通信讨论一个问题，相应于从A出发引出16条线段，将它们染成3种颜色，而16=3×5+1，因而必有6=5+1条同色，不妨记为AB1，AB2，AB3，AB4，AB5，AB6同红色，若Bi（i=1，2，…，6）之间有红线，则出现红色三角线，命题已成立；否则B1，B2，B3，B4，B5，B6之间的连线只染有黄蓝两色。考虑从B1引出的5条线，B1B2，B1B3，B1B4，B1B5，B1B6，用两种颜色染色，因为5=2×2+1，故必有3=2+1条线段同色，假设为黄色，并记它们为B1B2，B1B3，B1B4。这时若B2，B3，B4之间有黄线，则有黄色三角形，命题也成立，若B2，B3，B4，之间无黄线，则△B2，B3，B4，必为蓝色三角形，命题仍然成立。
说明:（1）本题源于一个古典问题--世界上任意6个人中必有3人互相认识，或互相不认识。 

（2）将互相认识用红色表示，将互相不认识用蓝色表示，（1）将化为一个染色问题，成为一个图论问题：空间六个点，任何三点不共线，四点不共面，每两点之间连线都涂上红色或蓝色。求证：存在三点，它们所成的三角形三边同色。 （3）问题（2）可以往两个方向推广：其一是颜色的种数，其二是点数。 

本例便是方向一的进展，其证明已知上述。如果继续沿此方向前进，可有下题：在66个科学家中，每个科学家都和其他科学家通信，在他们的通信中仅仅讨论四个题目，而任何两个科学家之间仅仅讨论一个题目。证明至少有三个科学家，他们互相之间讨论同一个题目。 

（4）回顾上面证明过程，对于17点染3色问题可归结为6点染2色问题，又可归结为3点染一色问题。反过来，我们可以继续推广。从以上（3，1）→（6，2）→（17，3）的过程，易发现　6=（3-1）×2+2，17=（6-1）×3+2，66=（17-1）×4+2，同理可得（66-1）×5+2=327，（327-1）×6+2=1958…记为r1=3，r2=6，r3=17，r4=66，r5=327，r6=1958，…..我们可以得到递推关系式：rn=n(rn-1-1)+2，n=2,3,4…这样就可以构造出327点染5色问题，1958点染6色问题，都必出现一个同色三角形。 

（三）抽屉原理的其他形式。 

定理2：把m个元素分成n个集合（m＞n） 

（1）当n能整除m时，至少有一个集合含有m/n个元素；
（2）当n不能整除 m时，则至少有一个集合含有至少[m/n]+1个元素，（[m/n]表示不超过 的最大整数） 

定理2也可叙述成：把m×n+1个元素放进n个集合，则必有一个集合中至少放有m+1个元素。 

例7．9条直线的每一条都把一个正方形分成两个梯形，而且它们的面积之比为2∶3。证明：这9条直线中至少有3条通过同一个点。
 证明：设正方形为ABCD，E、F分别是AB，CD的中点。 设直线L把正方形ABCD分成两个梯形ABGH和CDHG，并且与EF相交于 P.梯形ABGH的面积：梯形CDHG的面积=2∶3,EP是梯形ABGH的中位线，PF是梯形CDHG的中位线，由于梯形的面积=中位线×梯形的高， 并且两个梯形的高相等（AB=CD），所以梯形ABGH的面积∶梯形CDHG的面积=EP∶PF，也就是EP∶PF=2∶3 .这说明，直线L通过EF上一个固定的点P，这个点把EF分成长度为2∶3的两部分。这样的点在EF上还有一个，如图上的Q点（FQ∶QE=2∶3）。同样地，如果直线L与AB、CD相交，并且把正方形分成两个梯形面积之比是2∶3，那么这条直线必定通过AD、BC中点连线上的两个类似的点（三等分点）。这样，在正方形内就有4个固定的点，凡是把正方形面积分成两个面积为2∶3的梯形的直线，一定通过这4点中的某一个。我们把这4个点看作4个抽屉，9条直线看作9个苹果，由定理2可知，9=4×2+1，所以，必有一个抽屉内至少放有3个苹果，也就是，必有三条直线要通过一个点。 

说明：本例中的抽屉比较隐蔽，正方形两双对边中点连线上的4个三等分点的发现是关键，而它的发现源于对梯形面积公式S梯形=中位线×梯形的高的充分感悟。 

例8．910瓶红、蓝墨水，排成130行，每行7瓶。证明：不论怎样排列，红、蓝墨水瓶的颜色次序必定出现下述两种情况之一种：1．至少三行完全相同; 2．至少有两组（四行），每组的两行完全相同。
证明：910瓶红、蓝墨水，排成130行，每行7瓶。每行中的7个位置中的每个位置都有红、蓝两种可能，因而总计共有27=128种不同的行式（当且仅当两行墨水瓶颜色及次序完全相同时称为“行式”相同. 任取130行中的129行，依抽屉原理可知，必有两行（记为A，B）“行式”相同。 在除A、B外的其余128行中若有一行P与A（B）“行式”相同，则P，A，B满足“至少有三行完全相同”；在其余（除A，B外）的128行中若没有与A（B）行式相同者，则128行至多有127种不同的行式，依抽屉原则，必有两行（不妨记为C、D）行式相同，这样便找到了（A，B）、（C，D）两组（四行），每组两行完全相同。 

(四) 函数的性质应用

一、指数函数与对数函数

　函数y=ax(a>0,且a≠1)叫做指数函数。它的基本情况是：

1）定义域为全体实数（-∞，+∞）
2）值域为正实数（0，+∞），从而函数没有最大值与最小值，有下界，y>0
3）对应关系为一一映射，从而存在反函数--对数函数。
4）单调性是：当a>1时为增函数；当0<a<1时，为减函数。
5）无奇偶性，是非奇非偶函数，但y=ax与y=a-x的图象关于y轴对称，y=ax与y=-ax的图象关于x轴对称；y=ax与y=logax的图象关于直线y=x对称。
6）有两个特殊点：零点（0，1），不变点（1，a）
7）抽象性质：f(x)=ax(a>0,a≠1),f(x+y)=f(x)·f(y),f(x-y)=f(x)/f(y)

　函数y=logax(a>0,且a≠1)叫做对数函数，它的基本情况是：

1）定义域为正实数（0，+∞）
2）值域为全体实数（-∞，+∞）
3）对应关系为一一映射，因而有反函数——指数函数。
4）单调性是：当a>1时是增函数，当0<a<1时是减函数。
5）无奇偶性。但y=logax与y=log(1/a)x关于x轴对称，y=logax与y=loga(-x)图象关于y轴对称，y=logax与y=ax图象关于直线y=x对称。
6）有特殊点（1，0）,(a，1)
7）抽象运算性质f(x)=logax(a>0,a≠1)，　f(x·y)=f(x)+f(y),f(x/y)=f(x)-f(y)
二、例题

例1．若f(x)=(ax/(ax+√a))，求f(1/1001)+f(2/1001)+f(3/1001)+…+f(1000/1001) 

分析：和式中共有1000项，显然逐项相加是不可取的。需找出f(x)的结构特征，发现规律，注意到1/1001+1000/1001=2/1001+999/1001=3/1001+998/1001=…=1，而f(x)+f(1-x)=    (ax/(ax+√a))+(a1-x/(a1-x+√a))=(ax/(ax+√a))+(a/(a+ax·√a))=(ax/(ax+√a))+((√a)/(ax+√a))=((ax+√a)/(ax+√a))=1规律找到了，这启示我们将和式配对结合后再相加：

原式=[f(1/1001)+f(1000/1001)]+[f(2/1001)+f(999/1001)]+…+[f(500/1001)+f(501/1001)]=(1+1+…+1)5000个=500

（1）取a=4就是1986年的高中数学联赛填空题：设f(x)=(4x/(4x+2))，那么和式f(1/1001)+f(2/1001)+f(3/1001)+…+f(1000/1001)的值=　　　　　。
（2）上题中取a=9，则f(x)=(9x/(9x+3))，和式值不变也可改变和式为求f(1/n)+f(2/n)+f(3/n)+…+f((n-1)/n).
（3）设f(x)=(1/(2x+√2))，利用课本中推导等差数列前n项和的方法，可求得f(-5)+f(-4)+…+f(0)+…+f(5)+f(6)的值为　　　　。
例2．5log25等于：（ ）

（A）1/2 （B）(1/5)10log25 （C）10log45 （D）10log52

解：∵5log25=(10/2)log25=(10log25)/(2log25)=(1/5)×10log25   ∴选（B）

例3．试比较(122002+1)/(122003+1)与(122003+1)/(122004+1)的大小。 

解：对于两个正数的大小，作商与1比较是常用的方法，记122003=a＞0，则有

((122002+1)/(122003+1))÷((122003+1)/(122004+1))=((a/12)+1)/(a+1)·((12a+1)/(a+1))=((a+12)(12a+1))/(12(a+1)2)=((12a2+145a+12)/(12a2+24a+12))＞1
　故得：((122002+1)/(122003+1))＞((122003+1)/(122004+1))

例4．已知[image: image39.jpg]f(O=asinz+b Jx+4



(a,b为实数)且f(lglog310)=5，则f(lglg3)的值是（ ）

　（A）-5 （B）-3 （C）3 （D）随a,b的取值而定 

解：设lglog310=t，则lglg3=lg(1/log310)=-lglog310=-t 

而f(t)+f(-t)=
[image: image40.jpg](asint +b  ff+4)+asinf(-1)+d  JF+4)

=(asint+b F+4)+(-asint-b F+4)=38




∴f(-t)=8-f(t)=8-5=3

说明：由对数换底公式可推出logab·logba=(lgb/lga)·(lga/lgb)=1，即logab=(1/logba)，因而lglog310与lglg3是一对相反数。设[image: image41.jpg]f)=asinx+d Jx+d



中的部分[image: image42.jpg]asinx+b



，则g(x)为奇函数，g(t)+g(-t)=0。这种整体处理的思想巧用了奇函数性质使问题得解，关键在于细致观察函数式结构特征及对数的恒等变形。
例5．已知函数y=((10x-10-x)/2)(X∈R)

（1）求反函数y=f-1(x)
（2）判断函数y=f-1(x)是奇函数还是偶函数

分析：（1）求y=(10x-10-x)/2的反函数首先用y把x表示出来，然后再对调x,y即得到y=f-1(x)；（2）判断函数y=f-1(x)的奇偶性要依据奇函数或偶函数的定义，看当X∈R时是否有f(-x)=-f(x)或(f(-x)+f(x)=0)或f(-x)=f(x)恒成立。

解：（1）由y=((10x-10-x)/2)(X∈R)可得2y=10x-10-x，设10x=t，上式化为：2y=t-t-1两边乘t，得2yt=t2-1整理得：t2-2yt-1=0，解得：[image: image43.jpg]FEN )




 

由于t=10x＞0，故将[image: image44.jpg]


舍去，得到：[image: image45.jpg]


将t=10x代入上式，即得: [image: image46.jpg]


     [image: image47.jpg]x=lgp ey +




所以函数y=((10x-10-x)/2)的反函数是[image: image48.jpg]y=f =l HGER




(2)由[image: image49.jpg]Floogen?H



得: 

　[image: image50.jpg]F A o A et )

Ll Hatfi D)=kl +D-a T=lgl=0




      ∴f-1(-x)=-f(x)

　所以，函数 [image: image51.jpg]ylelatfs 4D



是奇函数。
例6．已知函数f(x)=loga((1+x)/(1-x))(a＞0,a≠1)

（1）求f(x)的定义域
（2）判断f(x)的奇偶性并给以证明；
（3）当a＞1时，求使f(x)＞0的x取值范围；
（4）求它的反函数f-1(x)

　解：（1）由对数的定义域知((1+x)/(1-x))＞0
　解这个分式不定式，得：(x+1)(x-1)＜0,-1＜x＜1故函数f(x)的定义域为（-1，1）

（2）f(-x)=loga((1-x)/(1+x))=log((1+x)/(1-x))-1=-loga((1+x)/(1-x))=-f(x)
由奇函数的定义知，函数f(x)是奇函数。

（3）由loga((1+x)/(1-x))＞0＜＝＞loga((1+x)/(1-x))＞loga1，因为a＞1，所以由对数函数的单调性知((1+x)/(1-x))＞1，考虑由（1）知x＜1,1-x＞0，去分母，得：1+x＞1-x,x＞0故：0＜x＜1 所以对于a＞1，当x∈(0,1)时函数f(x)＞0

（4）由y=loga((1+x)/(1-x))得：((1+x)/(1-x))=ay应用会比分比定理得：((1+x)+(1-x))/((1+x)-(1-x))=((ay+1)/(ay-1))即:(2/2x)=((ay+1)/(ay-1))

∴x=((ay-1)/(ay+1))交换x,y得：y=((ax-1)/(ax+1))，它就是函数f(x)=loga((1+x)/(1-x))的反函数f-1(x)即f-1(x)=((ax-1)/(ax+1))
例7．已知x2-2x+loga(a2-a)=0有一正根和一负根，求实数a的范围。
解：方程有一正根一负根的充分必要条件是：loga(a2-a)＜0   ① 

　由a＞0,a≠1,a2-a=a(a-1)＞0,可得a＞1 ②，从而由loga(a2-a)＜0=loga1得:a2-a＜1,a2-a-1＜0，解得: [image: image52.jpg]


③，由②③得：[image: image53.jpg]1<a<





例8．设y=log(1/2)[a2x+2(ab)x-b2x+1](a＞0,b＞0)，求使y为负值的x的取值范围 

解：∵(1/2)＜1,要使y＜0,只要a2x+2(ab)x-b2x+1＞1，即a2x+2(ab)x-b2x＞0
　→b2x[(a/b)2x+2(a/b)x-1]＞0→[(a/b)x]2+2(a/b)x-1＞0→[image: image54.jpg](asd) +1+4T4i2ld) +1-430




→∵[image: image55.jpg](ai®) +1+-E00ai®) +1--30



 →[image: image56.jpg](/%) Wi-1



.   1°当a＞b＞0时,a/b＞1,[image: image57.jpg]wiog | (2-1)



；
2°当b＞a＞0时,0＜a/b＜1, [image: image58.jpg]xlog | I-D



        3°当a=b＞0时，x∈R。
                     (五)数   列

[方法总结]

1.数列{an}前n 项和Sn与通项an的关系式：an=[image: image59.wmf]î
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2.求通项常用方法

①作新数列法.作等差数列与等比数列.

②叠加法.最基本形式是：an=(an－an－1+(an－1+an－2)+…+(a2－a1)+a1.

③归纳、猜想法.

3.数列前n项和常用求法

①重要公式

1+2+…+n=[image: image60.wmf]2

1

n(n+1)

12+22+…+n2=[image: image61.wmf]6

1

n(n+1)(2n+1)

13+23+…+n3=(1+2+…+n)2=[image: image62.wmf]4

1

n2(n+1)2

②等差数列中Sm+n=Sm+Sn+mnd，等比数列中Sm+n=Sn+qnSm=Sm+qmSn.

③裂项求和：将数列的通项分成两个式子的代数和，即an=f(n+1)－f(n)，然后累加时抵消中间的许多项.

④错项相消法

⑤并项求和法

[例题]

1.等差数列{an}的前m项的和为30，前2m项的和为100，则它的前3m项的和为_________.
解法一：将Sm=30,S2m=100代入Sn=na1+[image: image63.wmf]2
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解法二：由等差数列{an}的前n项和公式知，Sn是关于n的二次函数，即Sn=An2+Bn(A、B是常数）.将Sm=30,S2m=100代入，得

[image: image66.wmf]ï
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,∴S3m=A·(3m)2+B·3m=210
解法三：根据等差数列性质知：Sm,S2m－Sm,S3m－S2m也成等差数列，从而有：2(S2m－Sm)=Sm+(S3m－S2m)     ∴S3m=3(S2m－Sm)=210
解法四：令m=1得S1=30，S2=100，得a1=30,a1+a2=100,∴a1=30,a2=70

∴a3=70+(70－30)=110      ∴S3=a1+a2+a3=210
2.已知函数f(x)=[image: image67.wmf]4

1

2

-

x

(x<－2).

(1)求f(x)的反函数f-－1(x);

(2)设a1=1,[image: image68.wmf]1

1

+

n

a

=－f－-1(an)(n∈N*),求an;

(3)设Sn=a12+a22+…+an2,bn=Sn+1－Sn是否存在最小正整数m,使得对任意n∈N*,有bn<[image: image69.wmf]25

m

成立？若存在，求出m的值；若不存在，说明理由.
解：(1)设y =[image: image70.wmf]4
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,∵x<－2,∴x=－[image: image71.wmf]2
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,即y=f－-1(x)=－[image: image72.wmf]2
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(2)∵[image: image73.wmf]4
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，∴{[image: image74.wmf]2
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}是公差为4的等差数列，

∵a1=1,[image: image75.wmf]2
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n

a

=[image: image76.wmf]2

1

1

a

+4(n－1)=4n－3,∵an>0,∴an=[image: image77.wmf]3
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(3)bn=Sn+1－Sn=an+12=[image: image78.wmf]1
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,由bn<[image: image79.wmf]25
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,得m>[image: image80.wmf]1
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,设g(n)=[image: image81.wmf]1
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,∵g(n)=[image: image82.wmf]1
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在n∈N*上是减函数，∴g(n)的最大值是g(1)=5,∴m>5,存在最小正整数m=6,使对任意n∈N*有bn<[image: image83.wmf]25

m

成立.
3.已知{an}是各项不同的正数等差数列,又lga1、lga2、lga4成等差数列.设bn=[image: image84.wmf]n

a

2

1

,n=1,2,3,……。
（Ⅰ）证明{bn}为等比数列；
（Ⅱ）如果数列{bn}前3项的和等于[image: image85.wmf]24

7

，求数列{an}的首项a1和公差d.。
解:（Ⅰ）∵lga1、lga2、lga4成等差数列，
∴2lga2=lga1+lga4，即a[image: image86.wmf]2

2

=a1·a2   设等差数列{an}的公差为d，则(a1+d)2=a1(a1+3d),

这样d2= a1d    从而d(d- a1)=0 ∵d≠0  ∴d= a1≠0   a2n = a1+(2n-1)d=2 n d 

bn=[image: image87.wmf]n
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=[image: image88.wmf]n
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 这时{bn}是首项b1=[image: image89.wmf]d
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，公比为[image: image90.wmf]2
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的等比数列。

（Ⅱ）∵b1+b2+b3=[image: image91.wmf]d
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(1+[image: image92.wmf]2
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+[image: image93.wmf]4
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)=[image: image94.wmf]24

7

，∴d=3,  所以a1=d=3
4．已知{[image: image95.wmf]n
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}是公比为q的等比数列，且[image: image96.wmf]2
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成等差数列.

（Ⅰ）求q的值；
（Ⅱ）设{[image: image97.wmf]n

b

}是以2为首项，q为公差的等差数列，其前n项和为Sn，当n≥2时，比较Sn与bn的大小，并说明理由.
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（Ⅰ）求数列[image: image109.wmf]}
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解：（I）设等差数列[image: image111.wmf])}
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1

2

1

1

2

1

1

2

1

2

1

2

1

<

-

=

-

´

-

=

n

n


6.已知数列[image: image118.wmf]{
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首项2为公比的等比数列。

（II）由（I）知[image: image143.wmf]321
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从而[image: image146.png]F'(0)=ay +2a +- +na,
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7.若公比为c的等比数列{an}的首项a1=1且满足an=[image: image153.wmf]2

2

1

-

-

+

n

n

a

a

（n=3，4，……）
（Ⅰ）求c的值；
（Ⅱ）求数列{nan}的前n项和Sn.

解:（Ⅰ）由题设，当n≥3时，an=c2an-2    an-1=can-2

an=[image: image154.wmf]2
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=
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a

c

a

a

.由题设条件可得an-2≠0,因此c2=[image: image155.wmf]2

1

c

+

,即2c2-c-1=0.

解得c=1或c=-[image: image156.wmf]2

1


(Ⅱ)由（Ⅰ）,需要分两种情况讨论:
当c=1时，数列{an}是一个常数列,即an=1(n∈N*)

这时,数列{nan}的前n项和Sn=1+2+3+…+n=[image: image157.wmf]2

)
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n

n


当c=-[image: image158.wmf]2

1

时，数列{an}是一个公比为-[image: image159.wmf]2

1

的等比数列，即an=(-[image: image160.wmf]2

1

)n-1    (n∈N*).

这时，数列{nan}的前n项和Sn=1+2(-[image: image161.wmf]2

1

)+3(-[image: image162.wmf]2

1

)2+…+n(-[image: image163.wmf]2

1

)n-1.       ①
①式两边同乘-[image: image164.wmf]2

1

，得-[image: image165.wmf]2

1

Sn=-[image: image166.wmf]2

1

+2(-[image: image167.wmf]2

1

)2+…+(n-1)(-[image: image168.wmf]2

1

)n-1+n(-[image: image169.wmf]2
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)n.  ②
①式减去②式，得

（1+[image: image170.wmf]2

1

）Sn=1+(-[image: image171.wmf]2
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)+(-[image: image172.wmf]2
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)2+…+(-[image: image173.wmf]2
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)n-1-n(-[image: image174.wmf]2
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所以Sn=[image: image176.wmf]).
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8.数列{an}的前n项和为Sn，且a1=1，[image: image177.wmf]1
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，n=1，2，3，……，求：

（Ⅰ）a2，a3，a4的值及数列{an}的通项公式；

（Ⅱ）[image: image178.wmf]2462
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的值.

解：（Ⅰ）由a1=1，[image: image179.wmf]1
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111

333

aSa

===

，

[image: image181.wmf]3212

114

()

339

aSaa

==+=

，[image: image182.wmf]43123

1116

()

3327

aSaaa

==++=

.

由[image: image183.wmf]11

11

()

33

nnnnn

aaSSa

+-

-=-=

（n≥2），得[image: image184.wmf]1
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（Ⅱ）由（Ⅰ）可知[image: image189.wmf]242
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是首项为[image: image190.wmf]3
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，公比为[image: image191.wmf]2
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所以[image: image192.wmf]2462

n

aaaa

++++

L

=[image: image193.wmf]2

2

2

4

1()

134

3

[()1]

4

373

1()

3

n

n

-

×=-

-

.

9.假设某市2004年新建住房400万平方米,其中有250万平方米是中低价房.预计在今后的若干年内,该市每年新建住房面积平均比上一年增长8%.另外,每年新建住房中,中低价房的面积均比上一年增加50万平方米.那么,到哪一年底,

(1)该市历年所建中低价房的累计面积(以2004年为累计的第一年)将首次不少于4750万平方米?

(2)当年建造的中低价房的面积占该年建造住房面积的比例首次大于85%?

解:(1)设中低价房面积形成数列{an},由题意可知{an}是等差数列,

其中a1=250,d=50,则Sn=250n+[image: image194.wmf]50

2

)

1

(

´
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n

n

=25n2+225n,

令25n2+225n≥4750,即n2+9n-190≥0,而n是正整数,∴n≥10.

∴到2013年底,该市历年所建中低价房的累计面积将首次不少于4750万平方米.

(2)设新建住房面积形成数列{bn},由题意可知{bn}是等比数列,其中b1=400,q=1.08,

则bn=400·(1.08)n-1.由题意可知an>0.85bn,有250+(n-1)·50>400·(1.08)n-1·0.85.

由计箅器解得满足上述不等式的最小正整数n=6.到2009年底,当年建造的中低价房的面积占该年建造住房面积的比例首次大于85%.

10.设正项等比数列[image: image195.wmf]{

}

n

a

的首项[image: image196.wmf]2

1

1

=

a

，前n项和为[image: image197.wmf]n
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，且[image: image198.wmf]0
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。
（Ⅰ）求[image: image199.wmf]{

}

n

a

的通项；
（Ⅱ）求[image: image200.wmf]{

}

n

nS

的前n项和[image: image201.wmf]n

T

。
解：（I）由210S30-(210+1)S20+S10=0得210(S30-S20)=S20-S10，
即210(a21+a22+…+a30)=a11+a12+…+a20,可得210·q10(a11+a12+…+a20)=a11+a12+…+a20.

因为an>0，所以210q10=1,解得q=[image: image202.wmf]2

1

,因而an=a1qn-1=[image: image203.wmf]n
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,n=1,2,….

(II)因为{an}是首项a1=[image: image204.wmf]2
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、公比q=[image: image205.wmf]2
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的等比数列，故Sn=[image: image206.wmf]2
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，nSn=n-[image: image208.wmf]n
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则数列{nSn}的前n项和Tn=(1+2+…+n)-([image: image209.wmf]2
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+[image: image210.wmf]2
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+…+[image: image211.wmf]n
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[image: image212.wmf]2
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+[image: image214.wmf]3
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+…+[image: image215.wmf]1
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前两式相减，得[image: image216.wmf]2
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(1+2+…+n)-([image: image217.wmf]2
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+[image: image218.wmf]2
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)+[image: image220.wmf]1
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11.设{an}是正数组成的数列，其前n项和为Sn，并且对于所有的自然数n，an与2的等差中项等于Sn与2的等比中项.

(1)写出数列{an}的前3项

(2)求数列{an}的通项公式(写出推证过程)

(3)令bn=[image: image225.wmf])
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a

a

a

(n∈N*)，求b1+b2+b3+…+bn－n

解：(1)由题意，当n=1时，有[image: image226.wmf]1
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，S1=a1，

∴[image: image227.wmf]1
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，解得a1=2.当n=2时，有[image: image228.wmf]2
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，S2=a1+a2，将a1=2代入，整理得(a2－2)2=16，由a2＞0，解得a2=6.当n=3时，有[image: image229.wmf]3
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，S3=a1+a2+a3，将a1=2，a2=6代入，整理得(a3－2)2=64，由a3＞0，解得a3=10.故该数列的前3项为2，6，10.

(2）解法一：由(1）猜想数列{an}.有通项公式an=4n－2.下面用数学归纳法证明{an}的通项公式是an=4n－2，(n∈N*）.

①当n=1时，因为4×1－2=2，，又在(1)中已求出a1=2，结论成立.

②假设当n=k时，结论成立，即有ak=4k－2，由题意，有[image: image230.wmf]k
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，将ak=4k－2.代入上式，解得2k=[image: image231.wmf]k
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，得Sk=2k2，由题意，有[image: image232.wmf]1
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，Sk+1=Sk+ak+1，将Sk=2k2代入得([image: image233.wmf]2

2

1

+

+

k

a

)2=2(ak+1+2k2)，整理得ak+12－4ak+1+4－16k2=0，由ak+1＞0，解得ak+1=2+4k，所以ak+1=2+4k=4(k+1)－2，即当n=k+1时，结论成立.根据①②，对所有的自然数n∈N*成立.

解法二：由题意知[image: image234.wmf]n
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，(n∈N*).整理得，Sn=[image: image235.wmf]8
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(an+2)2,由此得Sn+1=[image: image236.wmf]8
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(an+1+2)2，∴an+1=Sn+1－Sn=[image: image237.wmf]8
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［(an+1+2)2－(an+2)2］.整理得(an+1+an）(an+1－an－4)=0，由题意知an+1+an≠0，∴an+1－an=4，即数列{an}为等差数列，其中a1=2，公差d=4.∴an=a1+(n－1)d=2+4(n－1)，即通项公式为an=4n－2.

解法三：由已知得[image: image238.wmf]n
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②，由②式得[image: image240.wmf]1
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，整理得Sn+1－2[image: image241.wmf]2

·[image: image242.wmf]1
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+2－Sn=0，解得[image: image243.wmf]n
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为首项，以[image: image247.wmf]2

为公差的等差数列.所以[image: image248.wmf]n

S

=[image: image249.wmf]2
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即an=4n－2(n∈N*).

(3)令cn=bn－1，则cn=[image: image253.wmf])
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12.已知数列{an}是公差为d的等差数列，数列{bn}是公比为q的(q∈R且q≠1)的等比数列，若函数f(x)=(x－1)2，且a1=f(d－1)，a3=f(d+1)，b1=f(q+1)，b3=f(q－1)，

(1)求数列{an}和{bn}的通项公式

(2)设数列{cn}的前n项和为Sn，对一切n∈N*，都有[image: image255.wmf]n

n

c

c

b

c

b
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+

+

+

L

2

1

1

1

=an+1成立，求Sn

解：(1)∵a1=f(d－1)=(d－2)2，a3=f(d+1)=d2，∴a3－a1=d2－(d－2)2=2d，

∵d=2，∴an=a1+(n－1)d=2(n－1)；又b1=f(q+1)=q2，b3=f(q－1)=(q－2)2，

∴[image: image256.wmf]2
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2
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q

b

b
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=

=q2，由q∈R，且q≠1，得q=－2，∴bn=b·qn－1=4·(－2)n－1

(2)令[image: image257.wmf]n

n

b

c

=dn，则d1+d2+…+dn=an+1,(n∈N*),∴dn=an+1－an=2,∴[image: image258.wmf]n

n

b

c

=2,即cn=2·bn=8·(－2)n－1；∴Sn=[image: image259.wmf]3

8

［1－(－2)n］.

13.设An为数列{an}的前n项和，An=[image: image260.wmf]2

3

(an－1)，数列{bn}的通项公式为bn=4n+3;

(1)求数列{an}的通项公式

(2)把数列{an}与{bn}的公共项按从小到大的顺序排成一个新的数列，证明：数列{dn}的通项公式为dn=32n+1

(3)设数列{dn}的第n项是数列{bn}中的第r项，Br为数列{bn}的前r项的和；Dn为数列{dn}的前n项和，Tn=Br－Dn，求Tn .

解：(1)由An=[image: image261.wmf]2

3

(an－1)，可知An+1=[image: image262.wmf]2

3

(an+1－1)，∴an+1－an=[image: image263.wmf]2
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 (an+1－an)，即[image: image264.wmf]n
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=3，而a1=A1=[image: image265.wmf]2
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(a1－1)，得a1=3，所以数列是以3为首项，公比为3的等比数列，数列{an}的通项公式an=3n.

(2)∵32n+1=3·32n=3·(4－1)2n=3·［42n+C[image: image266.wmf]1
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·42n－1(－1)+…+C[image: image267.wmf]1
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·4·(－1)+(－1)2n］=4n+3，

∴32n+1∈{bn}.而数32n=(4－1)2n=42n+C[image: image268.wmf]1
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·42n－1·(－1)+…+C[image: image269.wmf]1
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·4·(－1)+(－1)2n=(4k+1)，

∴32n[image: image270.wmf]Ï

{bn}，而数列{an}={a2n+1}∪{a2n}，∴dn=32n+1.

(3)由32n+1=4·r+3，可知r=[image: image271.wmf]4
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[练习]

1.设等差数列{an}的前n项和为Sn,已知a3=12,S12>0,S13<0.

(1)求公差d的取值范围；

(2)指出S1、S2、…、S12中哪一个值最大，并说明理由.

2.已知数列{an}为等差数列，公差d≠0,由{an}中的部分项组成的数列

a[image: image274.wmf]1

b

,a[image: image275.wmf]2

b

,…,a[image: image276.wmf]n

b

,…为等比数列，其中b1=1,b2=5,b3=17.求数列{bn}的通项公式；

3.{an}为等差数列，公差d≠0,an≠0,(n∈N*),且akx2+2ak+1x+ak+2=0(k∈N*)

(1)求证：当k取不同自然数时，此方程有公共根；

(2)若方程不同的根依次为x1,x2,…,xn,…,求证：数列[image: image277.wmf]1

1
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1
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+

n

x
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x

L

为等差数列.

4.数列{an}满足a1=2，对于任意的n∈N*都有an＞0,且(n+1)an2+an·an+1－nan+12=0，又知数列{bn}的通项为bn=2n－1+1.

(1)求数列{an}的通项an及它的前n项和Sn；

(2)求数列{bn}的前n项和Tn；

(3)猜想Sn与Tn的大小关系，并说明理由.

5.数列{an}中，a1=8,a4=2且满足an+2=2an+1－an,(n∈N*).

(1)求数列{an}的通项公式；

(2)设Sn=｜a1｜+｜a2｜+…+｜an｜,求Sn;

(3)设bn=[image: image278.wmf])

12

(

1

n

a

n

-

(n∈N*),Tn=b1+b2+……+bn(n∈N*),是否存在最大的整数m，使得对任意n∈N*均有Tn＞[image: image279.wmf]32

m

成立？若存在，求出m的值；若不存在，说明理由.

6.已知数列{bn}是等差数列，b1=1,b1+b2+…+b10=145.

(1)求数列{bn}的通项bn；

(2)设数列{an}的通项an=loga(1+[image: image280.wmf]n

b

1

)(其中a＞0且a≠1),记Sn是数列{an}的前n项和，试比较Sn与[image: image281.wmf]3

1

logabn+1的大小，并证明你的结论.

7.设数列{an}的首项a1=1，前n项和Sn满足关系式：3tSn－(2t+3)Sn－1=3t(t＞0,n=2,3,4…).

(1)求证：数列{an}是等比数列；

(2)设数列{an}的公比为f(t)，作数列{bn}，使b1=1,bn=f([image: image282.wmf]1

1

-

n

b

)(n=2,3,4…)，求数列{bn}的通项bn；

(3)求和：b1b2－b2b3+b3b4－…+b2n－1b2n－b2nb2n+1.

参考答案

1.(1)解：依题意[image: image283.wmf]ï
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解之得公差d的取值范围为－[image: image284.wmf]7

24

＜d＜－3.

(2)解法一：由d＜0可知a1>a2>a3>…>a12>a13,因此，在S1，S2，…，S12中Sk为最大值的条件为：ak≥0且ak+1＜0,即[image: image285.wmf]î
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∵a3=12,∴[image: image286.wmf]î
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，∵d＜0,∴2－[image: image287.wmf]d

12

＜k≤3－[image: image288.wmf]d

12

∵－[image: image289.wmf]7

24

＜d＜－3,∴[image: image290.wmf]2

7

＜－[image: image291.wmf]d

12

＜4,得5.5＜k＜7.

因为k是正整数，所以k=6,即在S1，S2，…，S12中，S6最大.

解法二：由d＜0得a1>a2>…>a12>a13，因此，若在1≤k≤12中有自然数k,使得ak≥0,且ak+1＜0,则Sk是S1，S2，…，S12中的最大值.由等差数列性质得，当m、n、p、q∈N*,且m+n=p+q时，am+an=ap+aq.所以有：2a7=a1+a13=[image: image292.wmf]13

2

S13＜0,∴a7＜0,a7+a6=a1+a12=[image: image293.wmf]6

1

S12>0,∴a6≥－a7>0,故在S1，S2，…，S12中S6最大.

解法三：依题意得：[image: image294.wmf])
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最小时，Sn最大；∵－[image: image296.wmf]7

24

＜d＜－3,∴6＜[image: image297.wmf]2

1

(5－[image: image298.wmf]d

24

)＜6.5.从而，在正整数中，当n=6时，［n－[image: image299.wmf]2

1

 (5－[image: image300.wmf]d

24

)］2最小，所以S6最大.

2.解：由题意知a52=a1·a17，即(a1+4d)2=a1(a1+16d)[image: image301.wmf]Þ

a1d=2d2,

∵d≠0,∴a1=2d,数列{[image: image302.wmf]n

b

a

}的公比q=[image: image303.wmf]1
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1

5

4
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d
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a
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=

=3,
∴[image: image304.wmf]n

b

a

=a1·3n－1  ①   又[image: image305.wmf]n

b

a

=a1+(bn－1)d=[image: image306.wmf]1

2

1

a

b

n

+

②

由①②得a1·3n－1=[image: image307.wmf]2

1

+

n

b

·a1.∵a1=2d≠0,∴bn=2·3n－1－1.

3.证明：(1）∵{an}是等差数列，∴2ak+1=ak+ak+2,故方程akx2+2ak+1x+ak+2=0可变为(akx+ak+2)(x+1)=0,∴当k取不同自然数时，原方程有一个公共根－1.

(2）原方程不同的根为xk=[image: image308.wmf]k
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[image: image309.wmf].
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4.解：(1）可解得[image: image310.wmf]1

1

+

=

+

n

n

a

a

n

n

，从而an=2n，有Sn=n2+n，

(2)Tn=2n+n－1.

(3)Tn－Sn=2n－n2－1，验证可知，n=1时，T1=S1，n=2时T2＜S2；n=3时，T3＜S3;n=4时，T4＜S4；n=5时，T5＞S5；n=6时T6＞S6.猜想当n≥5时，Tn＞Sn，即2n＞n2+1

可用数学归纳法证明(略）.

5.解：(1）由an+2=2an+1－an[image: image311.wmf]Þ

an+2－an+1=an+1－an可知{an}成等差数列，
d=[image: image312.wmf]1

4
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4
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a

a

=－2,∴an=10－2n.

(2)由an=10－2n≥0可得n≤5，当n≤5时，Sn=－n2+9n，当n＞5时，Sn=n2－9n+40，故Sn=[image: image313.wmf]ï
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(3)bn=[image: image314.wmf])
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[image: image315.wmf])
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；要使Tn＞[image: image316.wmf]32

m

总成立，需[image: image317.wmf]32

m

＜T1=[image: image318.wmf]4

1

成立，即m＜8且m∈Z，故适合条件的m的最大值为7.

6.解：(1)设数列{bn}的公差为d，由题意得：[image: image319.wmf]ï
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解得b1=1,d=3,
∴bn=3n－2.

(2)由bn=3n－2,知Sn=loga(1+1)+loga(1+[image: image320.wmf]4

1

)+…+loga(1+[image: image321.wmf]2

3
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=loga［(1+1)(1+[image: image322.wmf]4

1

)…(1+[image: image323.wmf]2
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)］，[image: image324.wmf]3

1

logabn+1=loga[image: image325.wmf]3
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.

因此要比较Sn与[image: image326.wmf]3

1

logabn+1的大小，可先比较(1+1)(1+[image: image327.wmf]4

1

)…(1+[image: image328.wmf]2
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)与[image: image329.wmf]3
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的大小，

取n=1时，有(1+1)＞[image: image330.wmf]3
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取n=2时，有(1+1)(1+[image: image331.wmf]4
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)＞[image: image332.wmf]3
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…

由此推测(1+1)(1+[image: image333.wmf]4
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)…(1+[image: image334.wmf]2
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)＞[image: image335.wmf]3
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①

若①式成立，则由对数函数性质可判定：

当a＞1时，Sn＞[image: image336.wmf]3

1

logabn+1，②      当0＜a＜1时，Sn＜[image: image337.wmf]3

1

logabn+1，③

下面用数学归纳法证明①式.

(ⅰ)当n=1时，已验证①式成立.

(ⅱ)假设当n=k时(k≥1），①式成立，即：

[image: image338.wmf]3
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.那么当n=k+1时，
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因而


这就是说①式当n=k+1时也成立. 由(ⅰ）(ⅱ）可知①式对任何正整数n都成立.

由此证得：当a＞1时，Sn＞[image: image340.wmf]3

1

logabn+1；当0＜a＜1时，Sn＜[image: image341.wmf]3

1

logabn+1.

7.解：(1)由S1=a1=1,S2=1+a2，得3t(1+a2)－(2t+3)=3t.

∴a2=[image: image342.wmf]t
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,
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.

又3tSn－(2t+3)Sn－1=3t，①

3tSn－1－(2t+3)Sn－2=3t
  ②

①－②得3tan－(2t+3)an－1=0.

∴[image: image343.wmf]t
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,n=2,3,4…,所以{an}是一个首项为1公比为[image: image344.wmf]t

t
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+

的等比数列；

(2)由f(t)=[image: image345.wmf]t

t
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=[image: image346.wmf]t
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+

,得bn=f([image: image347.wmf]1
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n

b

)=[image: image348.wmf]3

2

+bn－1
可见{bn}是一个首项为1，公差为[image: image349.wmf]3

2

的等差数列.于是bn=1+[image: image350.wmf]3

2

(n－1)=[image: image351.wmf]3
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n

;

(3)由bn=[image: image352.wmf]3
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n

,可知{b2n－1}和{b2n}是首项分别为1和[image: image353.wmf]3

5

，公差均为[image: image354.wmf]3

4

的等差数列，于是b2n=[image: image355.wmf]3

1

4

+

n

,∴b1b2－b2b3+b3b4－b4b5+…+b2n－1b2n－b2nb2n+1=b2(b1－b3)+b4(b3－b5)+…+b2n(b2n－1－b2n+1)=－[image: image356.wmf]3

4

(b2+b4+…+b2n)=－[image: image357.wmf]3

4

·[image: image358.wmf]2

1

n([image: image359.wmf]3

5

+[image: image360.wmf]3
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)=－[image: image361.wmf]9

4

(2n2+3n)

(六)不等式问题

不等式是中学数学的主要内容，涉及整个高中数学的各个部分。不等式的证明则是高中数学中对逻辑推理能力要求较高的内容，是中学数学的一个难点。近年来，虽然淡化了单纯的证明题，但是以能力立意与证明有关的综合题却频繁出现，尤其与一次函数，二次函数放在一起综合考查逻辑推理能力是考查的重要内容，且不等式的证明难度大，综合性强。

例1若a、b、c是实数，f(x)=ax2+bx+c，g(x)=ax+b, 当-1≤x≤1时,
|f(x)|≤1.  ⑴求证：|c|≤1  ⑵当|x|≤1时, |g(x)|≤2 ⑶设a>0,
当-1≤x≤1时, g(x)的最大值为2，求f(x).
证明：(1) 由条件知：|f(0)|=|c|≤1

(2) ∵g(x)=ax+b为一次函数, ∴要证：|g(x)|≤2, 则只需|g(-1)|≤2,|g(1)|≤2    而|g(1)|=|a+b|=|f(1)-c|≤|f(1)|+|c|≤2  |g(-1)|=|a-b|=|f(-1)-c|≤|f(-1)|+|c|≤2故当：|x|≤1时, |g(x)|≤2

(3) 因为a>0, 则g(x)在[-1,1]上是增函数, 当x=1时取最大值2, 即g(1)=2=a+b则：f(1)-f(0)=2,  又因为-1≤f(0)=f(1)-2≤1-2=-1, c=f(0)=-1，因为当-1≤x≤1时，|f(x)|≤1，即f(x)≥-1，由二次函数的性质知：直线x=0为f(x)图像的对称轴，由此得：-[image: image362.wmf]a

b

2

=0，即b=0，由a+b=2，得a=2，所以f(x)=2x2-1。

例2 设二次函数f(x)=ax2+bx+c(a>0),方程f(x)-x=0的两根x1、x2，满足

0<x1<x2<[image: image363.wmf]a

1


(1)当x[image: image364.wmf]Î

(0,x1)时，求证：x<f(x)<x1 ，

(2)设函数f(x)的图像关于直线x=x0对称，求证：x0<[image: image365.wmf]2

1

x

  

证明  （1） 令F(x)=f(x)-x  因为x1、x2是方程f(x)-x=0的两根，所以F(x)=a(x-x1)·(x-x2)   而x1<x2,  x[image: image366.wmf]Î

(0,x1)  故F(x)>0恒成立，即f(x)>x.

又f(x)-x1=a(x-x1)(x-x2)+x-x1  =(x-x1)[a(x-x2)+1] 因为0<x<x1<x2<[image: image367.wmf]a

1

  

所以：x1-x>0  1+a(x-x2)=1+ax-ax2>1-ax2>0得f(x)-x1<0  即f(x)<x1   故：x<f(x)<x1
（2）依题意知:x0= -[image: image368.wmf]a

b

2

,因为x1、x2是方程f(x)-x=0的根, 即x1、x2是方程ax2+(b-1)x+c=0的根,所以：x1+x2= [image: image369.wmf]a

b
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x0= -[image: image370.wmf]a
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 =[image: image371.wmf]a
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 =[image: image372.wmf]a
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1

-

+

 又因为ax2<1, 所以: x0< [image: image373.wmf]a

ax

2

1

=[image: image374.wmf]2

1

x

.

例3 设a为实数，函数f(x)=x2+|x－a|+1,x∈R.

(1)讨论f(x)的奇偶性；  (2)求f(x)的最小值.

解：(1)当a=0时，函数f(－x)=(－x)2+|－x|+1=f(x),此时f(x)为偶函数；当a≠0时，f(a)=a2+1,f(－a)=a2+2|a|+1,f(－a)≠f(a),f(－a)≠－f(a).此时函数f(x)既不是奇函数也不是偶函数.

(2)①当x≤a时，函数f(x)=x2－x+a+1=(x－[image: image375.wmf]2

1

)2+a+[image: image376.wmf]4

3

,若a≤[image: image377.wmf]2

1

,则函数f(x)在(－∞,a[image: image378.wmf]]

上单调递减，从而，函数f(x)在(－∞,a[image: image379.wmf]]

上的最小值为f(a)=a2+1.

若a>[image: image380.wmf]2

1

,则函数f(x)在(－∞,a[image: image381.wmf]]

上的最小值为f([image: image382.wmf]2

1

)=[image: image383.wmf]4

3

+a,且f([image: image384.wmf]2

1

)≤f(a).
②当x≥a时，函数f(x)=x2+x－a+1=(x+[image: image385.wmf]2

1

)2－a+[image: image386.wmf]4

3

;当a≤－[image: image387.wmf]2

1

时，则函数f(x)在［a,+∞[image: image388.wmf])

上的最小值为f(－[image: image389.wmf]2

1

)=[image: image390.wmf]4

3

－a,且f(－[image: image391.wmf]2

1

)≤f(a).若a>－[image: image392.wmf]2

1

,则函数f(x)在［a,+∞)上单调递增，从而，函数f(x)在［a,+∞)上的最小值为f(a)=a2+1.

综上，当a≤－[image: image393.wmf]2

1

时，函数f(x)的最小值是[image: image394.wmf]4

3

－a,当－[image: image395.wmf]2

1

＜a≤[image: image396.wmf]2

1

时，函数f(x)的最小值是a2+1;当a>[image: image397.wmf]2

1

时，函数f(x)的最小值是a +[image: image398.wmf]4

3

.

例4 已知二次函数f(x)=ax2+bx+c,当-1≤f(x)≤1时, |f(x)|≤1.

求证：(1) |c|≤1,|b|≤1,|a|≤2 (2) 当|x|≤2时, |f(x)|≤7

证明：(1) 由于当-1≤x≤1时, |f(x)|≤1.则|f(0)|≤1. 即|c|≤1. 

且       -1≤f(-1)≤1       即  -1≤a-b+c≤1  ①
-1≤f(1)≤1       即  -1≤a+b+c≤1  ②
①+②式得：-2≤2b≤2  即-1≤b≤1<===>|b|≤1

由①、②得：-1-c≤a-b≤1-c,  -1+c≤a+b≤1+c, 而-1≤c≤1==>
-2≤-1-c,   1+c≤2      故  -2≤a-b≤2,  -2≤a+b≤2   ===>
-4≤2a≤4,  即|a|≤2

(2)|f(2)|=|4a+2b+c|=|2(a+b+c)+2a-c|≤2|f(1)|+2|a|+|c|≤7

|f(-2)|=4a-2b+c|=|2(a-b+c)+2a-c|≤2|f(-1)|+2|a|+|c|≤7

当-2≤-[image: image399.wmf]a

b

2

≤2时,  |[image: image400.wmf]a

b

2

|≤2, 此时|f(-[image: image401.wmf]a

b

2

)|=|[image: image402.wmf]a

b

ac

4

4

2

-

|=|c-[image: image403.wmf]a

b

4

2

|

≤|c|+|[image: image404.wmf]a

b

4

2

|≤|c|+|[image: image405.wmf]a

b

4

|≤2≤7,故当|x|≤2时, |f(x)|≤7

例5若f(x)=ax2+bx+c(a、b∈R),在区间[0,1]上恒有|f(x)|≤1, 

(1) 对于所有这样的f(x),求|a|+|b|+|c|的最大值

(2) 试给出一个这样的f(x),使得|a|+|b|+|c|确实取到最大值

解:(1)由f(1)=a+b+c, f(0)=c ,f([image: image406.wmf]2

1

)=[image: image407.wmf]4

1

a+[image: image408.wmf]2

1

b+c,  可解得a=2f(1)-4f([image: image409.wmf]2

1

)+2f(0),
b=4f([image: image410.wmf]2

1

)-3f(0)-f(1),  c=f(0), 而|f(1)|≤1, |f(0)|≤1,  |f([image: image411.wmf]2

1

)|≤1

故  |a|+|b|+|c|=|2f(1)-4f([image: image412.wmf]2

1

)+2f(0)|+|4f([image: image413.wmf]2

1

)-3f(0)-f(1)|+|f(0)|
≤2|f(1)|+4f|([image: image414.wmf]2

1

)|+2|f(0)|+|4|f([image: image415.wmf]2

1

)|+3|f(0)|+|f(1)|+|f(0)|≤17

所以|a|+|b|+|c|的最大值为17

 由(1)知，上式取“=”的条件至少应满足: |f(0)|=1, |f(1)|=1, |f([image: image416.wmf]2

1

)|=1
故x=[image: image417.wmf]2

1

  应为函数y=f(x)的对称轴, 则可设f(x)=a(x-[image: image418.wmf]2

1

)2±1再将|f(0)|=1,
 |f(1)|=1代入检验得：f(x)=8x2-8x+1
例6已知关于x的二次方程x2+2mx+2m+1=0.

(1)若方程有两根，其中一根在区间(－1，0)内，另一根在区间(1，2)内，求m的范围.

(2)若方程两根均在区间(0，1)内，求m的范围.

解：(1)抛物线f(x)=x2+2mx+2m+1与x轴的交点分别在区间(－1，0)和(1，2)内，画出示意图，得
[image: image419.wmf]ï
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(2)据抛物线与x轴交点落在区间(0，1)内，列不等式组[image: image421.wmf]ï
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(这里0<－m<1是因为对称轴x=－m应在区间(0，1)内通过)

练习:

1已知二次函数 f(x)=ax2+bx+1(a，b∈R，a＞0)，设方程f(x)=x的两实数根为x1，x2.

(1)如果x1＜2＜x2＜4，设函数f(x)的对称轴为x=x0，求证x0＞－1；

(2)如果|x1|＜2，|x2－x1|=2，求b的取值范围.

2函数f(x)定义在R上对任意m、n恒有f(m+n)=f(m)·f(n)，当x＞0时，0＜f(x)＜1.

1)求证：f(0)=1，且当x＜0时，f(x)＞1；

2)求证：f(x)在R上单调递减；

3)设集合A={ (x，y)|f(x2)·f(y2)＞f(1)}，集合B={(x，y)|f(ax－y+2)=1，a ∈R}，若A∩B=[image: image423.wmf]Æ

，求a的取值范围.

3甲、乙两地相距S千米，汽车从甲地匀速驶到乙地，速度不得超过c千米/小时，已知汽车每小时的运输成本(以元为单位)由可变部分和固定部分组成，可变部分与速度v(km/h)的平方成正比，比例系数为b,固定部分为a元.

(1)把全程运输成本y(元)表示为v(km/h)的函数，并指出这个函数的定义域；

(2)为了使全程运输成本最小，汽车应以多大速度行驶？

4定义在(－1，1)上的函数f(x)满足①对任意x、y∈(－1,1),都有f(x)+f(y)=f([image: image424.wmf]xy

y

x

+

+

1

);②当x∈(－1,0)时，有f(x)>0.

求证：[image: image425.wmf])
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参考答案:

1(1)设g(x)=f(x)－x=ax2+(b－1)x+1，且x＞0.

∵x1＜2＜x2＜4，∴(x1－2)(x2－2)＜0，即x1x2＜2(x1+x2)－4，
[image: image426.wmf]1
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于是得


(2)由方程g(x)=ax2+(b－1)x+1=0可知x1·x2=[image: image427.wmf]a

1

＞0，所以x1，x2同号
1°若0＜x1＜2，则x2－x1=2，∴x2=x1+2＞2，∴g(2)＜0，即4a+2b－1＜0   ①

又(x2－x1)2=[image: image428.wmf]4

4

)

1

(

2

2

=

-

-

a

a

b

   ∴2a+1=[image: image429.wmf]1

)

1

(

2

+

-

b

 (∵a＞0)代入①式得，

2[image: image430.wmf]1

)

1

(

2

+

-

b

＜3－2b
  ②   解②得b＜[image: image431.wmf]4

1


2°若 －2＜x1＜0，则x2=－2+x1＜－2

∴g(－2)＜0，即4a－2b+3＜0
③    又2a+1=[image: image432.wmf]1

)

1

(

2

+

-

b

，代入③式得

2[image: image433.wmf]1

)

1

(

2

+

-

b

＜2b－1
④    解④得b＞[image: image434.wmf]4

7

.

综上，当0＜x1＜2时，b＜[image: image435.wmf]4

1

，当－2＜x1＜0时，b＞[image: image436.wmf]4

7

.

2(1)证明：令m＞0，n=0得：f(m)=f(m)·f(0).∵f(m)≠0，∴f(0)=1

取m=m，n=－m，(m＜0)，得f(0)=f(m)f(－m)

∴f(m)=[image: image437.wmf])

(

1

m

f

-

，∵m＜0，∴－m＞0，∴0＜f(－m)＜1，∴f(m)＞1

(2)证明：任取x1，x2∈R，则f(x1)－f(x2)=f(x1)－f［(x2－x1)+x1］

=f(x1)－f(x2－x1)·f(x1)=f(x1)［1－f(x2－x1)］，

∵f(x1)＞0，1－f(x2－x1)＞0，∴f(x1)＞f(x2)，

∴函数f(x)在R上为单调减函数.

(3)由[image: image438.wmf]î
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得

，由题意此不等式组无解，数形结合得：[image: image439.wmf]1

|

2

|

2

+

a

≥1，解得a2≤3   ∴a∈［－[image: image440.wmf]3

，[image: image441.wmf]3

］

3解：(1)依题意知，汽车从甲地匀速行驶到乙地所用时间为[image: image442.wmf]v

S

,全程运输成本为y=a·[image: image443.wmf]v

S

+bv2·[image: image444.wmf]v

S

=S([image: image445.wmf]v

a

+bv)   ∴所求函数及其定义域为y=S([image: image446.wmf]v

a

+bv),v∈(0,c[image: image447.wmf]]

.

(2)依题意知，S、a、b、v均为正数   ∴S([image: image448.wmf]v

a

+bv)≥2S[image: image449.wmf]ab

      ①

当且仅当[image: image450.wmf]v

a

=bv,即v=[image: image451.wmf]b

a

时，①式中等号成立.若[image: image452.wmf]b

a

≤c则当v=[image: image453.wmf]b

a

时，有ymin；

若[image: image454.wmf]b

a

>c,则当v∈(0,c[image: image455.wmf]]

时，有S([image: image456.wmf]v

a

+bv)－S([image: image457.wmf]c

a

+bc)
=S［([image: image458.wmf]v

a

－[image: image459.wmf]c

a

)+(bv－bc)］=[image: image460.wmf]vc

S

 (c－v)(a－bcv)∵c－v≥0,且c>bc2,∴a－bcv≥a－bc2>0

∴S([image: image461.wmf]v

a

+bv)≥S([image: image462.wmf]c

a

+bc),当且仅当v=c时等号成立，也即当v=c时，有ymin；

综上可知，为使全程运输成本y最小，当[image: image463.wmf]b

ab

≤c时，行驶速度应为v=[image: image464.wmf]b

ab

,当[image: image465.wmf]b

ab

>c时行驶速度应为v=c.

4证明：对f(x)+f(y)=f([image: image466.wmf]xy

y

x

+

+

1

)中的x,y,令x=y=0,得f(0)=0,再令y=－x,又得f(x)+f(－x)=f(0)=0,即f(－x)=－f(x),∴f(x)在x∈(－1,1)上是奇函数.设－1＜x1＜x2＜0,则f(x1)－f(x2)=f(x1)+f(－x2)=f([image: image467.wmf]2

1
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x
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),∵－1＜x1＜x2＜0,∴x1－x2＜0,1－x1x2>0.∴[image: image468.wmf]2

1
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-

＜0,于是由②知f([image: image469.wmf]2

1

2

1

1

x

x

x

x

-

-

)>0,从而f(x1)－f(x2)>0,即f(x1)>f(x2),故f(x)在x∈(－1,0)上是单调递减函数.根据奇函数的图象关于原点对称，知f(x)在x∈(0,1)上仍是递减函数，且f(x)＜0.

[image: image470.wmf].
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