

智浪教育—普惠英才文库  

2012年全国高中数学联赛

一、填空题：本大题共8小题，每小题8分，共64分．把答案填在题中的横线上．

1.设
[image: image1.wmf]P

是函数
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（
[image: image3.wmf]0
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）的图[image: image4.png]21 LR FIREE Grww. 21 enjy. com)



像上任意一点，过点
[image: image5.wmf]P

分别向

直线
[image: image6.wmf]yx

=

和
[image: image7.wmf]y

轴作垂线，垂足分别为
[image: image8.wmf],

AB

，则
[image: image9.wmf]PAPB
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的值是_____________.
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6.设
[image: image11.wmf]()
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是定义在
[image: image12.wmf]R

上的奇函数，且当
[image: image13.wmf]0
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时，
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．若对任意的
[image: image15.wmf][,2]
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，不等式
[image: image16.wmf]()2()

fxafx
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恒成立，则实数
[image: image17.wmf]a

的取值范围是_____________.
7．满[image: image18.png]21 LR FIREE Grww. 21 enjy. com)



足
[image: image19.wmf]11

sin
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的所有正整数
[image: image20.wmf]n

的和是_____________.

8．某情报站有
[image: image21.wmf],,,

ABCD

四种互不相同的密码，每周使用其中的一种密码，且每周都是从上周未使用的三种密码中等可能地随机选用一种．设第1周使用Ａ种密码，那么第7周也使用
[image: image22.wmf]A

种密码的概率是_____________.（用最简分数表示）

二、[image: image23.png]21 LR FIREE Grww. 21 enjy. com)



解答题：本大题共３小题，共５６分．解答应写出文字说明、推理过程或演算步骤．

9．（本小题满分16分）已知函数
[image: image24.wmf]131
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（1）若对任意
[image: image25.wmf]xR
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，都有
[image: image26.wmf]()0
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，求
[image: image27.wmf]a

的取值范围；

（2）若
[image: image28.wmf]2
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，且存在
[image: image29.wmf]xR
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，使[image: image30.png]21 LR FIREE Grww. 21 enjy. com)



得
[image: image31.wmf]()0
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，求
[image: image32.wmf]a

的取值范围．

10．（本小题满分２０分）已知数列
[image: image33.wmf]{
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的各项均为非零实数，且对于任意的[image: image34.png]21 LR FIREE Grww. 21 enjy. com)



正整数
[image: image35.wmf]n

，都有
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（1）当
[image: image37.wmf]3

n
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时，求所有满足条件的三项组成的数列
[image: image38.wmf]123
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（2）是否存在满足条件的无穷数列
[image: image39.wmf]{}

n

a

，使得
[image: image40.wmf]2013
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若存在，

求出这样的无穷数列的一个通项公式；若不存在，说明理由．

11．（本小题[image: image41.png]21 LR FIREE Grww. 21 enjy. com)



满分20分）

如图5，在平面直角坐标系
[image: image42.wmf]XOY

中，菱形
[image: image43.wmf]ABCD

的边长为
[image: image44.wmf]4

，且
[image: image45.wmf]6
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（1）求证：
[image: image46.wmf]||||
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（2）当点A在半[image: image47.png]21 LR FIREE Grww. 21 enjy. com)



圆
[image: image48.wmf]22
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（
[image: image49.wmf]24
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）上运动时，求

点
[image: image50.wmf]C

的轨迹．
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三、（本题满分50分）

设
[image: image52.wmf]012
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是平面上
[image: image53.wmf]1
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个点，它们两两间的距离的最小值为
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求证：
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四、（本题满分50分）

设
[image: image56.wmf]11
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，
[image: image57.wmf]n

是正整数．证明：对满足
[image: image58.wmf]01
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的任意实数
[image: image59.wmf],
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，数列
[image: image60.wmf]{[]}
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中有无穷多项属于
[image: image61.wmf](,)
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．这里，
[image: image62.wmf][]

x

表示不超过实数
[image: image63.wmf]x

的最大整数．

[来源:21世纪教育网]
2012年全国高中数学联赛一试及加试试题

参考答案及详细评分标准(A卷word版)

一、填空题：本大题共８小题，每小题８分，共６４分．把答案填在题中的横线上．

1． 设
[image: image64.wmf]P

是函数
[image: image65.wmf]2

yx

x
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（
[image: image66.wmf]0

x

>

）的图像上任意一点，过点
[image: image67.wmf]P

分别向直线
[image: image68.wmf]yx

=

和
[image: image69.wmf]y

轴作垂线，垂

足分别为
[image: image70.wmf],

AB

，则
[image: image71.wmf]PAPB
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的值是       ．
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2． 设
[image: image73.wmf]ABC

D

的内角
[image: image74.wmf],,

ABC

的对边分别为
[image: image75.wmf],,

abc

，且满足
[image: image76.wmf]3
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，

则
[image: image77.wmf]tan
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的值是                     [image: image78.png]21 LR FIREE Grww. 21 enjy. com)
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【答案】4
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[来源:21世纪教育网]
３．设
[image: image80.wmf],,[0,1]

xyz
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，则
[image: image81.wmf]||||||

Mxyyzzx

=-+-+-

的最大值是                   .

【答案】
[image: image82.wmf]21

+

[21世纪教育网]
【解析】不妨设
[image: image83.wmf]01,

xyz

££££

则
[image: image84.wmf].

Myxzyzx

=-+-+-


因为
[image: image85.wmf]2[()()]2().

yxzyyxzyzx
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所以
[image: image86.wmf]2()(21)21.
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当且仅当
[image: image87.wmf]1

,0,1,
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yxzyxzy
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时上式等号同时成立.故
[image: image88.wmf]max
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4.抛物线
[image: image89.wmf]2

2(0)

ypxp

=>

的焦点为
[image: image90.wmf]F

，准线为ｌ，
[image: image91.wmf],

AB

是抛物线上的两个动点，且满足
[image: image92.wmf]3

AFB

p
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．设线段ＡＢ的中点
[image: image93.wmf]M

在ｌ上的投影为
[image: image94.wmf]N

，则
[image: image95.wmf]||

||

MN

AB

的最大值是                      .

【答案】121世纪教育网
【解析】由抛物线的定义及梯形的中位线定理得
[image: image96.wmf].
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在
[image: image97.wmf]AFB
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中,由余弦定理得
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image101.wmf]2
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当且仅当
[image: image102.wmf]AFBF
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时等号成立.故
[image: image103.wmf]MN

AB

的最大值为1.

5．设同底的两个正三棱锥
[image: image104.wmf]PABC

-

和
[image: image105.wmf]QABC

-

内接于同一个球．若正三棱锥
[image: image106.wmf]PABC

-

的侧面与底面所成的角为
[image: image107.wmf]45

o

，则正三棱锥
[image: image108.wmf]QABC
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的侧面与底面所成角的正切值是                 ．
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6. 设
[image: image110.wmf]()

fx

是定义在
[image: image111.wmf]R

上的奇函数，且当
[image: image112.wmf]0

x

³

时，
[image: image113.wmf]()

fxx

2

=

．若对任意的
[image: image114.wmf][,2]

xaa
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，不等式
[image: image115.wmf]()2()

fxafx

+³

恒成立，则实数
[image: image116.wmf]a

的取值范围是     ．

【答案】[image: image117.png]21 LR FIREE Grww. 21 enjy. com)
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７．满足
[image: image120.wmf]11
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的所有正整数
[image: image121.wmf]n

的和是                   ．

【答案】33
【解析】由正弦函数的凸性,有当
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由此得
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[image: image126.wmf]11

sinsinsinsinsin.

13412111039

ppppp

<<<<<<


故满足
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的正整数
[image: image128.wmf]n

的所有值分别为
[image: image129.wmf]10,11,12,

它们的和为
[image: image130.wmf]33
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８．某情报站有
[image: image131.wmf],,,
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四种互不相同的密码，每周使用其中的一种密码，且每周都是从上周未使用的三种密码中等可能地随[image: image132.png]21 LR FIREE Grww. 21 enjy. com)



机选用一种．设第１周使用Ａ种密码，那么第７周也使用Ａ种密码的概率是               ．（用最简分数表示）
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二、解答题：本大题共３小题，共５６分．解答应写出文字说明、推理过程或演算步骤．

９．（本小题满分１６分）已知函数
[image: image134.wmf]131
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（１）若对任意
[image: image135.wmf]xR
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，都有
[image: image136.wmf]()0
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，求
[image: image137.wmf]a

的取值范围；

（２）若
[image: image138.wmf]2
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，且存在
[image: image139.wmf]xR
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，使得
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１０．（本小题满分２０分）已知数列
[image: image143.wmf]{
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的各项均为非零实数，且对于任意的正整数
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（１）当
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时，求所有满足条件的三项组成的[image: image147.png]21 LR FIREE Grww. 21 enjy. com)



数列
[image: image148.wmf]123
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（２）是否存在满足条件的无穷数列
[image: image149.wmf]{}
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，使得
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求出这样的无穷数列的一个通项公式；若不存在，说明理由．
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１１．（本小题满分２０分）

如图5，在平面直角坐标系
[image: image152.wmf]XOY

中，菱形
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的边长为
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，且
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：
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点
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析】因为
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定值)

(2)设
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故点
[image: image182.wmf]C

的轨迹是一条线段,其两个端点的坐标分别为
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2012年全国高中数学联赛加试试题（
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一、（本题满分４０分）21世纪教育网
如图，在锐角
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中，
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是
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证法一:令
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于
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为方程的特解.

把最小的正整数解记为
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证法二:由于
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