智浪教育—普惠英才文库

高中数学竞赛基本知识集锦

一、三角函数

常用公式

由于是讲竞赛，这里就不再重复过于基础的东西，例如六种三角函数之间的转换，两角和与差的三角函数，二倍角公式等等。但是由于现在的教材中常用公式删得太多，有些还是不能不写。先从最基础的开始（这些必须熟练掌握）：

半角公式
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积化和差
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和差化积
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万能公式
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三倍角公式
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二、某些特殊角的三角函数值

除了课本中的以外，还有一些
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三、三角函数求值

给出一个复杂的式子，要求化简。这样的题目经常考，而且一般化出来都是一个具体值。要熟练应用上面的常用式子，个人认为和差化积、积化和差是竞赛中最常用的，如果看到一些不常用的角，应当考虑用和差化积、积化和差，一般情况下直接使用不了的时候，可以考虑先乘一个三角函数，然后利用积化和差化简，最后再把这个三角函数除下去

举个例子

求值：
[image: image29.wmf]7

6

cos

7

4

cos

7

2

cos

p

p

p

+

+


提示：乘以
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，化简后再除下去。

求值：
[image: image31.wmf]°

°

-

°

+

°

80

sin

40

sin

50

cos

10

cos

2

2


来个复杂的

设n为正整数，求证
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另外这个题目也可以用复数的知识来解决，在复数的那一章节里再讲

四、三角不等式证明

最常用的公式一般就是：x为锐角，则
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例

求证：x为锐角，sinx+tanx<2x

设
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注：这个题目比较难

数列

关于数列的知识可以说怎么学怎么有，还好我们只是来了解竞赛中最基本的一些东西，不然我可写不完了。(
1给递推式求通项公式

(1)常见形式即一般求解方法

注：以下各种情况只需掌握方法即可，没有必要记住结果，否则数学就变成无意义的机械劳动了。

①
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若p=1，则显然是以a1为首项，q为公差的等差数列，

若p≠1，则两边同时加上
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显然是以
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1

-

+

p

q

a

为首项，p为公比的等比数列
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，其中f(n)不是常数

若p=1，则显然an=a1+
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若p≠1，则两边同时除以pn+1，变形为
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利用叠加法易得
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注：还有一些递推公式也可以用一般方法解决，但是其他情况我们一般使用其他更方便的方法，下面我们再介绍一些属于数学竞赛中的“高级方法”。

(2)不动点法

当f(x)=x时，x的取值称为不动点，不动点是我们在竞赛中解决递推式的基本方法。

典型例子：
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注：我感觉一般非用不动点不可的也就这个了，所以记住它的解法就足够了。

我们如果用一般方法解决此题也不是不可以，只是又要待定系数，又要求倒数之类的，太复杂，如果用不动点的方法，此题就很容易了

令
[image: image47.wmf]d

x

c

b

x

a

x

+

×

+

×

=

，即
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令此方程的两个根为x1，x2，

若x1=x2

则有
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其中P可以用待定系数法求解，然后再利用等差数列通项公式求解。

注：如果有能力，可以将p的表达式记住，p=
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若x1≠x2则有
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其中q可以用待定系数法求解，然后再利用等比数列通项公式求解。

注：如果有能力，可以将q的表达式记住，q=
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(3)特征根法

特征根法是专用来求线性递推式的好方法。

先来了解特征方程的一般例子，通过这个来学会使用特征方程。

①
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特征方程为x2=px+q，令其两根为x1，x2

则其通项公式为
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，A、B用待定系数法求得。

②
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特征方程为x3=px2+qx+r，令其三根为x1，x2，x3
则其通项公式为
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，A、B、C用待定系数法求得。

注：通过这两个例子我们应当能够得到特征方程解线性递归式的一般方法，可以试着写出对于一般线性递归式的特征方程和通项公式，鉴于3次以上的方程求解比较困难，且竞赛中也不多见，我们仅需掌握这两种就够了。

(4)数学归纳法

简单说就是根据前几项的规律猜出一个结果然后用数学归纳法去证。这样的题虽说有不少但是要提高不完全归纳的水平实在不易。大家应当都会用数学归纳法，因此这里不详细说了。但需要记得有这样一个方法，适当的时候可以拿出来用。

(5)联系三角函数

三角函数是个很奇妙的东西，看看下面的例子
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看起来似乎摸不着头脑，只需联系正切二倍角公式，马上就迎刃而解。

注：这需要我们对三角函数中的各种公式用得很熟，这样的题目竞赛书中能见到很多。

例

数列
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注：这个不太好看出来，试试大胆的猜想，然后去验证。

(6)迭代法

先了解迭代的含义
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f右上角的数字叫做迭代指数，其中
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再来了解复合的表示
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如果设
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，就可以将求F(x)的迭代转变为求f(x)的迭代。这个公式很容易证明。使用迭代法求值的基础。

而在数列中我们可以将递推式看成
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，因此求通项和求函数迭代就是一样的了。

我们尽量找到好的g(x)，以便让f(x)变得足够简单，这样求f(x)的n次迭代就很容易得到了。从而再得到F(x)的n次迭代式即为通项公式。

练习
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满足

已知数列

，试求数列的通项公式。

注：此题比较综合，需熟练掌握各种求通项公式的常用方法。

下面是我的一个原创题目

已知数列
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，求该数列的通项公式。

2数列求和

求和的方法很多，像裂项求和，错位相减等等，这些知识就算单纯应付高考也应该都掌握了，这里不再赘述。主要写竞赛中应当掌握的方法——阿贝尔恒等式。

阿贝尔（Abel）恒等式

有多种形式，最一般的是
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其中
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注：个人认为，掌握这一个就够了，当然还有更为一般的形式，但是不容易记，也不常用。Abel恒等式就是给出了一个新的求和方法。很多时候能简化不少。

例：假设
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计数问题

1抽屉原则

我第一次接触抽屉原则，是在一本奥赛书的答案上，有一步骤是：由抽屉原则可得……，于是我就问同学，什么是抽屉原则，同学告诉我，三个苹果放进两个抽屉，必有一个抽屉里至少有两个苹果。后来才发现，抽屉原则不只是这么简单的，它有着广泛的应用以及许多种不同的变形，下面简单介绍一下抽屉原则。

抽屉原则的常见形式

一，把n+k（k≥1）个物体以任意方式全部放入n个抽屉中，一定存在一个抽屉中至少有两个物体。

二，把mn+k（k≥1）个物体以任意方式全部放入n个抽屉中，一定存在一个抽屉中至少有m+1个物体。

三，把m1+m2+…+mn+k（k≥1）个物体以任意方式全部放入n个抽屉中，那么后在一个抽屉里至少放入了m1+1个物体，或在第二个抽屉里至少放入了m2+1个物体，……，或在第n个抽屉里至少放入了mn+1个物体

四，把m个物体以任意方式全部放入n个抽屉中，有两种情况：①当n|m时（n|m表示n整除m），一定存在一个抽屉中至少放入了
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个物体；②当n不能整除m时，一定存在一个抽屉中至少放入了[
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]+1个物体（[x]表示不超过x的最大整数）

五，把无穷多个元素分成有限类，则至少有一类包含无穷多个元素。

注：背下来上面的几种形式没有必要，但应当清楚这些形式虽然不同，却都表示的一个意思。理解它们的含义最重要。在各种竞赛题中，往往抽屉原则考得不少，但一般不会很明显的让人看出来，构造抽屉才是抽屉原则中最难的东西。一般来说，题目中一旦出现了“总有”“至少有”“总存在”之类的词，就暗示着我们：要构造抽屉了。

例：

从自然数1，2，3，…99，100这100个数中随意取出51个数来，求证：其中一定有两个数，它们中的一个是另一个的倍数.
用2种颜色涂5×5共25个小方格，证明：必有一个四角同色的矩形出现.
2容斥原理

容斥原理常常使用，其实说简单点，就是从多的往下减，减过头了在加回来，又加多了再减，减多了再加……，最终得到正确结果。对于计数中容易出现重复的题目，我们常常采用容斥原理，去掉重复的情况。

容斥原理基本形式：
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其中|A|表示集合A中元素的个数。

例：

在不大于2004的正整数中，至少可被3,5,7之一整除？

由数字1，2，3，4，5组成的n位数，要求n位数中这五个数字每个至少出现一次，求所有这种n位数的个数。

3递推方法

许多竞赛题目正面计算十分困难，于是我们避开正面计算，先考虑n-1时的情况，在计算n时的情况比n-1时的情况增添了多少，然后写出一个递推式，这样就可以利用数列的知识进行解决，但一般要求根据递推式求通项的能力要比较强，是和擅长数列的同学使用。没什么具体解释，多多练习吧

例

设m为大于1的正整数，数列{an}满足：a1+a2+……+an模m余0，0<ai<m（i=1，2……n）。试求满足上述条件的不同数列{an}的个数。

4映射计数

个人认为映射计数绝对是计数方法中最经典的一种，常常能将复杂至极的问题简单化，变成人人都会做的普通题目。但是想熟练掌握往往是不容易的，要求有大量的习题积累，才能形成建立映射的能力。

明确概念：对于y=f(x)

单射：不同的x对应不同的y，即|x|≤|y|

满射：每个y至少有一个x映射，即|x|≥|y|

双射：即是单射又是满射，即|x|=|y|

倍数映射：|x|=m|y|     
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注：双射即通常说的一一映射，有的人将双射理解为m=2的倍数映射或其他映射，这是不对的。不要从感觉上去理解。双射应当是“单射”“满射”的综合。

利用映射解题，一般是建立双射，将要证明的问题转化为其他的问题，但是计算总数不变。而我们不仅要会建立双射，也应会建立单射和满射，因为显然建立单射和满射是证明不等关系的极好方法，不可以忽略。利用倍数映射解决的题目，我目前还没遇到多少，但还是要时刻记着有这样一种方法。

一，建立双射

例

集合{1，2，……，2004}有多少个元素和为奇数的子集？

将正整数n写成若干个1与若干个2之和，和项的顺序不同认为是不同的写法，所有写法的种数记为A(n)；将正整数n写成若干个大于1的正整数之和，和项顺序不同认为是不同的写法，所有写法的种数记为B(n)，求证：A(n)=B(n+2)

注：此题即为很好的映射计数例子。因为即便不用映射我们可以把A(n)求出来，再把B(n+2)求出来，然后比较后会发现两者相等，但这显然是超大工作量，如果使用了映射计数，我们只需用一些技巧，在A(n)和B(n+2)中建立双射，此题即得到证明。

二，建立单射或满射

例

设n为正整数，我们称{1,2,…,2n}的一个排列{x1，x2,…,x2n}具有性质P：如果存在1≤i≤2n-1，使得|xi-xi+1|=n，求证：对任何n，具有性质P的排列比不具有性质P的排列个数多。

注：映射计数可能会有一定难度，如果觉得掌握不了也不要灰心，只要多练，时间一长自然就会了。

不等式与最值

1平均不等式

设
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调和平均值：
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几何平均值：
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算术平均值：
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方幂平均值：
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等号成立当且仅当
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注意：运用平均不等式需注意各项均为正数！

题外话：有很多同学十分“痛恨”
[image: image90.wmf]Õ
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这两个符号，总是看不懂，其实这两个符号是绝对好用的，并且以后会常常遇到，在大学课本中更是家常便饭，多看几次自然也就习惯了。

例题：


[image: image91.wmf]，

，且

1

,

,

,

=

+

+

+

Î

+

d

c

b

a

R

d

c

b

a

求证：
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分析：

为了凑出a+b+c+d，以便充分利用条件，将4a+1,4b+1,4c+1,4d+1视作整体，利用平均不等式。

2柯西不等式及其变形

设
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(i=1,2,…,n)，则
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其中等号成立，当且仅当
[image: image95.wmf]i
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注：这个式子在竞赛中极为常用，只需简记为“积和方小于方和积”。等号成立条件比较特殊，要牢记。此外应注意在这个式子里不要求各项均是正数，因此应用范围较广。

常用变形一：
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(i=1,2,…,n)，则
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注：要求bi为正数

常用变形二：

若
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(i=1,2,…,n)，则
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注：要求ai，bi均为正数。当然，这两个式子虽常用，但是记不记并不太重要，只要将柯西不等式原始的式子记得很熟，这两个式子其实是一眼就能看出来的，这就要求我们对柯西不等式要做到活学活用。

例：

若
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的最小值。并指出等号成立的条件。

分析：

由于a,b,c,d各项系数不同，而且既有1次项，又有2次项，显然要用柯西不等式。而且使用柯西不等式不受-7c这项的影响。使用时，注意写明等号成立条件，检验最小值能否取到。

柯西不等式推广——赫尔德不等式

若
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(i=1,2,…,n)，p>1，q>1且
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注：这个式子成立的前提挺多，不难看出当p=q=2时，这个式子即为柯西不等式。

3排序不等式

4琴生不等式

首先来了解凸函数的定义

一般的，设f(x)是定义在(a,b)内的函数如果对于定义域内的任意两数x1，x2都有
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则称f(x)是(a,b)内的下凸函数，一般说的凸函数，也就是下凸函数，例如y=x2，从图像上即可看出是下凸函数，也不难证明其满足上述不等式。如果对于某一函数上述不等式的等号总是不能成立，则称此函数为严格凸函数。

注：凸函数的定义为我们提供了极为方便地证明一个函数为凸函数的方法。这个方法经常使用。此外利用二阶求导也可以判断一个函数为凸函数，凸函数的二阶导数是非负数。

凸函数具有的常用性质

性质一：

对于(a,b)内的凸函数f(x)，有
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注：此即常说的琴生不等式

性质二：加权的琴生不等式

对于(a,b)内的凸函数，若
[image: image106.wmf]1

1

=

å

=

n

i

i

a

，则


[image: image107.wmf](

)

å

å

=

=

£

÷

ø

ö

ç

è

æ

n

i

i

i

n

i

i

i

x

f

a

x

a

f

1

1


注：加权琴生不等式很重要，当
[image: image108.wmf]n
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时，即为原始的琴生不等式。

注：另外，对于上面有关凸函数和琴生不等式的部分，如果将不等号全部反向，则得到的便是凹函数，以及凹函数的琴生不等式。

例

设xi>0（i=1,2,…,n），
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，求证：
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注：不仅要用琴生不等式，注意知识综合利用。

5利用二次函数的性质

一般来说，许多题目是涉及x，y，z三个量的证明题，由于二次函数的性质十分好用，因此凑出一个关于其中一个字母的二次函数，进而利用二次函数的性质可以解决最值问题。

例

设x,y,z≥0，且x+y+z=1，求xy+yz+zx-3xyz的最大最小值。

提示：

将x=1-y-z代入，整理成关于y的二次函数，最值即为
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，整理后不难得到z=0和z=1式分别取到最大值
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和最小值0，然后只需举一例证明能够取到即可。
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