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一、整体法 

方法简介 

整体是以物体系统为研究对象，从整体或全过程去把握物理现象的本质和规律，是一

种把具有相互联系、相互依赖、相互制约、相互作用的多个物体，多个状态，或者多个物

理变化过程组合作为一个融洽加以研究的思维形式。整体思维是一种综合思维，也可以说

是一种综合思维，也是多种思维的高度综合，层次深、理论性强、运用价值高。因此在物

理研究与学习中善于运用整体研究分析、处理和解决问题，一方面表现为知识的综合贯通，

另一方面表现为思维的有机组合。灵活运用整体思维可以产生不同凡响的效果，显现“变”

的魅力，把物理问题变繁为简、变难为易。 

赛题精讲 

例 1：如图 1—1所示，人和车的质量分别为m和M ，
人用水平力 F 拉绳子，图中两端绳子均处于水平方向，

不计滑轮质量及摩擦，若人和车保持相对静止，且水平

地面是光滑的，则车的加速度为          。 
解析：要求车的加速度，似乎需将车隔离出来才能

求解，事实上，人和车保持相对静止，即人和车有相同

的加速度，所以可将人和车看做一个整体，对整体用牛

顿第二定律求解即可。 
将人和车整体作为研究对象，整体受到重力、水平面的支持力和两条绳的拉力。在竖

直方向重力与支持力平衡，水平方向绳的拉力为 2F ，所以有： 

2F = (M + m)a ，解得：a = 2F
M m+

 

例 2：用轻质细线把两个质量未知的小球悬挂起来，如图 1—2 所示，今对小球 a 持续

施加一个向左偏下 30°的恒力，并对小球 b 持续施加一个向右偏上 30°的同样大小的恒

力，最后达到平衡，表示平衡状态的图可能是（    ） 

 

 
解析：表示平衡状态的图是哪一个，关键是要求出两条轻质细绳对小球 a 和小球 b 的

拉力的方向，只要拉力方向求出后，。图就确定了。 

智浪教育—普惠英才文库
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先以小球 a 、b 及连线组成的系统为研究对象，系统共受五个力的作用，即两个重力

(ma + mb)g ，作用在两个小球上的恒力 Fa 、Fb 和上端细线对系统的拉力 T1 。因为系统处

于平衡状态，所受合力必为零，由于 Fa 、Fb 大小相等，方向相反，可以抵消，而(ma + mb)g
的方向竖直向下，所以悬线对系统的拉力 T1的方向必然竖直向上。再以 b 球为研究对象，

b 球在重力 mbg 、恒力 Fb和连线拉力 T2三个力的作用下处于平衡状态，已知恒力向右偏

上 30°，重力竖直向下，所以平衡时连线拉力 T2的方向必与恒力 Fb和重力 mbg 的合力方

向相反，如图所示，故应选 A 。 
例 3：有一个直角架 AOB ，

OA 水平放置，表面粗糙，OB 竖

直向下，表面光滑，OA 上套有小

环 P ，OB 上套有小环 Q ，两个

环的质量均为 m，两环间由一根质

量可忽略、不何伸长的细绳相连，

并在某一位置平衡，如图 1—4 所

示。现将 P 环向左移动一段距离，

两环再次达到平衡，那么将移动后

的平衡状态和原来的平衡状态相比，OA 杆对 P 环的支持力 N 和细绳上的拉力 T 的变化情

况是（    ） 
A．N 不变，T 变大  B．N 不变，T 变小 
C．N 变大，T 变小  D．N 变大，T 变大 
解析：先把 P、Q 看成一个整体，受力如图 1—4—甲所示，则

绳对两环的拉力为内力，不必考虑，又因 OB 杆光滑，则杆在竖直

方向上对 Q 无力的作用，所以整体在竖直方向上只受重力和 OA 杆

对它的支持力，所以 N 不变，始终等于 P 、Q 的重力之和。再以 Q
为研究对象，因 OB 杆光滑，所以细绳拉力的竖直分量等于 Q 环的

重力，当 P 环向左移动一段距离后，发现细绳和竖直方向夹角 a 变

小，所以在细绳拉力的竖直分量不变的情况下，拉力 T 应变小。由

以上分析可知应选 B 。 
例 4：如图 1—5 所示，质量为 M 的劈块，其左

右劈面的倾角分别为 θ1 = 30°、θ2 = 45°，质量分别

为 m1 = 3 kg 和 m2 = 2.0kg 的两物块，同时分别从左

右劈面的顶端从静止开始下滑，劈块始终与水平面保

持相对静止，各相互接触面之间的动摩擦因数均为μ = 
0.20 ，求两物块下滑过程中(m1 和 m2 均未达到底端)
劈块受到地面的摩擦力。（g = 10m/s2） 

解析：选 M 、m1 和 m2 构成的整体为研究对象，把在相同时间内，M 保持静止，m1

和 m2 分别以不同的加速度下滑三个过程视为一个整体过程来研究。根据各种性质的力产

生的条件，在水平方向，整体除受到地面的静摩擦力外，不可能再受到其他力；如果受到

静摩擦力，那么此力便是整体在水平方向受到的合外力。 



高中物理奥赛经典 

 整体法第 3页（共 13页）

根据系统牛顿第二定律，取水平向左的方向为正方向，则有： 
F 合 x = Ma′+ m1a1x－m2a2x 
其中 a′、a1x 和 a2x分别为 M 、m1和 m2 在水平方向的加速度的大小，而 a′= 0 ，

a1x = g (sin30°－μcos30°) ⋅ cos30° ，a2x = g (sin45°－μcos45°) ⋅ cos45° 。所以： 
F 合 = m1g (sin30°－μcos30°) ⋅ cos30°－m2g (sin45°－μcos45°) ⋅ cos45°  

= 3 ×10×( 1
2
－0.2× 3

2
)× 3

2
－2.0×10×( 2

2
－0.3× 2

2
)× 2

2
=－2.3N 

负号表示整体在水平方向受到的合外力的方向与选定的正方向相反。所以劈块受到地

面的摩擦力的大小为 2。3N，方向水平向右。 
例 5：如图 1—6 所示，质量为

M 的平板小车放在倾角为 θ的光滑

斜面上（斜面固定），一质量为 m
的人在车上沿平板向下运动时，车

恰好静止，求人的加速度。 
解析：以人、车整体为研究对

象，根据系统牛顿运动定律求解。

如图 1—6—甲，由系统牛顿第二定

律得： 
(M + m)gsinθ = ma 

解得人的加速度为 a = M m
m
+ gsinθ 

例 6：如图 1—7 所示，质量 M = 10kg 的木块 ABC
静置 于粗糙的水平地面上，滑动摩擦因数 μ = 0.02 ，在

木块的倾角 θ为 30°的斜面上，有一质量 m = 1.0kg 的物

块静止开始沿斜面下滑，当滑行路程 s = 1.4m 时，其速度

v = 1.4m/s ，在这个过程中木块没有动，求地面对木块的

摩擦力的大小和方向。（重力加速度取 g = 10/s2） 
解析：物块 m 由静止开始沿木块的斜面下滑，受重力、弹力、摩擦力，在这三个恒力

的作用下做匀加速直线运动，由运动学公式可以求出下滑的加速度，物块 m 是处于不平衡

状态，说明木块 M 一定受到地面给它的摩察力，其大小、方向可根据力的平衡条件求解。

此题也可以将物块 m 、木块 M 视为一个整体，根据系统的牛顿第二定律求解。 
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由运动学公式得物块 m 沿斜面下滑的加速度： 

a =
2 2
t 0v v
2s
− =

2
tv

2s
=

21.4
2 1.4×

= 0.7m/s2 

以 m 和 M 为研究对象，受力如图 1—7—甲所示。由系统的牛顿第二定律可解得地面

对木块 M 的摩擦力为 f = macosθ = 0.61N ，方向水平向左。 
例 7：有一轻质木板 AB 长为 L ，A 端用铰链固定在竖直墙上，另一端用水平轻绳 CB

拉住。板上依次放着 A 、B 、C 三个圆柱体，半径均为 r ，重均为 G ，木板与墙的夹角

为 θ ，如图 1—8 所示，不计一切摩擦，求 BC 绳上的张力。 
解析：以木板为研究对象，木板处于力矩平衡状态，若分别以圆柱体 A 、B 、C 为

研究对象，求 A 、B 、C 对木板的压力，非常麻烦，且容易出错。若将 A 、B 、C 整体

作为研究对象，则会使问题简单化。 
以 A 、B 、C 整体为研究对象，整体受到重力 3G 、木板的支持力 F 和墙对整体的

支持力 FN ，其中重力的方向竖直向下，如图 1—8—甲所示。合重力经过圆柱 B 的轴心，

墙的支持力 FN 垂直于墙面，并经过圆柱 C 的轴心，木板给的支持力 F 垂直于木板。由于

整体处于平衡状态，此三力不平行必共点，即木板给的支持力

F 必然过合重力墙的支持力 FN 的交点。 

根据共点力平衡的条件：ΣF = 0 ，可得：F = 3G
sinθ

。 

由几何关系可求出 F 的力臂  L = 2rsin2θ + r
sinθ

+ r·cotθ 

以木板为研究对象，受力如图 1—8—乙所示，选 A 点为

转轴，根据力矩平衡条件 ΣM = 0 ，有：F ⋅ L = T ⋅ Lcosθ 

即：

2 13Gr(2sin cot )
sin

sin

θ+ + θ
θ

θ
= T ⋅ Lcosθ 

解得绳 CB 的张力：T = 3Gr
L

(2tanθ +
2

1 cos
sin cos

+ θ
θ⋅ θ

) 

例 8：质量为 1.0kg 的小球从高 20m 处自由下落到软垫上，反弹后上升的最大高度为

5.0m ，小球与软垫接触的时间为 1.0s ，在接触时间内小球受合力的冲量大小为（空气阻

力不计，取 g = 10m/s2） （    ） 
A．10N ⋅ s B．20 N ⋅ s C．30 N ⋅ s  D．40 N ⋅ s 
解析：小球从静止释放后，经下落、接触软垫、反弹上升三

个过程后到达最高点。动量没有变化，初、末动量均为零，如图

1—9 所示。这时不要分开过程求解，而是要把小球运动的三个过

程作为一个整体来求解。 
设小球与软垫接触时间内小球受到合力的冲量大小为 I ，下

落高度为 H1 ，下落时间为 t1 ，接触反弹上升的高度为 H2 ，上

升的时间为 t2 ，则以竖直向上为正方向，根据动量定理得： 
－mg ⋅ t1 + I－mg ⋅ t2 = 0 

 

图 1—8 乙 

图 1—9 
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而 t1 = 12H
g

，t2 = 22H
g

 

故：I = m( 12gH + 22gH ) = 30N ⋅ s 

答案：C 
例 9：总质量为 M 的列车以匀速率 v0 在平直轨道上行驶，各车厢受的阻力都是车重

的 k 倍，而与车速无关。某时刻列车后部质量为 m 的车厢脱钩，而机车的牵引力不变，则

脱钩的车厢刚停下的瞬间，前面列车的速度是多少？ 
解析：此题求脱钩的车厢刚停下的瞬间，前面列车的速度，就机车来说，在车厢脱钩

后，开始做匀加速直线运动，而脱钩后的车厢做匀减速运动，由此可见，求机车的速度可

用匀变速直线运动公式和牛顿第二定律求解。 
现在若把整个列车当作一个整体，整个列车在脱钩前后所受合外力都为零，所以整个

列车动量守恒，因而可用动量守恒定律求解。 
根据动量守恒定律，得：Mv0 = (M－m)V 

即：V = 0Mv
M m−

 

即脱钩的车厢刚停下的瞬间，前面列车的速度为 0Mv
M m−

。 

【说明】显然此题用整体法以列车整体为研究对象，应用动量守恒定律求解比用运动

学公式和牛顿第二定律求简单、快速。 
例 10：总质量为 M 的列车沿水平直轨道匀速前进，其末节车厢质量为 m ，中途脱钩，

司机发觉时，机车已走了距离 L ，于是立即关闭油门，撤去牵引力，设运动中阻力与质量

成正比，机车的牵引力是恒定的，求，当列车两部分 都静止时，它们的距离是多少？ 
解析：本题若分别以机车和末节车厢为研究对象用运动学、牛顿第二定律求解，比较

复杂，若以整体为研究对象，研究整个过程，则比较简单。 
假设末节车厢刚脱钩时，机车就撤去牵引力，则机车与末节车厢同时减速，因为阻力

与质量成正比，减速过程中它们的加速度相同，所以同时停止，它们之间无位移差。事实

是机车多走了距离 L 才关闭油门，相应的牵引力对机车多做了 FL 的功，这就要求机车相

对于末节车厢多走一段距离 ΔS ，依靠摩擦力做功，将因牵引力多做功而增加的动能消耗

掉，使机车与末节车厢最后达到相同的静止状态。所以有： 
FL = f ⋅ ΔS 
其中 F = μMg ， f = μ(M－m)g 

代入上式得两部分都静止时，它们之间的距离：ΔS = ML
M m−

 

例 11：如图 1—10 所示，细绳绕过两个定滑轮 A 和 B ，在两端各挂 个重为 P 的物

体，现在 A 、B 的中点 C 处挂一个重为 Q 的小球，Q＜2P ，求小球可能下降的最大距离

h 。已知 AB 的长为 2L ，不讲滑轮和绳之间的摩擦力及绳的质量。 
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解析：选小球 Q 和两重物 P 构成的整体为研究对象，该整体的速率从零开始逐渐增为

最大，紧接着从最大又逐渐减小为零（此时小球下降的距离最大为 h），如图 1—10—甲。

在整过程中，只有重力做功，机械能守恒。 
因重为 Q 的小球可能下降的最大距离为 h ，所以重为 P 的两物体分别上升的最大距

离均为： 2 2h L+ －L 

考虑到整体初、末位置的速率均为零，故根据机械能守恒定律知，重为 Q 的小球重力

势能的减少量等于重为 P 的两个物体重力势能的增加量，即： 

Qh = 2P ( 2 2h L+ －L) 

从而解得：h =
2 2

2 2

2PL( 8P Q Q
Q 4P

− −
−

 

例 12：如图 1—11 所示，三个带电小球质量相等，

均静止在光滑的水平面上，若只释放 A 球，它有加速

度 aA = 1m/s2 ，方向向右；若只释放 B 球，它有加速

度 aB = 3m/s2 ，方向向左；若只释放 C 球，求 C 的加

速度 aC 。 
解析：只释放一个球与同时释放三个球时，每球所受的库仑力相同。而若同时释放三

个球，则三球组成的系统所受合外力为 0，由此根据系统牛顿运动定律求解。 
把 A 、B 、C 三个小球看成一个整体，根据系统牛顿运动定律知，系统沿水平方向

所受合外力等于系统内各物体沿水平方向产生加速度所需力的代数和，由此可得： 
maA + maB + maC = 0 
规定向右为正方向，可解得 C 球的加速度： 
aC =－(aA + aB) =－(1－3) = 2m/s2 
方向水平向右： 
例 13：如图 1—12 所示，内有 a 、b 两个光滑活塞的圆柱形金属容器，其底面固定在

水平地板上，活塞将容器分为 A 、B 两部分，两部分中均盛有温度相同的同种理想气体，

平衡时，A 、B 气体柱的高度分别为 hA = 10cm ， hB = 20cm ， 两活塞的重力均忽略不

计，活塞的横截面积 S = 1.0×10－3m2 。 现用竖直向上的力 F 拉活塞 a ， 使其缓慢地向

上移动 Δh = 3.0cm ，时，活塞 a 、b 均恰好处于静止状态，环境温度保护不变，求： 
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（1）活塞 a 、b 均处于静止平衡时拉力 F 多大？ 
（2）活塞 a 向上移动 3.0cm 的过程中，活塞 b 移动了多少？

（外界大气压强为 p0 = 1.0×105Pa） 
解析：针对题设特点，A 、B 为同温度、同种理想气体，可选

A 、B 两部分气体构成的整体为研究对象，并把两部分气体在一同

时间内分别做等温变化的过程视为同一整体过程来研究。 
（1）根据波意耳定律，p1V1 = p2V2得：p0(10 + 20)S = p′(10 + 20 + 3.0)S′ 

从而解得整体末态的压强为 p′= 10
11

p0 

再以活塞 a 为研究对象，其受力分析如图 1—12 甲所示，因活塞 a 处于平衡状态，故

有：F + p′S = p0S 
从而解得拉力： 

F = (p0－p′)S = (p0－
10
11

p0)S = 1
11

p0S = 1
11

×1.0×105×1.0×10－3 

= 9.1N 
（2）因初态 A 、B 两气体的压强相同，温度相同，分子密度相

同，末态两气体的压强相同，温度相同，分子密度相同，故部分气体

体积变化跟整体气体体积变化之比，必然跟原来它们的体积成正比，

即： 

Bh
h

Δ
Δ

= B

A B

h
h h+

 

所以活塞 b 移动的距离：ΔhB = B

A B

h
h h+

Δh = 20
10 20+

×3.0 = 2.0cm 

例 14：一个质量可不计的活塞将一定量的理想气体封

闭在上端开口的直立圆筒形气缸内，活塞上堆放着铁砂，如

图 1—13 所示，最初活塞搁置在气缸内壁的固定卡环上，气

体柱的高度为 H0 ，压强等于大气压强 p0 。现对气体缓慢

加热，当气体温度升高了 ΔT = 60K 时，活塞（及铁砂）开

始离开卡环而上升。继续加热直到气柱高度为 H1 = 1.5H0 。
此后，在维持温度不变的条件下逐渐取走铁砂，直到铁砂全

部取走时，气柱高度变为 H2 = 1.8H0 ，求此时气体的温度。

（不计活塞与气缸之间的摩擦） 
解析：气缸内气体的状态变化可分为三个过程：等容变化→等压变化→等温变化；因

为气体的初态压强等于大气压 p0 ，最后铁砂全部取走后气体的压强也等于大气压 p0 ，所

以从整状态变化来看可相当于一个等压变化，故将这三个过程当作一个研究过程。 

根据盖·吕萨克定律： 0

1

H S
T

= 2

2

H S
T

           ① 

再隔离气体的状态变化过程，从活塞开始离开卡环到把温度升到 H1 时，气体做等压
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变化，有： 0

1

H S
T T+ Δ

= 1

2

H S
T

                      ② 

解①、②两式代入为数据可得：T2=540K 
例 15：一根对称的“∧”形玻璃管置于竖直平面内，

管所有空间有竖直向上的匀强电场，带正电的小球在管内从

A 点由静止开始运动，且与管壁的动摩擦因数为 μ ，小球

在 B 端与管作用时无能量损失，管与水平面间夹角为 θ ，
AB 长 L ，如图 1—14 所示，求从 A 开始，小球运动的总

路程是多少？（设小球受的电场力大于重力） 
解析：小球小球从 A 端开始运动后共受四个力作用，

电场力为 qE、重力 mg、管壁 支持力 N、摩擦力 f，由于在

起始点 A 小球处于不平衡状态，因此在斜管上任何位置都是不平衡的，小球将做在“∧”

管内做往复运动，最后停在 B 处。若以整个运动过程为研究对象，将使问题简化。 
以小球为研究对象，受力如图 1—14 甲所示，由于电场力和重力做

功与路径无关，而摩擦力做功与路径有关，设小球运动的总路程为 s，由

动能定理得： 
qELsinθ－mgLsinθ－fs = 0                ① 
又因为 f = μN                       ② 
N = (qE－mg)cosθ                       ③ 

所以由以上三式联立可解得小球运动的总路程：s = L tan θ
μ

 

例 16：两根相距 d = 0.20m 的平行金属长导轨固定在同一水平面内，并处于竖直方向

的匀强磁场中，磁场的磁感应强度 B = 0.2T ，导轨上面横放着两条金属细杆，构成矩形回

路，每条金属细杆的电阻为 r = 0.25Ω ，回路中其余部分的电阻可不计。已知两金属细杆

在平行于导轨的拉力的作用下沿导轨朝相反方向匀速平移，速度大小都是 v = 5.0m/s ，如

图 1—15 所示。不计导轨上的摩擦。 
（1）求作用于每条金属细杆的拉力的大小； 
（2）求两金属细杆在间距增加 0.40m 的滑动过程

中共产生的热量。 
解析：本题是电磁感应问题，以两条细杆组成的回

路整体为研究对象，从力的角度看，细杆匀速移动，拉

力跟安培力大小相等。从能量的角度看，外力做功全部转化为电能，电又全部转化为内能。

根据导线切割磁感线产生感应电动势公式得：ε 总 = 2BLv 

从而回路电流：I = 2Blv
2r

 

由于匀速运动，细杆拉力：F = F 安 = BIl =
2 2B l v
r

= 3.2×10－2N 

根据能量守恒有：Q = Pt = 2Fvt = Fs = 1.28×10－2J 
即共产生的热量为 1.28×10－2J 。 
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例 17：两金属杆 ab 和 cd 长均为 l ，电阻均为 R，质量分别为 M 和 m ， M＞m 。 用
两根质量和电阻均可忽略的不可伸长的柔软导线将它们连成闭合回路，并悬挂在水平、光

滑、不导电的圆棒两侧。两金属杆都处在水平位置，如图 1—16
所示。整个装置处在一与回路平面相垂直的匀强磁场中，磁感应

强度为 B。若金属杆 ab 正好匀速向下运动，求运动的速度。 
解析：本题属电磁感应的平衡问题，确定绳上的拉力，可选

两杆整体为研究对，确定感应电流可选整个回路为研究对象，确

定安培力可选一根杆为研究对象。设匀强磁场垂直回路平面向

外，绳对杆的拉力为 T，以两杆为研究对象，受力如 1—16 甲所

示。因两杆匀速移动，由整体平衡条件得： 
4T = (M + m)g                  ① 
对整个回路由欧姆定律和法拉第电磁感应定律得： 

I = BlV
2R

                        ② 

对 ab 杆，由于杆做匀速运动，受力平衡： 
BIl + 2T－Mg = 0                ③ 

联立①②③三式解得：v =
2 2

(M m)gR
2B l
−  

针对训练 

1．质量为 m 的小猫，静止于很长的质量为 M 的吊杆上，如图 1—17 所示。在吊杆上

端悬线断开的同时，小猫往上爬，若猫的高度不变，求吊杆的加速度。（设吊杆下端离地

面足够高） 

 
图 1—17 图 1—18 

2．一粒钢珠从静止状态开始自由下落，然后陷入泥潭中，若把在空中下落的过程称

为过程 I ，进入泥潭直到停止的过程称为过程 II ，则（    ） 
A、过程 I 中钢珠动量的改变量等于它重力的冲量 
B、过程 II 中阻力的冲量的大小等于全过程中重力冲量的大小 
C、过程 II 中钢珠克服阻力所做的功等于过程 I 与过程 II 中钢珠所减少的重力势能之

和 

 



高中物理奥赛经典 

 整体法第 10 页（共 13 页）

D、过程 II 中损失的机械能等于过程 I 中钢珠所增加的动能 

3．质量为 m 的运动员站在质量为
m
2
的均匀长板 AB 的中点，板位于水平面上，可绕

通过 B 点的水平轴转动，板的 A 端系有轻绳，轻绳的另一端绕过两个定滑轮后，握在运

动员手中。当运动员用力拉绳时，滑轮两侧的绳子都保持在竖直方向，如图 1—18 所示。

要使板的 A 端离开地面，运动员作用于绳子的最小拉力是        。 
4．如图 1—19，一质量为 M 的长木板静止在光滑水平桌面

上。一质量为 m 的小滑块以水平速度 v0从长木板的一端开始在

木板上滑动，直到离开木板。滑块刚离开木板时的速度为 0v
3
。

若把该木板固定在水平桌面上，其他条件相同，求滑决离开木

板时的速度 v 。 
5．如图 1—20 所示为一个横截面为半圆，半径为 R 的光滑圆柱，一根不可伸长的细

绳两端分别系着小球 A 、B ，且 mA = 2mB ，由图示位置从静止开始释放 A 球，当小球

B 达到半圆的顶点时，求线的张力对小球 A 所做的功。 

 
6．如图 1—21 所示，AB 和 CD 为两个斜面，其上部足够长，下部分别与一光滑圆弧

面相切，EH 为整个轨道的对称轴，圆弧所对圆心角为 120°，半径为 2m ，某物体在离弧

底 H 高 h = 4m 处以 V0 = 6m/s 沿斜面运动，物体与斜面的摩擦系数 μ = 0.04 ，求物体在

AB 与 CD 两斜面上（圆弧除外）运动的总路程。（取 g = 10m/s2） 
7．如图 1—22 所示，水平转盘绕竖直轴 OO′转动，两木块质量分别为 M 与 m ，到

轴线的距离分别是 L1和 L2 ，它们与转盘间的最大静摩擦力为其重力的 μ倍，当两木块用

水平细绳连接在一起随圆盘一起转动并不发生滑动时，转盘最大角速度可能是多少？ 

 
8．如图 2—23 所示，一质量为 M ，长为 l 的长方形木板 B ，放在光滑的水平地面上，

在其右端放一质量为 m 的小木块，且 m＜M 。现以地面为参考系，给 A 和 B 以大小相等、

方向相反的初速度，使 A 开始向左运动，B 开始向右运动，且最后 A 没有滑离木板 B，求

以地面为参考系时小木块 A 的最大位移是多少？摩

擦力做的功是多大？ 
9．如图 1—24 所示，A 、B 是体积相同的气缸，
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B 内有一导热的、可在气缸内无摩擦滑动的、体积不计的活塞 C 、D 为不导热的阀门。起

初，阀门关闭，A 内装有压强 P1 = 2.0×105Pa ，温度 T1 = 300K 的氮气。B 内装有压强 P2 = 
1.0×105Pa ，温度 T2 = 600K 的氧气。阀门打开后，活塞 C 向右移动，最后达到平衡。以

V1和 V2 分别表示平衡后氮气和氧气的体积，则 V1∶V2 =        。（假定氧气和氮气均为

理想气体，并与外界无热交换，连接气体的管道体积可忽略） 
10．用销钉固定的活塞把水平放置的容器分隔成 A 、B 两部分，其体 积 之 比

VA ∶VB = 2∶1 ，如图 1—25 所示。起初 A 中有温度为 127℃ ，压强为 1.8×105Pa 的空气，

B 中有温度 27℃ ，压强为 1.2×105Pa 的空气。拔出销钉，使活塞可以无摩擦地移动（不漏

气）。由于容器缓慢导热，最后气体都变成室温 27℃ ，活塞也停住，求最后 A 中气体的

压强。 

 
11．如图 1—26 所示，A 、B 、C 三个容器内装有同种气体，已知 VA = VB = 2L ，

VC = 1L ，TA = TB = TC = 300K ，阀门 D 关闭时 pA = 3atm ，pB = pC = 1atm 。若将 D 打

开，A 中气体向 B 、C 迁移（迁移过程中温度不变），当容器 A 中气体压强降为 Pa′= 2atm
时，关闭 D ；然后分别给 B 、C 加热，使 B 中气体温度维持 Tb′= 400K ，C 中气体温

度维持 Tc′= 600K ，求此时 B 、C 两容器内气体的压强（连通三容器的细管容积不计）。 
12．如图 1—27 所示，两个截面相同的圆柱形容器，右边容器高为 H ，上端封闭，

左边容器上端是一个可以在容器内无摩擦滑动的活塞。两容器由装有阀门的极细管道相

连，容器、活塞和细管都是绝热的。开始时，阀门关闭，左边容器中装有热力学温度为 T0

的单原子理想气体，平衡时活塞到容器底的距离为 H ，右边容器内为真空。现将阀门缓

慢打开，活塞便缓慢下降，直至系统达到平衡，求此时左边容器中活塞的高度和缸内气体

的温度。（提示：一摩尔单原子理想气体的内能为
3
2

RT ，其中 R 为摩尔气体常量，T 为气

体的热力学温度。） 
13．如图 1—28 所示，静止在光滑水平面上已经充电的平行板电

容器的极板距离为 d ，在板上开个小孔，电容器固定在一绝缘底座

上，总质量为 M ，有一个质量为 m 的带正电的小铅丸对准小孔水平

向左运动（重力不计），铅丸进入电容器后，距左极板的最小距离为
d
2
，

求此时电容器已移动的距离。 
14．一个质量为 m ，带有电量－q 的小物体，可在水平轨道 OX 上运动，O 端有一与

轨道垂直的固定墙壁，轨道处于匀强电场中，场强大小

为 E，方向沿 OX 正方向，如图 1—29 所示，小物体以

初速 v0从 x0点沿 Ox 运动时，受到大小不变的摩擦力 f
的作用，且 f＜qE ；设小物体与墙碰撞时不损失机械能，
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且电量保持不变，求它在停止运动前所通过的总路程 s 。 
15．如图 1—30 所示，一条长为 L 的细线，上端固定，下端拴一质量为 m 的带电小

球。将它置于一匀强电场中，电场强度大小为 E ，方向是水平的，已知当细线离开竖直位

置的偏角为 α时，小球处于平衡。求： 
 （1）小球带何种电荷？小球所带的电量； 
    （2）如果使细线的偏角由 α增大到 φ ，然后将小球由静止开始释放，则 φ应为多大，

才能使在细线到达竖直位置时小球的速度刚好为零？ 

 
16．把 6 只相同的电灯泡分别接成如图 1—31 所示的甲乙两种电路，两电路均加上 U

等于 12V 的恒定电压，分别调节变阻器 R1和 R2 ，使 6 只灯泡均能正常工作，这时甲乙

两种电路消耗的总功率分别为 P1 和 P2 ，试找出两者之间的关系。 
17．如图 1—32 所示，在竖直方向的 x 、y 坐标系中，在 x

轴上方有一个有界的水平向右的匀强电场，场强为 E ，x 轴的下

方有一个向里的匀强磁场，场强为 B 。现从 A 自由释放一个带电

量为－q 、质量为 m 的小球，小球从 B 点进入电场，从 C 点进入

磁场，从 D 点开始做水平方向的匀速直线运动。已知 A、B 、C
点的坐标分别为（0 ，y1）、（0 ，y2）、（－x ，0），求 D 点的纵

坐标 y3 。 
  

参考答案 

1、(1 + m
M

)g 

2、ABC 

3、 1
2

mg 

4、 0t
3

4m M
M
+  

5、19mAgR 
6、290m 

7、
2 1

(M m)g
ML mL
μ +

+
 

8、s = 2ml
M m+

，W = μmgl 
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9、4∶1 
10、1.3×105Pa 
11、2.5atm 

12、h = 2
5

H ，T = 7
5

T0 

13、 mg
4M

 

14、
2

0 02qEx mv
2f
+  

15、（1）正电，c = mg
E

tanα ，（2）φ = 2α 

16、P1 = 2P2 

17、y3 =－( 1
2
⋅

2

2 2

m g
q B

－y1－
qE
mg

x)  
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二、隔离法 

方法简介 

 隔离法就是从整个系统中将某一部分物体隔离出来，然后单独分析被隔离部分的受力

情况和运动情况，从而把复杂的问题转化为简单的一个个小问题求解。隔离法在求解物理

问题时，是一种非常重要的方法，学好隔离法，对分析物理现象、物理规律大有益处。 

赛题精讲 

例 1：两个质量相同的物体 1 和 2 紧靠在一起放在光滑

水平桌面上，如图 2—1 所示，如果它们分别受到水平推力

F1和 F2作用，且 F1＞F2 ， 则物体 1 施于物体 2 的作用力的

大小为（     ） 

A．F1 B．F2      C． 1 2F F
2
+      D． 1 2F F

2
−  

解析：要求物体 1 和 2 之间的作用力，必须把其中一个隔离出来分析。先以整体为研

究对象，根据牛顿第二定律：F1－F2 = 2ma              ① 
再以物体 2 为研究对象，有 N－F2 = ma  ② 

解①、②两式可得 N = 1 2F F
2
+

，所以应选 C 

例 2：如图 2—2 在光滑的水平桌面上放一物体 A ，A 上再放

一物体 B ，A 、B 间有摩擦。施加一水平力 F 于 B ，使它相对

于桌面向右运动，这时物体 A 相对于桌面（     ） 
A．向左动 B．向右动 
C．不动 D．运动，但运动方向不能判断 
解析：A 的运动有两种可能，可根据隔离法分析 

设 AB 一起运动，则：a =
A B

F
m m+

 

AB 之间的最大静摩擦力：fm = μmBg 

以 A 为研究对象：若 fm≥mAa ，即：μ≥ A

B B A

m
m (m m )g+

F 时，AB 一起向右运动。 

若 μ＜ A

B B A

m
m (m m )g+

F ，则 A 向右运动，但比 B 要慢，所

以应选 B 
例 3：如图 2—3 所示，已知物块 A 、B 的质量分别为 m1 、

m2 ，A 、B 间的摩擦因数为 μ1 ，A 与地面之间的摩擦因数为 μ2 ，
在水平力 F 的推动下，要使 A 、B 一起运动而 B 不至下滑，力 F
至少为多大？ 

解析：  B 受到 A 向前的压力 N ，要想 B 不下滑，需满足的临界条件是：μ1N = m2g 。 
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设 B 不下滑时，A 、B 的加速度为 a ，以 B 为研究对象，用隔离法分析，B 受到重

力，A 对 B 的摩擦力、A 对 B 向前的压力 N ，如图 2—3 甲所示，要想 B 不下滑，需满

足：μ1N≥m2g ，即：μ1m2a≥m2g ，所以加速度至少为 a =
1

g
μ

 

再用整体法研究 A、B，根据牛顿第二定律，有： 
F—μ2(m1 + m2)g = (m1 + m2)g = (m1 + m2)a 

所以推力至少为：F = (m1 + m2)(
1

1
μ

+ μ2)g 

例 4：如图 2—4 所示，用轻质细绳连接的 A 和 B 两个物体，沿着倾

角为α的斜面匀速下滑，问 A 与 B 之间的细绳上有弹力吗？ 
解析：弹力产生在直接接触并发生了形变的物体之间，现

在细绳有无形变无法确定。所以从产生原因上分析弹力是否存

在就不行了，应结合物体的运动情况来分析。 
隔离 A 和 B ，受力分析如图 2—4 甲所示，设弹力 T 存

在，将各力正交分解，由于两物体匀速下滑，处于平衡状态，

所以有： 
mgAsinα = T + fA                 ① 
mgBsinα + T = fB                 ② 
设两物体与斜面间动摩擦因数分别为 μA 、μB ，，则： 
fA = μANA = μAmAgcosα            ③ 
fB = μBNB = μBmBgcosα            ④ 
由以上①②③④可解得： 
T = mAg (sinα—μAcosα)和 T = mBg (μBcosα—sinα)  
若 T = 0 ，应有：μA = tanα ，μB = tanα 
由此可见，当 μA = μB 时，绳子上的弹力 T 为零。 
若 μA≠μB ，绳子上一定有弹力吗？ 
我们知道绳子只能产生拉力。当弹力存在时，应有：T＞0 ，即：μA＜tanα ，μB＞tanα 
所以只有当 μA＜μB时绳子上才有弹力。 
例 5：如图 2—5 所示，物体系由 A 、B 、C 三个

物体构成，质量分别为 mA 、mB 、mC 。用一水平力 F
作用在小车 C 上，小车 C 在 F 的作用下运动时能使物体

A 和 B 相对于小车 C 处于静止状态。求连接 A 和 B 的

不可伸长的线的张力 T 和力 F 的大小。（一切摩擦和绳、

滑轮的质量都不计） 
解析：在水平力 F 作用下，若 A 和 B 能相对于 C

静止，则它们对地必有相同的水平加速度。而 A 在绳的

张力作用下只能产生水平向右的加速度，这就决定了 F 只能水平向右，可用整体法来求，

而求张力必须用隔离法。 
取物体系为研究对象，以地为参考系，受重力(mA + mB + mC)g ，推力 F 和地面的弹
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力 N ，如图 2—5 甲所示，设对地的加速度为 a ，则有： 
F = (mA + mB + mC)a                     ① 
隔离 B，以地为参考系，受重力 mBg 、张力 T 、C 对 B 的

弹力 NB ，应满足： 
NB = mBa ，绳子的张力 T = mBg          ② 
隔离 A ，以地为参考系，受重力 mAg ，绳的张力 T ，C 的

弹力 NA ，应满足； 
NA = mAg                              ③ 
T = mAa                               ④ 
当绳和滑轮的质量以及摩擦都不计时，由②、④两式解出加速度： 

a = B

A

m
m

g 

代入①式可得：F = B A B C

A

m (m m m )g
m
+ +  

例 6：如图 2—6 所示，一根轻质弹簧上端固定，下端挂一质量为 m0

的平盘，盘中有一物体质量为 m ，当盘静止时，弹簧的长度比其自然长度

伸长了 L ，今向下拉盘，使弹簧再伸长 ΔL 后停止。然后松手放开，设弹

簧总处在弹性限度以内，则刚松开手时盘对物体的支持力等于（     ） 

A．(1 + L
L
Δ )mg B．(1 + L

L
Δ )(m + m0)g 

C． L
L
Δ mg                    D．

L
L
Δ (m + m0)g 

解析：确定物体 m 的加速度可用整体法，确定盘对物体的支持力需用隔离法。选整体

为研究对象，在没有向下拉盘时有： 
KL = (m + m0)g                              ① 
在向下拉伸 ΔL 又放手时有：  
KΔL = (m + m0)a                             ② 
再选 m 为研究对象：FN－mg = ma              ③ 

解得：FN = (1 + L
L
Δ )mg 

应选 A 。此题也可用假设法、极限法求解。 
例 7：如图 2—7 所示，AO 是质量为 m 的均匀细

杆，可绕 O 轴在竖直平面内自动转动。细杆上的 P 点

与放在水平桌面上的圆柱体接触，圆柱体靠在竖直的挡

板上而保持平衡，已知杆的倾角为 θ ，AP 长度是杆长

的
1
4
，各处的摩擦都不计，则挡板对圆柱体的作用力等

于       。 
解析：求圆柱体对杆的支持力可用隔离法，用力矩平衡求解。求挡板对圆柱体的作用
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力可隔离圆柱体，用共点力的平衡来解。 
 
 
 
 
 
 
 
以杆为研究对象，受力如图 2—7 甲所示，根据力矩平衡条件： 

mg l
2

cosθ = F 3
4

l ，解得：F = 2
3

mgcosθ 。根据牛顿第三定律，杆对圆柱体的作用力与

F 大小相等，方向相反，再以圆柱体为研究对象，将力 F 正交分解，如图 2—7—乙，在水

平方向有： 
2
3

mgcosθsinθ = 1
3

mgsin2θ 

即挡板对圆柱体的作用力为
1
3

mgsin2θ 。 

例 8：如图 2—8 所示，质量为 m 的小球被两个劲度系数

皆为 k 的相同弹簧固定在一个质量为 M 的盒中，盒从 h 高处

（自桌面量起）开始下落，在盒开始下落的瞬间，两弹簧未

发生形变，小球相对盒静止，问下落的高度 h 为多少时，盒与桌面发生完全非弹性碰撞后

还能再跳起来。 
解析：盒下落过程可用整体法研究，下落后弹簧的形变情况应用隔离小球研究，盒起

跳时可隔离盒研究。 

在盒与桌面发生碰撞之前，小球仅受重力作用，着地时速度为：v = 2gh 。 

碰撞后盒静止，球先压缩下面的弹簧，同时拉上面的弹簧，当小球向下的速度减为零

后，接着又向上运动，在弹簧原长位置上方 x 处，小球的速度又减为 0 ，则在此过程中，

对小球有： 
1
2

mv2 = mgx + 2 ⋅ 1
2

kx2 

把盒隔离出来，为使盒能跳起来，需满足：2kx＞Mg ，代入上式可解得： 

h = Mg
2k

(1 + M
2m

) 

例 9：如图 2—9 所示，四个相等质量的质点由三根不可伸长的绳子依次连接，置于光

滑水平面上，三根绳子形成半个正六边形保持静止。今有一冲量作用在质点 A ，并使这个

质点速度变为 u，方向沿绳向外，试求此瞬间质点 D 的速度。 
解析：要想求此瞬间质点 D 的速度，由已知条件可知得用动量定理，由于 A 、B 、C 、

D 相关联，所以用隔离法，对 B 、C 、D 分别应用动量定理，即可求解。以 B 、C 、D



高中物理奥赛经典 

 隔离法第 5页（共 13页）

分别为研究对象，根据动量定理： 
对 B 有：IA－IBcos60°= mBu             ① 
IA cos60°－IB = mBu1                    ② 
对 C 有：IB－ID cos60°= mCu1            ③     
IBcos60°－ID = mcu2                    ④ 
对 D 有：ID = mDu2                      ⑤ 

由①~⑤式解得 D 的速度：u2 =
1

13
u 

例 10：有一个两端开口、粗细均匀的 U 形玻璃

细管，放置在竖直平面内，处在压强为 p0的大气中，

两个竖直支管的高度均为 h ，水平管的长度为 2h ，玻璃细管的半径为 r ，且 r h 。今

将水平管内灌满密度为 ρ的水银，如图 2—10 所示。 
1．如将 U 形管两个竖直支管的开口分别密封起来，使其管

内空气压强均等于大气压强，问当 U 形管向右做匀加速移动时，

加速度应为多大时才能使水平管内水银柱的长度稳定为
5
3

h？ 

2．如将其中一个竖直支管的开口密封起来，使其管内气体

压强为 1 个大气压。问当 U 形管绕以另一个竖直支管（开口的）

为轴做匀速转动时，转数 n 应为多大才能使水平管内水银柱的长

度稳定为
5
3

h（U 形管做以上运动时，均不考虑管内水银液面的倾斜） 

解析：如图 2—10—甲所示，U 形管右加速运动时，管内水银柱也要以同样加速度运

动，所以 A 管内气体体积减小、压强增大，B 管内气体体积增大、压强减小，水平管中液

体在水平方向受力不平衡即产生加速度。若 U 形管以 A 管为轴匀速转动时，水平部分的液

体也要受到水平方向的压力差而产生向心加速度。 
1．当 U 形管以加速度 a 向右运动时，对水平管中水银柱

有：F1－F2 = ma ，即： 

(pA + ρg h
3

)S－pBS = 5
3

hSρ ⋅ a                 ① 

对 A 中气体有：p0hS = pA(h－ h
3

)S ，解得： 

pA = 3
2

p0                                  ② 

对 B 中气体有：p0hS = pB(h + h
3

)S ，解得： 

pB = 3
4

p0                                  ③ 

将②、③式代入①式可得：a = 09p 4 gh
20 h
+ ρ
ρ
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 2．如图 2—10—乙，若 U 形管以 A 管为轴匀速转动时，对水平管中水银柱有：F2—

F1 = ma 。若转速为 n ，则有： 

(pB′+ ρg h
3

)S－p0S = m ⋅ (2πn)2 ⋅
7
6

h              ① 

对 B 中气体有：p0hS = pB′(h－ h
3

) ⋅ S ，解得： 

pB′= 3
2

p0                                    ② 

将②式代入①式可解得转速： 

n = 09p 6 gh1
h 140

+ ρ
π ρ

 

例 11：如图 2—11 所示，一个上下都与大气相通的竖直圆筒，

内部横截面的面积 S = 0.01m2 ，中间用两个活塞 A 与 B 封住一定质

量的理想气体，A 、B 都可沿圆筒无摩擦地上、下滑动，但不漏气，

A 的质量可不计，B 的质量为 M ，并与一倔强系数 k = 5×103N/m
的较长的弹簧相连。已知大气压强 p0 = 1×105Pa ，平衡时，两活塞

间的距离 l0 = 0.6m 。现用力压 A 使之缓慢向下移动一定距离后，

保持平衡，此时，用于压 A 的力 F = 5×102N 。求活塞 A 向下移动

的距离。（假定气体温度保持不变。） 
解析：活塞 A 下移的距离应为 B 下降的距离与气体长度的减小量之和，B 下降的距离

可用整体法求解。气体长度的变化可隔离气体来求解。 
选 A 、B 活塞及气体为研究对象，设用力 F 向下压 A 时，活塞 B 下降的距离为 x ， 
则有：F = kx                                              ① 

选气体为研究对象，据玻意耳定律有：p0l0S = (p0 +
F
S

)l ⋅ S        ② 

解①②两式可得：x = 0.1m ，l = 0.4m 
则活塞 A 下移的距离为：y = 0.1 + 0.6—0.4 = 0.3m 
例 12：一个密闭的气缸，被活塞分成体积相等的左右两室，

气缸壁与活塞是不导热的，它们之间没有摩擦，两室中气体的温

度相等，如图 2—12 所示，现利用右室中的电热丝对右室中的气

体加热一段时间，达到平衡后，左室的体积变为原来体积的
3
4
，

气体的温度 T1 = 300K 。求右室中气体的温度。 
解析：可隔离出 A 、B 两部分气体，用理想气体状态方程求解。 
设原来两室中气体的压强都为 p ，温度都为 T ，体积都为 V ， 

对左边气体有：
pV
T

=
1

3p V
4
T

′
                 ① 

图 2－10－乙 
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对右边气体有：
pV
T

=
2

5p V
4

T

′
                 ② 

①、②两式相比，可得右室中气体温度 T2 =
5
3

T1 = 500K 

例 13：如图 2—13 所示，封闭气缸的活塞被很细的弹簧拉着，

气缸内密封一定质量的气体，当温度为 27℃时，弹簧的长度为

30cm ，此时缸内气体的压强为缸外大气压的 1.2 倍，当气温升到

123℃时，弹簧的长度为 36cm ，求弹簧的原长。 
解析：本题所研究的对象就是密封在气缸内的一定质量的气体，气体所处的初态为： 

T1 = 300K 、V1 = SL1 、（S 为气缸横截面积，L1为弹簧长度）p1 = p0 + 1F
S

= 1.2P0 ，

末态为 T2 = 396K 、V2 = SL2 、p2 = p0 + 2F
S
（p0 为大气压强，F1 、F2 为弹簧的弹力）。气

体从初态过渡到末态时质量恒定，所以可利用状态方程求解： 

将上述各状态参量代入状态方程： 1 1

1

p V
T

= 2 2

2

p V
T

 

解得：p2 = 1.1p1 = 1.32p0 
由于弹力产生的压强等于气缸内外气体的压强差，所以： 

1K L
S
Δ = p1—p0 = 0.2p0                      ① 

2K L
S
Δ = p2—p0 = 0.32p0                     ② 

联立①、②式得：ΔL2 = 1.6ΔL1 
即：L2—L0 = 1.6 (L1—L0)  
解得弹簧的原长为 L0 = 20cm 
例 14：一个由绝缘细细构成的钢性圆形轨道，其半径为

R ，此轨道水平放置，圆心在 O 点，一个金属小珠 P 穿在此

轨道上，可沿轨道无摩擦地滑动，小珠 P 带电荷 Q 。已知在

轨道平面内 A 点（OA = r＜R）放有一电荷 q。若在 OA 连线

上某一点 A1放电荷 q1 ，则给小珠 P 一个初速度，它就沿轨

道做匀速圆周运动，求 A1点的位置及电荷 q1之值。 
解析：小珠 P 虽沿轨道做匀速圆周运动，但受力情况并不清楚，因此不能从力的角度

来解决，可以从电势的角度来考虑，因为小珠 P 沿轨道做匀速圆周运动，说明小珠只受法

向的电场力。由此可知，电场力对小珠 P 做功为零，根据 W = qU 可知，圆轨道上各点电

势相等，根据题意作图如图 2—14 ，设 A1 点距圆形轨道的圆心 O 为 r1 ，A 点放的电荷 q
距圆心为 r ，由此得： 

kq
R r−

= 1

1

kq
r R−

                        ① 
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kq
R r+

= 1

1

kq
r R+

                        ② 

解①、②两式可得：A1 点的位置距圆心 O 的距离为 r1 =
2R

r
，所带电量 q1 =

R
r

q  

例 15：如图 2—15 所示，两个电池组的电动势 ε1 = ε2 
= 3V ，每节电池的内阻均为 0.5Ω ，R1 = 1Ω ，R2 = 2Ω ，
R3 = 1.8Ω ，求通过 R1 、R2 、R3的电流及两个电池组的

端电压各是多少？ 
解析：解此题时，可采用与力学隔离法相似的解法，

即采用电路隔离法。 
气体从初态过渡到末态时质量恒定，所以可利用状态

方程求解。 
先将整个电路按虚线划分为Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ三个部分，则

有： 
UAB = ε1 —I1 (R1 + 2r)                          ① 
UAB = ε2—I2 (R2 + 2r)                           ② 
UAB = I3R3                                    ③ 
I1 + I2 = I3                                     ④ 
联立①②③④四式解得：I1 = 0.6A ，I2 = 0.4A ，I3 = 1A ，电池组 ε的端电压 U1 = 2.4V ，

电池组 ε2的端电压 U2 = 2.6V 。 
例 16  如图 2—16 所示，两根相互平行的间距 L = 0.4m 的金属导轨水平放在 B = 0.2T

的匀强磁场中，磁场垂直于导轨平面，导轨上的滑杆 ab 、cd 所受摩擦力均为 0.2N ，两

杆电阻均为 0.1Ω ，导轨电阻不计。当 ab 受到恒力 F 作用时，ab 以 v1做匀速运动，cd 以

v2 做匀速运动，求通过 ab 杆的电流强度的大小和方向。 
解析  要求通过 ab 杆的电流强度，应通过 ab 杆受的安培力求解，这就需要隔离出 ab

杆进行受力分析。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
以 ab 杆为研究对象，因右手定则确定电流的方向为 b→a ，受力如图 2—6—甲所示。

因为 ab 杆匀速运动处于平衡状态，故有： 
F = f + BIL 
再以滑杆 ab 、cd 整体作为研究对象，受力如图 2—16—乙所示，因为 ab 、cd 均做
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匀速运动，受力平衡，故有： 
F = 2f = 0.4N 
代入上式，解得通过 ab 杆的电流为： 

I = F f
BL
− = 2.5A 

所以通过 ab 杆的电流的大小为 2.5A ，方向 b→a 。 
 

针对训练 

1．质量为 8kg 的木块 m 放在质量为 16kg 的木板 M 上，并通过滑轮用细绳连接，如

图 2—17 所示，M 与 m 间，M 与水平地面间的动摩擦因数 μ均为 0.25 ，滑轮摩擦不计。

欲使 M 向匀速运动，水平拉力应为多大？（g 取 10m/s2） 
 
 
 
 
 
2．在水平面上有两个物体 A 和 B，它们之间用不可伸缩的质量不计的细绳连接起来，

其中 mA = 3kg ，mB = 2kg ，它们与地面间的动摩擦因数 μ = 0.1 。如图 2—18 所示，今用

一与水平方向成 37°角、大小为 10N 的恒力拉 B ，使 AB 一起向右做匀加速直线运动，

试求 A 对 B 的拉力。（g 取 10m/s2） 
3．如图 2—19 所示，小物体 m 放在大物体

M 上，M 系在固定于墙上的水平弹簧的另一端，

并置于光滑水平面上，若弹簧的劲度系数为 k ，
将 M 向右拉离平衡位置 x 后无初速度释放，在以

后的运动中 M 与 m 保持相对静止，那么 m 在运

动中受到的最大和最小摩擦力分别为多大？ 

4．电梯内有一个物体，质量为 m ，用细线挂在电梯的天花板上，当电梯以
g
3
的加速

度竖直加速度竖直加速下降时（g 为重力加速度），细线对物体的拉力为（    ） 

A．
2
3

mg B． 1
3

mg 

C． 4
3

mg D．mg 

5．两物体 A 和 B ，质量分别为 m1 和 m2 ，互相

接触放在光滑水平面上，如图 2—20 所示，对物体 A
施以水平的推力 F ，则物体 A 对物体 B 的作用力等于（    ） 

A． 1

1 2

m
m m+

F B． 2

1 2

m
m m+

F          C．F          D． 2

1

m
m

F 
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6．在光滑水平面上有一木板，一木棒 A、B 可沿水平轴 O 转动，其下端 B 搁在木板

下，而整个系统处于静止状态（如图 2—21 所示）。现在用水平力 F 向左推木板，但木板

仍未动。由此可以得出结论：施力 F 后，木板和木棒之间的正压力（     ） 
A．变大 B．不变  
C．变小 D．条件不足，不能判断如何改变 

 

7．如图 2—22 所示，两木块的质量分别为 m1 和 m2 ，两轻质弹簧的劲度系数分别为

k1 和 k2 ，上面木块压在上面的弹簧上（但不拴接），整个系统处于平衡状态。现缓慢向上

提上面的木块，直到它刚离开上面弹簧，在这过程中下面木块移动的距离为（    ） 

A． 1

1

m g
k

 B． 2

1

m g
k

 C． 1

2

m g
k

 D． 2

2

m g
k  

8．如图 2—23 ，质量为 2m 的物块 A 与水平地面的摩擦可忽略不计，质量为 m 的物

块 B 与地面的摩擦系数为 μ 。在已知水平推力 F 的作用下，AB 做加速运动，A 对 B 的作

用力为     。 
9．如图 2—24 所示，两块木块 A 和 B，质量分别为 mA 和 mB，紧挨着并排在水平桌

面上，AB 间的接触面垂直于图中纸面且与水平面成 θ角。A、B 间的接触面是光滑的，但

它们与水平桌面间有摩擦，静摩擦系数和滑动摩擦系数均为μ。开始时 A、B 都静止，现

施一水平推力 F 于 A。要使 A、B 向右加速运动且 A、B 之间不发生相对滑动，则 
（1）μ的数值应满足什么条件？ 
（2）推力 F 的最大值不能超过多少？ 
（只考虑平动，不考虑转动问题） 

 
10．系统如图 2—25 所示，滑轮与绳的质量忽略，绳不可伸长。设系统所有部位都没

有摩擦，物体 B 借助导轨（图中未画出来）被限定沿物体 C 的右侧面运动，试求物体 C
的运动加速度。 
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11．质量分别为 m1 、m2和 m3 的三个质点 A、B、
C 位于光滑的水平桌面上，用已拉直的不可伸长的柔

软的轻绳 AB 和 BC 连接，∠ABC 为 π－α ，α 为一

锐角，如图 2—26 所示，今有一冲量为 I 的冲击力沿

BC 方向作用于质点 C ，求质点 A 开始运动时的速度。 
12．如图 2—27 所示，四个质量均为 m 的质点，

用同样长度且不可伸长的轻绳连结成菱形 ABCD ，静止放在水平光滑的桌面上。若突然

给质点 A 一个力时极短沿 CA 方向的冲击，当冲击结束的时刻，质点 A 的速度为 V ，其

他质点也获得一定的速度，∠BAD = 2α（α＜
4
π
）。求此质点系统受到冲击后所具有的总动

量和总能量。 
 
 
 
 
 
 
 
13．如图 2—28 所示，一三角木块 ABC 置于光滑水平面上，两斜边与平面夹角分别

为 30°、60°。在斜边上有两个物体 m1 、m2，用不可伸长的细绳连接并跨在顶点 A 的定

滑轮上，m1 、m2 可在斜面上无摩擦地滑动。已知木块的质量为 M ，三物体的质量比为

m1∶m2∶M=4∶1∶16 ，滑轮光滑且质量可忽略。 
（1）求 M 的加速度 a 及 m1相对于 M 的加速度 a′； 
（2）若 m1从静止开始沿斜面移动 20cm ，求 M 沿水平面移动的距离。 
14．如图 2—29 所示，可沿气缸壁自由活动的活塞将密封的圆筒形气缸分隔成 A 、B

两部分。活塞与气缸顶部有一弹簧相连。当活塞位于气缸底部时弹簧恰好无形变，开始时

B 内充有一定量的气体，A 内是真空，B 部分高度为 l1 = 0.10 米，此时活塞受到的弹簧作

用力与重力的大小相等。现将整个装置倒置。达到新的平衡后 B 部分的高度 L2 于多少？

设温度不变。 
 
 
 
 
 
 
 
15．图 2—30 中竖直圆筒是固定不动的，粗筒横截面积是细筒的 4 倍，细筒足够长。

粗筒中 A、B 两轻质活塞间封有空气，气柱长 l = 20 厘米。活塞 A 上方的水银深 H = 10 厘

米，两活塞与筒壁间的摩擦不计。用外力向上托住活塞 B ，使之处于平衡状态，水银面与
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粗筒上端相平。现使活塞 B 缓慢上移，直至水银的一半被推入细筒中，求活塞 B 上移的距

离（设在整个过程中气柱的温度不变，大气压强 p0相当于 75 厘米高的水银柱产生的压强）。 
16．如图 2—31 是容器的截面图，它是由 A、B 两部分构成，两部分都是圆筒形，高

度都是 h ，底面积 SB = S ，SA = 2S ，容器下端有一小孔 a 与大气相通，上端开口，B 中

有一质量为 m 厚度不计的活塞，它与 B 的器壁有摩擦，最大摩擦力为 f(f)mg，开始时活塞

N 位于 B 的最下端，已知大气压强为 p0 ，当时温度为 T0 ，现把 a 孔封闭，为保证封闭气

体不与外界相通，筒中气体温度允许在多大范围内变化？ 
17．如图 2—32 所示，长为 2l 的圆形筒形气缸可沿摩擦

因数为μ的水平面滑动，在气缸中央有一个截面积为 S 的活

塞，气缸内气体的温度为 T0 ，压强为 p0（大气压强也为 p0）。

在墙壁与活塞之间装有劲度系数为 k 的弹簧，当活塞处于如图

位置时，弹簧恰好在原长位置。今使气缸内气体体积增加一倍，

问气体的温度应达到多少？（气缸内壁光滑，活塞和气缸总质

量为 m）。 
18．A 、B 两带电小球，A 固定不动，B 的质量为 m。在

库仑作用下，B 由静止开始运动。已知初始时 A 、B 间的距离为 d ，B 的加速度为 a 。

经过一段时间后，B 的加速度变为
a
4
，此时 A 、B 间的距离应

为       。已知此时 B 的速度为 v ，则在此过程中电势能的减

少量为      。 
19．如图 2—33 所示，是电磁流量计的示意图，在非磁性材

料做成的圆管道外加一匀强磁场区域，当管中的导电液体流过磁

场区域时，测出管壁上、下表面两点 a 、b 间的电动势为 ε ，
从而可求出管中液体在单位时间内的流量 Q 。已知圆管的内径为 D ，磁感应强度为 B ，
试推导出 Q 与 ε的关系表达式。 

20．如图 2—34 所示，一矩形管中（管长

为 l ，两侧面为导电面，并有导线在外面与之

相连，上下面则为绝缘面）有电阻率为 ρ 的水

银流动，当其一端加上压强 p 时，水银的流速

为 v0 。现在竖直方向加上磁感应强度为 B 的匀

强磁场。试证明：此时水银的流速为： 

v = v0 (1 +
2

0v B L
pρ

)－1 。（设水银的速度与压

强成正比） 
 
 

参考答案 

 
1．F = 100N 
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2．T = 5.16N 

3．fmax =
mkx

M m+
，fmin = 0 

4．A 
5．B 
6．C 
7．C 

8． F 2mg
3

+  

9．（1）μ＜ A

A B

m
m m+

tanθ ；（2）F＜ A B A

B

(m m )m g
m
+ (tanθ－μ) 

10．aC = A B

A B C A B A

m m g
(m m m )(m m ) m+ + + −

 

11．vA = 2
2

2 1 2 3 1 2

lm cos
m (m m m ) m m sin

α
+ + + α

，方向沿 AB 方向。 

12．P =
2

4mv
1 2sin+ α

，E =
2

2

2mv
1 2sin+ α

   

13．（1）a = 0.5m/s2 ，a′= 0.64m/s2 ；（2）3.78cm 
14．0.2m 
15．8cm 

16． 0
0

0

p S mg f
T

p S
+ −

≤T≤ 0
0

0

p S mg f
T

p S
+ +

 

17．摩擦力足够大时，T = 2 (1 +
0

kl
p S

)T0 ；摩擦力不是足够大时 T = 2 (1 +
0

mg
p S
μ )T0 

18．2d ， 1
2

mv2 

19．Q = D
4B
πε  

20．证明略。 
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高中奥林匹克物理竞赛解题方法 

三、微元法 

方法简介 
微元法是分析、解决物理问题中的常用方法，也是从部分到整体的思维方法。用该方法

可以使一些复杂的物理过程用我们熟悉的物理规律迅速地加以解决，使所求的问题简单化。

在使用微元法处理问题时，需将其分解为众多微小的“元过程”，而且每个“元过程”所遵

循的规律是相同的，这样，我们只需分析这些“元过程”，然后再将“元过程”进行必要的

数学方法或物理思想处理，进而使问题求解。使用此方法会加强我们对已知规律的再思考，

从而引起巩固知识、加深认识和提高能力的作用。 
 

赛题精讲 
例 1：如图 3—1 所示，一个身高为 h 的人在灯以悟空速度 v 沿水平直线行走。设灯距地面高

为 H，求证人影的顶端 C 点是做匀速直线运动。 
解析：该题不能用速度分解求解，考虑采用“微元法”。 

设某一时间人经过 AB 处，再经过一微小过程 
△t（△t→0），则人由 AB 到达 A′B′，人影顶端 
C 点到达 C′点，由于△SAA′=v△t 则人影顶端的 

移动速度
hH

Hv
t

S
hH

H

t
S

v
AA

t

CC

tC −
=

Δ

Δ
−=

Δ
Δ

=
′

→Δ

′

→Δ 00
limlim  

可见 vc与所取时间△t 的长短无关，所以人影的顶 
端 C 点做匀速直线运动. 
例 2：如图 3—2 所示，一个半径为 R 的四分之一光滑球 
面放在水平桌面上，球面上放置一光滑均匀铁链，其 A 
端固定在球面的顶点，B 端恰与桌面不接触，铁链单位 
长度的质量为ρ.试求铁链 A 端受的拉力 T. 
解析：以铁链为研究对象，由由于整条铁链的长度不能 
忽略不计，所以整条铁链不能看成质点，要分析铁链的受 
力情况，须考虑将铁链分割，使每一小段铁链可以看成质 
点，分析每一小段铁边的受力，根据物体的平衡条件得出 
整条铁链的受力情况. 
在铁链上任取长为△L 的一小段（微元）为研究对象， 
其受力分析如图 3—2—甲所示.由于该元处于静止状态， 
所以受力平衡，在切线方向上应满足： 
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θθθ θ TGTT +Δ=Δ+ cos   θρθθ coscos LgGT Δ=Δ=Δ  

由于每段铁链沿切线向上的拉力比沿切线向下的拉力大 
△Tθ，所以整个铁链对 A 端的拉力是各段上△Tθ的和， 

即  ∑ ∑∑ Δ=Δ=Δ= θρθρθ coscos LgLgTT  

观察 θcosLΔ 的意义，见图 3—2—乙，由于△θ很小， 
所以 CD⊥OC，∠OCE=θ△Lcosθ表示△L 在竖直方向上的投影△R， 

所以  ∑ =Δ RL θcos   可得铁链 A 端受的拉力   ∑ =Δ= gRLgT ρθρ cos  

例 3：某行星围绕太阳 C 沿圆弧轨道运行，它的近日点 

A 离太阳的距离为 a，行星经过近日点 A 时的速度为 Av ， 

行星的远日点 B 离开太阳的距离为 b，如图 3—3 所示， 

求它经过远日点 B 时的速度 Bv 的大小. 

解析：此题可根据万有引力提供行星的向心力求解.也 
可根据开普勒第二定律，用微元法求解. 
设行星在近日点 A 时又向前运动了极短的时间△t，由于时间极短可以认为行星在△t 时间内

做匀速圆周运动，线速度为 Av ，半径为 a，可以得到行星在△t 时间内扫过的面积  

 atvS Aa ⋅Δ=
2
1

     同理，设行星在经过远日点 B 时也运动了相同的极短时间△t， 

则也有  btvS Bb ⋅Δ=
2
1

     由开普勒第二定律可知：Sa=Sb      

即得  AB v
b
av =         此题也可用对称法求解. 

例 4：如图 3—4 所示，长为 L 的船静止在平静的水面上， 
立于船头的人质量为 m，船的质量为 M，不计水的阻力， 
人从船头走到船尾的过程中，问：船的位移为多大？ 
解析：取人和船整体作为研究系统，人在走动过程中， 
系统所受合外力为零，可知系统动量守恒.设人在走动过 
程中的△t 时间内为匀速运动，则可计算出船的位移. 
设 v1、v2分别是人和船在任何一时刻的速率，则有 

21 Mvmv =   ①   两边同时乘以一个极短的时间△t， 有 tMvtmv Δ=Δ 21   ② 

由于时间极短，可以认为在这极短的时间内人和船的速率是不变的， 

所以人和船位移大小分别为 tvs Δ=Δ 11 ， tvs Δ=Δ 22     
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由此将②式化为   21 sMsm Δ=Δ  ③ 

把所有的元位移分别相加有  ∑ ∑Δ=Δ 21 sMsm  ④ 

即 ms1=Ms2 ⑤  此式即为质心不变原理.  其中 s1、s2 分别为全过程中人和船对地位移的

大小，  又因为 L=s1+s2  ⑥   

由⑤、⑥两式得船的位移  L
mM

ms
+

=2  

例 5：半径为 R 的光滑球固定在水平桌面上，有一质量 
为 M 的圆环状均匀弹性绳圈，原长为πR，且弹性绳圈 
的劲度系数为 k，将弹性绳圈从球的正上方轻放到球上， 
使弹性绳圈水平停留在平衡位置上，如图 3—5 所示，若 

平衡时弹性绳圈长为 Rπ2 ，求弹性绳圈的劲度系数 k. 

解析：由于整个弹性绳圈的大小不能忽略不计，弹性绳圈 
不能看成质点，所以应将弹性绳圈分割成许多小段，其中 
每一小段△m 两端受的拉力就是弹性绳圈内部的弹力 F.在 
弹性绳圈上任取一小段质量为△m 作为研究对象，进行受力分析.但是△m 受的力不在同一平

面内，可以从一个合适的角度观察.选取一个合适的平面进行受力分析，这样可以看清楚各个

力之间的关系.从正面和上面观察，分别画出正视图的俯视图，如图 3—5—甲和 2—3—5—乙. 
先看俯视图 3—5—甲，设在弹性绳圈的平面上，△m 所对的圆心角是△θ，则每一小段的质

量  Mm
π
θ

2
Δ

=Δ     △m 在该平面上受拉力 F 的作用，合力为 

2
sin2)

2
cos(2 θθπ Δ

=
Δ−

= FFT  

因为当θ很小时， θθ ≈sin    所以 θθ
Δ=

Δ
= FFT

2
2  

再看正视图 3—5—乙，△m 受重力△mg，支持力 N， 

二力的合力与 T 平衡.即  θtan⋅Δ= mgT  

现在弹性绳圈的半径为 RRr
2
2

2
2

==
π
π

   

所以  °=== 45
2
2sin θθ

R
r

  1tan =θ  

因此 T= Mgmg
π
θ

2
Δ

=Δ   ①、②联立， θ
π
θ

Δ=
Δ FMg
2

， 
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解得弹性绳圈的张力为： 
π2

MgF =  

设弹性绳圈的伸长量为 x   则 RRRx πππ )12(2 −=−=  

所以绳圈的劲度系数为：
R
Mg

R
Mg

x
Fk 22 2

)12(
)12(2 ππ

+
=

−
==  

例 6：一质量为 M、均匀分布的圆环，其半径为 r，几何轴与水平面垂直，若它能经受的最

大张力为 T，求此圆环可以绕几何轴旋转的最大角速度. 
解析：因为向心力 F=mrω2，当ω一定时，r 越大，向心力越大，所以要想求最大张力 T 所

对应的角速度ω，r 应取最大值. 
如图 3—6 所示，在圆环上取一小段△L，对应的圆心角 

为△θ，其质量可表示为 Mm
π
θ

2
Δ

=Δ ，受圆环对它的张 

力为 T，则同上例分析可得 2

2
sin2 ωθ mrT Δ=

Δ
 

因为△θ很小，所以
22

sin θθ Δ
≈

Δ
，即  

2

22
2 ω

π
θθ MrT Δ

=
Δ
⋅   解得最大角速度 

Mr
Tπω 2

=  

例 7：一根质量为 M，长度为 L 的铁链条，被竖直地悬挂起来，其最低端刚好与水平接触，

今将链条由静止释放，让它落到地面上，如图 3—7 所示，求链条下落了长度 x 时，链条对地

面的压力为多大？ 
解析：在下落过程中链条作用于地面的压力实质就是链条对地面的“冲力”加上落在地面上

那部分链条的重力.根据牛顿第三定律，这个冲力也就等于同一时刻地面对链条的反作用力，

这个力的冲量，使得链条落至地面时的动量发生变化.由于各质元原来的高度不同，落到地面

的速度不同，动量改变也不相同.我们取某一时刻一小段链条（微元）作为研究对象，就可以

将变速冲击变为恒速冲击. 
设开始下落的时刻 t=0，在 t 时刻落在地面上的链条长为 x，未到达地面部分链条的速度为 v，
并设链条的线密度为ρ.由题意可知，链条落至地面后，速度立即变为零.从 t 时刻起取很小一

段时间△t，在△t 内又有△M=ρ△x 落到地面上静止.地面对△M 作用的冲量为 

ItMgF Δ=ΔΔ− )(   因为 0≈Δ⋅Δ tMg  

所以 xvvMtF Δ=−⋅Δ=Δ ρ0  解得冲力： 

t
xvF
Δ
Δ

= ρ ，其中
t
x
Δ
Δ

就是 t 时刻链条的速度 v， 
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故 2vF ρ=   链条在 t 时刻的速度 v 即为链条下落 

长为 x 时的即时速度，即 v2=2gx，代入 F 的表达式中，得 gxF ρ2=    

此即 t 时刻链对地面的作用力，也就是 t 时刻链条对地面的冲力. 

所以在 t 时刻链条对地面的总压力为      .332
L

MgxgxgxgxN ==+= ρρρ  

例 8：一根均匀柔软的绳长为 L，质量为 m，对折后两端固定在一个钉子上，其中一端突然

从钉子上滑落，试求滑落的绳端点离钉子的距离为 x 时，钉子对绳子另一端的作用力是多大？ 
解析：钉子对绳子另一端的作用力随滑落绳的长短而变化， 
由此可用微元法求解.如图 3—8 所示，当左边绳端离钉子 

的距离为 x 时，左边绳长为 )(
2
1 xl − ，速度 gxv 2= ， 

右边绳长为 ).(
2
1 xl +   又经过一段很短的时间△t 以后， 

左边绳子又有长度 tVΔ
2
1

的一小段转移到右边去了，我们就分 

析这一小段绳子，这一小段绳子受到两力：上面绳子对它的拉 

力 T 和它本身的重力 lmgtv /(
2
1

=Δ λλ 为绳子的线密度）， 

根据动量定理，设向上方向为正   )
2
1(0)

2
1( vtvtgtvT ⋅Δ−−=ΔΔ− λλ  

由于△t 取得很小，因此这一小段绳子的重力相对于 T 来说是很小的，可以忽略， 

所以有     λλ gxvT == 2

2
1

   因此钉子对右边绳端的作用力为 

)31(
2
1)(

2
1

l
xmgTgxlF +=++= λ  

例 9：图 3—9 中，半径为 R 的圆盘固定不可转动，细绳不可伸长 
但质量可忽略，绳下悬挂的两物体质量分别为 M、m.设圆盘与 
绳间光滑接触，试求盘对绳的法向支持力线密度. 
解析：求盘对绳的法向支持力线密度也就是求盘对绳的法向单位 
长度所受的支持力.因为盘与绳间光滑接触，则任取一小段绳， 
其两端受的张力大小相等，又因为绳上各点受的支持力方向不同， 
故不能以整条绳为研究对象，只能以一小段绳为研究对象分析求 
解.在与圆盘接触的半圆形中取一小段绳元△L，△L 所对应的 
圆心角为△θ，如图 3—9—甲所示，绳元△L 两端的张力均为 T， 
绳元所受圆盘法向支持力为△N，因细绳质量可忽略，法向合力为 
零，则由平衡条件得： 
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2
sin2

2
sin

2
sin θθθ Δ

=
Δ

+
Δ

=Δ TTTN  

当△θ很小时，
22

sin θθ Δ
≈

Δ
  ∴△N=T△θ 

又因为 △L=R△θ 

则绳所受法向支持力线密度为 
R
T

R
T

L
Nn =

Δ
Δ

=
Δ
Δ

=
θ
θ

  ① 

以 M、m 分别为研究对象，根据牛顿定律有 Mg－T=Ma ②    

T－mg=ma  ③    由②、③解得： 
mM

MmgT
+

=
2

   

将④式代入①式得：
RmM

Mmgn
)(

2
+

=  

例 10：粗细均匀质量分布也均匀的半径为分别为 R 和 r 的两圆环相切.若在切点放一质点 m，

恰使两边圆环对 m 的万有引力的合力为零，则大小圆环的线密度必须满足什么条件？ 
解析：若要直接求整个圆对质点 m 的万有引力比较难，当若要用到圆的对称性及要求所受合

力为零的条件，考虑大、小圆环上关于切点对称的微元与质量 m 的相互作用，然后推及整个

圆环即可求解. 
如图 3—10 所示，过切点作直线交大小圆分别于 P、Q 两点，并设与水平线夹角为α，当α

有微小增量时，则大小圆环上对应微小线元 

αα Δ⋅=ΔΔ⋅=Δ 22 21 rLRL  

其对应的质量分别为  αρρ Δ⋅=Δ=Δ 21111 Rlm  

αρρ Δ⋅=Δ=Δ 22222 rlm   由于△α很小， 

故△m1、△m2 与 m 的距离可以认为分别是   αα cos2cos2 21 rrRr ==    

所以△m1、△m2 与 m 的万有引力分别为 

2
2

2
2

2
22

1
2

1

1
1 )cos2(

2
,

)cos2(
2

α
αρ

α
αρ

r
mRG

r
mGm

F
R

mRG
r

mGm
F

Δ⋅
=

Δ
=Δ

Δ⋅
=

Δ
=Δ  

由于α具有任意性，若△F1与△F2 的合力为零， 

则两圆环对 m 的引力的合力也为零， 即   2
2

2
1

)cos2(
2

)cos2(
2

α
αρ

α
αρ

r
mrG

R
mRG Δ⋅
=

Δ⋅
   

解得大小圆环的线密度之比为：
r
R

=
2

1

ρ
ρ
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例 11：一枚质量为 M 的火箭，依靠向正下方喷气在空中保持静止，如果喷出气体的速度为 v，
那么火箭发动机的功率是多少？ 
解析：火箭喷气时，要对气体做功，取一个很短的时间，求出此时间内，火箭对气体做的功，

再代入功率的定义式即可求出火箭发动机的功率. 
选取在△t 时间内喷出的气体为研究对象，设火箭推气体的力为 F，根据动量定理，有 

F△t=△m·v   因为火箭静止在空中，所以根据牛顿第三定律和平衡条件有 F=Mg 
即 Mg·△t=△m·v   △t=△m·v/Mg      

对同样这一部分气体用动能定理，火箭对它做的功为：  2

2
1 mvW Δ=     

所以发动机的功率 MgV
MgmV

mv

t
WP

2
1

)/(
2
1 2

=
Δ

Δ
=

Δ
=  

例 12：如图 3—11 所示，小环 O 和 O′分别套在不动的竖直 
杆 AB 和 A′B′上，一根不可伸长的绳子穿过环 O′，绳的 
两端分别系在 A′点和 O 环上，设环 O′以恒定速度 v 向下 
运动，求当∠AOO′=α时，环 O 的速度. 
解析：O、O′之间的速度关系与 O、O′的位置有关，即与α 
角有关，因此要用微元法找它们之间的速度关系. 
设经历一段极短时间△t，O′环移到 C′，O 环移到 C，自 C′ 
与 C 分别作为 O′O 的垂线 C′D′和 CD，从图中看出. 

αα cos
,

cos
DOCOODOC
′′

=′′=   因此 OC+O′C′=
αcos

DOOD ′′+
  ① 

因△α极小，所以 EC′≈ED′，EC≈ED， 
从而 OD+O′D′≈OO′－CC′ ②     
由于绳子总长度不变，故 OO′－CC′=O′C′  ③ 

由以上三式可得：OC+O′C′=
αcos

CO ′′
   即 )1

cos
1( −′′=
α

COOC    

等式两边同除以△t 得环 O 的速度为  )1
cos

1(0 −=
α

vv  

例 13： 在水平位置的洁净的平玻璃板上倒一些水银，由于重力和 
表面张力的影响，水银近似呈现圆饼形状（侧面向外凸出），过圆 
饼轴线的竖直截面如图 3—12 所示，为了计算方便，水银和玻璃的 

接触角可按 180°计算.已知水银密度
33 /106.13 mkg×=ρ ，水 

银的表面张力系数 ./49.0 mN=σ 当圆饼的半径很大时，试估算其厚度 h 的数值大约为多

少？（取 1 位有效数字即可） 
解析：若以整个圆饼状水银为研究对象，只受重力和玻璃板的支持力，在平衡方程中，液体
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的体积不是 h 的简单函数，而且支持力 N 和重力 mg 都是未知量，方程中又不可能出现表面

张力系数，因此不可能用整体分析列方程求解 h.现用微元法求解. 
在圆饼的侧面取一个宽度为△x，高为 h 的体积元，，如图 
3—12—甲所示，该体积元受重力 G、液体内部作用在面 

积△x·h 上的压力 F， xghxhhgSPF Δ⋅=Δ⋅== 2

2
1

2
1 ρρ ， 

还有上表面分界线上的张力 F1=σ△x 和下表面分界线上的 
张力 F2=σ△x.作用在前、后两个侧面上的液体压力互相平衡，作用在体积元表面两个弯曲 
分界上的表面张力的合力，当体积元的宽度较小时，这两个力也是平衡的，图中都未画出. 

由力的平衡条件有： 0cos 21 =−− FFF θ       

即 0cos
2
1 2 =Δ−Δ−Δ xxxgh σθσρ  

解得： θ
ρ

θσ cos1107.2)cos1(2 3 +×=
+

= −

g
h  

由于 ,2cos11,
2

0 <+<<< θπθ 所以   故 2.7×10－3m<h<3.8×10－3m 

题目要求只取 1 位有效数字，所以水银层厚度 h 的估算值为 3×10－3m 或 4×10－3m. 
 
例 14：把一个容器内的空气抽出一些，压强降为 p，容器 
上有一小孔，上有塞子，现把塞子拔掉，如图 3—13 所示. 
问空气最初以多大初速度冲进容器？（外界空气压强为 p0、 
密度为ρ） 
解析：该题由于不知开始时进入容器内分有多少，不知它 
们在容器外如何分布，也不知空气分子进入容器后压强如 
何变化，使我们难以找到解题途径.注意到题目中“最初” 
二字，可以这样考虑：设小孔的面积为 S，取开始时位于小孔外一薄层气体为研究对象，令

薄层厚度为△L，因△L 很小，所以其质量△m 进入容器过程中，不改变容器压强，故此薄

层所受外力是恒力，该问题就可以解决了.   
由以上分析，得：F=(p0－p)S  ①     对进入的△m 气体， 

由动能定理得：
2

2
1 mvLF Δ=Δ   ②  而 △m=ρS△L   

联立①、②、③式可得：最初中进容器的空气速度   
ρ

)(2 0 pp
v

−
=  

例 15：电量 Q 均匀分布在半径为 R 的圆环上（如图 3—14 
所示），求在圆环轴线上距圆心 O 点为 x 处的 P 点的电场 
强度. 
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解析：带电圆环产生的电场不能看做点电荷产生的电场， 
故采用微元法，用点电荷形成的电场结合对称性求解. 

选电荷元 ,
2 R
QRq
π

θΔ=Δ 它在 P 点产生的电场的场强的 x 分量为： 

22222 )(2
cos

xR
x

xRR
QRk

r
qkEx

++
Δ

=
Δ

=Δ
π

θα  

根据对称性 
322322322 )(

2
)(2)(2 xR

kQx
xR

kQx
xR

kQxEE x
+

=
+

=Δ
+

=Δ= ∑ ∑ π
π

θ
π

 

由此可见，此带电圆环在轴线 P 点产生的场强大小相当于带电圆环带电量集中在圆环的某一

点时在轴线 P 点产生的场强大小，方向是沿轴线的方向. 
例 16：如图 3—15 所示，一质量均匀分布的细圆环， 
其半径为 R，质量为 m.令此环均匀带正电，总电 
量为 Q.现将此环平放在绝缘的光滑水平桌面上，并 
处于磁感应强度为 B 的均匀磁场中，磁场方向竖直向下. 
当此环绕通过其中心的竖直轴以匀角速度ω沿图示方向 
旋转时，环中的张力等于多少？（设圆环的带电量不减 
少，不考虑环上电荷之间的作用） 
解析：当环静止时，因环上没有电流，在磁场中不受力，则 
环中也就没有因磁场力引起的张力.当环匀速转动时，环上电 
荷也随环一起转动，形成电流，电流在磁场中受力导致环中存 
在张力，显然此张力一定与电流在磁场中受到的安培力有关. 
由题意可知环上各点所受安培力方向均不同，张力方向也不同， 
因而只能在环上取一小段作为研究对象，从而求出环中张力的 
大小. 
在圆环上取△L=R△θ圆弧元，受力情况如图 3—15—甲所示.因转动角速度ω而形成的电流  

π
ω

2
QI = ，电流元 I△L 所受的安培力 θ

π
ω

Δ=Δ=Δ QBRLBIF
2

 

因圆环法线方向合力为圆弧元做匀速圆周运动所需的向心力， 

RmFT 2

2
sin2 ωθ

Δ=Δ−
Δ

 

当△θ很小时， RmQBRT 2

222
sin ωθ

π
ωθθθ

Δ=Δ−Δ
Δ

≈
Δ

 

θ
π
ωθ

π
ωθθ

π
Δ=Δ−Δ∴Δ=Δ

222

2 RmQBRTmm∵    

解得圆环中张力为  )(
2

ω
π
ω mQBRT +=  
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例 17：如图 3—16 所示，一水平放置的光滑平行导轨上放一质量 
为 m 的金属杆，导轨间距为 L，导轨的一端连接一阻值为 R 的电 
阻，其他电阻不计，磁感应强度为 B 的匀强磁场垂直于导轨平面. 
现给金属杆一个水平向右的初速度 v0，然后任其运动，导轨足够 
长，试求金属杆在导轨上向右移动的最大距离是多少？ 
解析：水平地从 a 向 b 看，杆在运动过程中的受力分析 
如图 3—16—甲所示，这是一个典型的在变力作用下求位 
移的题，用我们已学过的知识好像无法解决，其实只要 
采用的方法得当仍然可以求解. 
设杆在减速中的某一时刻速度为 v，取一极短时间△t，发 
生了一段极小的位移△x，在△t 时间内，磁通量的变化为 

△φ   △φ=BL△x  
tR

xBL
tRR

I
Δ
Δ

=
Δ
ΔΦ

==
ε

   

金属杆受到安培力为
tR

xLBILBF
Δ

Δ
==

22

安  

由于时间极短，可以认为 F 安为恒力，选向右为正方向，在△t 时间内， 

安培力 F 安的冲量为：
R

xLBtFI Δ
−=Δ⋅−=Δ

22

安
   

对所有的位移求和，可得安培力的总冲量为   

x
R
LB

R
xLBI

2222

)( −=
Δ

−= ∑  ①   其中 x 为杆运动的最大距离， 

对金属杆用动量定理可得  I=0－mV0  ②        

由①、②两式得： 22
0

LB
RmV

x =  

例 18：如图 3—17 所示，电源的电动热为 E，电容器的 
电容为 C，S 是单刀双掷开关，MN、PQ 是两根位于同 
一水平面上的平行光滑长导轨，它们的电阻可以忽略不计， 
两导轨间距为 L，导轨处在磁感应强度为 B 的均匀磁场 
中，磁场方向垂直于两导轨所在的平面并指向图中纸面 
向里的方向.L1 和 L2是两根横放在导轨上的导体小棒， 

质量分别为 m1 和 m2，且 21 mm < .它们在导轨上滑动 

时与导轨保持垂直并接触良好，不计摩擦，两小棒的电阻 
相同，开始时两根小棒均静止在导轨上.现将开关 S 先合向 
1，然后合向 2.求： 
（1）两根小棒最终速度的大小； 
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（2）在整个过程中的焦耳热损耗.（当回路中有电流时，该电流所产生的磁场可忽略不计） 
解析：当开关 S 先合上 1 时，电源给电容器充电，当开关 S 再合上 2 时，电容器通过导体小

棒放电，在放电过程中，导体小棒受到安培力作用，在安培力作用下，两小棒开始运动，运

动速度最后均达到最大. 
（1）设两小棒最终的速度的大小为 v，则分别为 L1、L2 为研究对象得： 

1111 vmvmtF ii −′=Δ   ∑ =Δ vmtF ii 111   ①   同理得： ∑ =Δ vmtF ii 222   ② 

由①、②得： vmmtFtF iiii )( 212211 +=Δ+Δ ∑∑  

又因为 11 BliFi =    21 ii tt Δ=Δ   22 BliFi =    iii =+ 21  

所以 ∑∑∑∑ Δ=Δ+=Δ+Δ iiii tiBLtiiBLtBLitBLi )( 212211  

vmmqQBL )()( 21 +=−=  

而 Q=CE  q=CU′=CBLv     

所以解得小棒的最终速度 22
21 )( LCBmm

BLCEv
++

=  

（2）因为总能量守恒，所以 热Qvmm
C
qCE +++= 2

21

2
2 )(

2
1

2
1

2
1

 

即产生的热量  2
21

2
2 )(

2
1

2
1

2
1 vmm

C
qCEQ +−−=热  

                  

)(2
)(

)(
)]([

2
1

2
1

)(
2
1)(1

2
1

2
1

22
21

2
21

22
21

21
222

2
21

22

CLBmm
CEmm

LCBmm
BLCEmmLCBCE

vmmCBLv
C

CE

++
+

=

++
+−−=

+−−=

 

 

针对训练 
1．某地强风的风速为 v，设空气的密度为ρ，如果将通过横截面 

积为 S 的风的动能全部转化为电能，则其电功率为多少？ 
2．如图 3—19 所示，山高为 H，山顶 A 和水平面上 B 点的水平 

距离为 s.现在修一条冰道 ACB，其中 AC 为斜面，冰道光滑， 
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物体从 A 点由静止释放，用最短时间经 C 到 B，不计过 C 点 
的能量损失.问 AC 和水平方向的夹角θ多大？最短时间为多少？ 

3．如图 3—21 所示，在绳的 C 端以速度 v 匀速收绳从而拉动低 
处的物体 M 水平前进，当绳 AO 段也水平恰成α角时，物体 M 的速度多大？ 

 
 
 
 
 
4，如图 3—22 所示，质量相等的两个小球 A 和 B 通过轻绳绕过两个光滑的定滑轮带动 C 球

上升，某时刻连接 C 球的两绳的夹角为θ，设 A、B 两球此时下落的速度为 v，则 C 球上

升的速度多大？ 
5．质量为 M 的平板小车在光滑的水平面上以 v0 向左匀速运动，一质量为 m 的小球从高 h

处自由下落，与小车碰撞后反弹上升的高度仍为 h.设 M>>m，碰撞弹力 N>>g，球与车之

间的动摩擦因数为μ，则小球弹起后的水平速度可能是 （    ） 

 A． gh2  B．0 C． gh22μ  D．v0 

6．半径为 R 的刚性球固定在水平桌面上.有一质量为 M 的圆环状均匀弹性细绳圈，原长 
   2πa，a=R/2，绳圈的弹性系数为 k（绳伸长 s 时，绳中弹性张力为 ks）.将绳圈从球的正 
   上方轻放到球上，并用手扶着绳圈使其保持水平，并最后停留在某个静力平衡位置.考 
   虑重力，忽略摩擦. 

（1）设平衡时弹性绳圈长 2πb，b= a2 ，求弹性系数 k；（用 M、R、g 表示，g 为重力加

速度） 
（2）设 k=Mg/2π2R，求绳圈的最后平衡位置及长度. 
7．一截面呈圆形的细管被弯成大圆环，并固定在竖直平面内， 
   在环内的环底 A 处有一质量为 m、直径比管径略小的小球， 
   小球上连有一根穿过环顶 B 处管口的轻绳，在外力 F 作用 
   下小球以恒定速度 v 沿管壁做半径为 R 的匀速圆周运动， 

 如图 3—23 所示.已知小球与管内壁中位于大环外侧 
 部分的动摩擦因数为μ，而大环内侧部分的管内壁是光滑 
 的.忽略大环内、外侧半径的差别，认为均为 R.试求小 
 球从 A 点运动到 B 点过程中 F 做的功 WF. 

8．如图 3—24，来自质子源的质子（初速度为零），经一 
   加速电压为 800kV 的直线加速器加速，形成电流为 1.0mA 
   的细柱形质子流.已知质子电荷 e=1.60×10－19C.这束质子 
   流每秒打到靶上的质子数为         .假设分布在质子源 
   到靶之间的加速电场是均匀的，在质子束中与质子源相距 l 
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   和 4l 的两处，各取一段极短的相等长度的质子流，其中质 
   子数分别为 n1和 n2，则 n1: n2            . 
9．如图 3—25 所示，电量 Q 均匀分布在一个半径为 R 的 
   细圆环上，求圆环轴上与环心相距为 x 的点电荷 q 所受的 
   力的大小. 
10．如图 3—26 所示，一根均匀带电细线，总电量为 Q， 

弯成半径为 R 的缺口圆环，在细线的两端处留有很小的 
长为△L 的空隙，求圆环中心处的场强. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
11．如图 3—27 所示，两根均匀带电的半无穷长平行直导 

线（它们的电荷线密度为η），端点联线 LN 垂直于这 
两直导线，如图所示.LN 的长度为 2R.试求在 LN 的 
中点 O 处的电场强度. 

12．如图 3—28 所示，有一均匀带电的无穷长直导线， 
其电荷线密度为η.试求空间任意一点的电场强度. 
该点与直导线间垂直距离为 r. 

13．如图 3—29 所示，半径为 R 的均匀带电半球面，电 
    荷面密度为δ，求球心 O 处的电场强度. 
14．如图 3—30 所示，在光滑的水平面上，有一垂直向 

下的匀强磁场分布在宽度为 L 的区域内，现有一个边长 
为 a（a<L），质量为 m 的正方形闭合线框以初速 v0垂直 
磁场边界滑过磁场后，速度变为 v（v<v0），求： 

（1）线框在这过程中产生的热量 Q； 
（2）线框完全进入磁场后的速度 v′. 
15．如图 3—31 所示，在离水平地面 h 高的平台上有一相 

距 L 的光滑轨道，左端接有已充电的电容器，电容为 C， 
充电后两端电压为 U1.轨道平面处于垂直向上的磁感应 
强度为 B 的匀强磁场中.在轨道右端放一质量为 m 的金 
属棒，当闭合 S，棒离开轨道后电容器的两极电压变为 U2， 
求棒落在离平台多远的位置. 
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16．如图 3—32 所示，空间有一水平方向的匀强磁场，大小 
为 B，一光滑导轨竖直放置，导轨上接有一电容为 C 的电 
容器，并套一可自由滑动的金属棒，质量为 m，释放后，求 
金属棒的加速度 a. 
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四、等效法 

 

方法简介 

在一些物理问题中，一个过程的发展、一个状态的确定，往往是由多个因素决定的，

在这一决定中，若某些因素所起的作用和另一些因素所起的作用相同，则前一些因素与后

一些因素是等效的，它们便可以互相代替，而对过程的发展或状态的确定，最后结果并不

影响，这种以等效为前提而使某些因素互相代替来研究问题的方法就是等效法。 
等效思维的实质是在效果相同的情况下，将较为复杂的实际问题变换为简单的熟悉问

题，以便突出主要因素，抓住它的本质，找出其中规律。因此应用等效法时往往是用较简

单的因素代替较复杂的因素，以使问题得到简化而便于求解。 

赛题精讲 

例 1：如图 4—1 所示，水平面上，有两个竖直的光滑墙壁 A 和 B ，相距为 d ，一

个小球以初速度 v0 从两墙之间的 O 点斜向上抛出，与 A 和 B 各发生一次弹性碰撞后，正

好落回抛出点，求小球的抛射角 θ 。 
解析：将弹性小球在两墙之间的反弹运动，可等

效为一个完整的斜抛运动（见图）。所以可用解斜抛

运动的方法求解。 

由题意得：2d = v0cosθ ⋅ t = v0cosθ ⋅ 02v sin
g

θ  

可解得抛射角：θ = 1
2

arcsin
2
0

2gd
v

 

例 2：质点由 A 向 B 做直线运动，A 、B 间的距离为 L ，已知质点在 A 点的速度为

v0 ，加速度为 a ，如果将 L 分成相等的 n 段，质点每通过
L
n
的距离加速度均增加

a
n
，求

质点到达 B 时的速度。 
解析：从 A 到 B 的整个运动过程中，由于加速度均匀增加，故此运动是非匀变速直线

运动，而非匀变速直线运动，不能用匀变速直线运动公式求解，但若能将此运动用匀变速

直线运动等效代替，则此运动就可以求解。 
因加速度随通过的距离均匀增加，则此运动中的平均加速度为： 

a 平 =
a a

2
+

初 末 =

(n 1)aa a
n

2

−
+ +

= 3an a
2n
− = (3n 1)a

2n
−  

由匀变速运动的导出公式得：2a 平 L = 2
Bv － 2

0v  
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解得：vB = 2
0

(3n 1)aLv
n
−

+  

例 3：一只老鼠从老鼠洞沿直线爬出，已知爬出速度 v 的大小与距老鼠洞中心的距离

s 成反比，当老鼠到达距老鼠洞中心距离 s1 = 1m 的 A 点时，速度大小为 v1 = 20cm/s ，问

当老鼠到达距老鼠洞中心 s2=2m 的 B 点时，其速度大小 v2 = ？老鼠从 A 点到达 B 点所用

的时间 t = ？ 

解析：我们知道当汽车以恒定功率行驶时，其速度 v 与牵引力 F 成反比，即 v = P
F
，

由此可把老鼠的运动等效为在外力以恒定的功率牵引下的弹簧的运动。 

由此分析，可写出：v = P
F

= P
kx

 

当 x = s1时，v = v1 

将其代入上式求解，得：k =
1 1

P
v s

=
2 2

P
v s

 

所以老鼠到达 B 点时的速度 v2 = 1

2

s
s

v1 =
1
2
×20 = 10cm/s 

再根据外力做的功等于此等效弹簧弹性势能的增加，Pt = 1
2

k 2
2s －

1
2

k 2
1s  

代入有关量可得：Pt = 1
2
⋅

1 1

P
v s

( 2
2s － 2

1s ) 

由此可解得：t =
2 2
2 1

1 1

s s
2s v
− =

2 22 1
2 1 0.2

−
× ×

= 7.5s 

（此题也可以用图像法、类比法求解。） 

例 4：如图 4—2 所示，半径为 r 的铅球内有一半径为
r
2
的

球形空腔，其表面与球面相切，铅球的质量为 M 。在铅球和

空腔的中心连线上，距离铅球中心 L 处有一质量为 m 的小球

（可以看成质点），求铅球对小球的引力。 
解析：因为铅球内部有一空腔，不能把它等效成位于球

心的质点。 我们设想在铅球的空腔内填充一个密度与铅球相同的小铅球 ΔM ，然后在对

于小球 m 对称的另一侧位置放另一个相同的小铅球 ΔM ，这样加入的两个小铅球对小球

m 的引力可以抵消，就这样将空腔铅球变成实心铅球，而结果是等效的。 
带空腔的铅球对 m 的引力等效于实心铅球与另一侧 ΔM 对 m 的引力之和。 设空腔铅

球对 m 的引力为 F ，实心铅球与 ΔM 对 m 的引力分别为 F1 、F2。 则 
F = F1－F2                                    ① 

经计算可知：ΔM = 1
7

M ，所以： 

F1 = G
2

m(M M)
L
+ Δ =

2

8GmM
7L

                     ② 

图 4—2 
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F2 = G
2

m M
r(L )
2

Δ

−
=

2

GmM
r7(L )
2

−
                 ③ 

将②、③代入①式，解得空腔铅球对小球的引力为： 

F = F1－F2 = GmM［
2

8
7L

－
2

1
r7(L )
2

−
］ 

例 5：如图 4-3 所示，小球长为 L 的光滑斜面顶端自由下滑，滑到底端时与挡板碰撞

并反向弹回，若每次与挡板碰撞后的速度大小为碰撞前速度大小的
4
5
，求小球从开始下滑

到最终停止于斜面下端时，小球总共通过的路程。 
解析：小球与挡板碰撞后的速度小于碰撞前的速度，

说明碰撞过程中损失能量，每次反弹距离都不及上次大，

小球一步一步接近挡板，最终停在挡板处。 我们可以分

别计算每次碰撞垢上升的距离 L1 、L2 、… 、Ln ，则

小球总共通过的路程为 s = 2 (L1 + L2 + … + Ln) + L ，
然后用等比数列求和公式求出结果，但是这种解法很麻

烦。 
我们假设小球与挡板碰撞不损失能量，其原来损失的能量看做小球运动过程中克服阻

力做功而消耗掉，最终结果是相同的，而阻力在整个运动过程中都有，就可以利用摩擦力

做功求出路程。 
设第一次碰撞前后小球的速度分别为 v 、v1 ，碰撞后反弹的距离为 L1 ，则： 
1
2

mv2 = mgLsinθ ， 1
2

m 2
1v = mgL1sinθ 

其中 v1 =
4
5

v ，所以： 1L
L

=
2
1
2

v
v

= ( 4
5

)2 

碰撞中损失的动能为：ΔEk =
1
2

mv2－
1
2

m 2
1v = 1

2
mv2(1－ 16

25
) 

根据等效性有：f (L1 + L) = ΔEk ，解得等效摩擦力 f = 9
41

mgsinθ 

通过这个结果可以看出等效摩擦力与下滑的长度无关，所以在以后的运动过程中，等

效摩擦力都相同。 以整个运动为研究过程，有：f ⋅ s = mgL ⋅ sinθ 

解出小球总共通过的总路程为：s = 41
9

L 

（此题也可以通过递推法求解，读者可试试。） 
例 6：如图 4—4 所示，用两根等长的轻质细线悬挂一个小球，设 L

和 α已知，当小球垂直于纸面做简谐运动时，其周期为       。 
解析：此题是一个双线摆，而我们知道单摆的周期，若将又线摆摆

长等效为单摆摆长，则双线摆的周期就可以求出来了。 

图 4—3 

图 4—4 
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将双线摆摆长等效为单摆摆长 L′= Lsinα ，则此双线摆的周期为： 

T′= 2π L
g
′ = 2π L sin

g
α  

例 8：如图 4—5 所示，由一根长为 L 的刚性轻杆和杆端的小

球组成的单摆做振幅很小的自由振动。 如果杆上的中点固定另一

个相同的小球，使单摆变成一个异形复摆，求该复摆的振动周期。 
解析：复摆这一物理模型属于大学普通物理学的内容，中学阶

段限于知识的局限，不能直接求解。 如能进行等效操作，将其转

化成中学生熟悉的单摆模型，则求解周期将变得简捷易行。 
设想有一摆长为 L0 的辅助单摆，与原复摆等周期，两摆分别从摆角 α 处从静止开始

摆动，摆动到与竖直方向夹角为 β 时，具有相同的角速度 ω ，对两摆分别应用机械能守

恒定律，于是得： 

mgl (cosβ－cosα) + mg 1
2

( cosβ－cosα) = 1
2

m(ωl)2 + 1
2

( l
2
ω )2 

对单摆，得：mgl0(cosβ－cosα) = 1
2

m(ωl0)2 

联立两式求解，得：l0 =
5
6

l 

故原复摆的周期为：T = 2π 0l
g

=2π 5l
6g

 

例 9：粗细均匀的 U 形管内装有某种液体，开始静止在水平面上，如图 4—6 所示，

已知：L = 10cm ，当此 U 形管以 4m/s2 的加速度水平向右运动时，求两竖直管内液面的高

度差。（g = 10m/s2） 
解析：当 U 形管向右加速运动时，可把液体当做放在等效重

力场中，g′的方向是等效重力场的竖直方向，这时两边的液面

应与等效重力场的水平方向平行，即与 g′方向垂直。 
设 g′的方向与 g 的方向之间夹角为 α ，则： 

tanα = a
g

= 0.4 

由图 4—6 可知液面与水平方向的夹角为 α ， 
所以，Δh = L ⋅ tanα = 10×0.4 = 4cm = 0.04m 
例 10：光滑绝缘的圆形轨道竖直放置，半径为 R ，在其最低点 A 处放一质量为 m 的

带电小球，整个空间存在匀强电场，使小球受到电场力的大小为
3

3
mg ，方向水平向右，

现给小球一个水平向右的初速度 v0 ，使小球沿轨道向上运动，若小球刚好能做完整的圆

周运动，求 v0 。 
解析：小球同时受到重力和电场力作用，这时也可以认为小球处在等效重力场中。小

图 4—5 

图 4—6 
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球受到的等效重力为： 

G′= 2 23(mg) ( mg)
3

+ = 2 3
3

mg 

等效重力加速度：g′= G
m
′
= 2 3

3
g 

与竖直方向的夹角 θ = 30°，如图 4—7 甲所示。所以 B 点为等效重力场中轨道的最

高点，如图 4—7，由题意，小球刚好能做完整的圆周运动，小球运动到 B 点时的速度 vB 

= g R′  

在等效重力场中应用机械能守恒定律： 
1
2

m 2
0v = mg′(R + Rcosθ) + 1

2
m 2

Bv  

将 g′、vB分别代入上式，解得给小球的初速度为： 

v0 = 2 3 1 gR+( )  

例 11：空间某一体积为 V 的区域内的平均电场强度（E）的定义为： 

E = 1 1 2 2 n n

1 2 n

E V E V E V
V V V

Δ + Δ + ⋅⋅⋅ + Δ
Δ + Δ + ⋅⋅⋅ + Δ

=

n

i i
i 1

n

i
i 1

E V

V
=

=

Δ∑

∑
 

如图 4—8 所示，今有一半径为 a 原来不带电的金属球，

现使它处于电量为 q的点电荷的电场中，点电荷位于金属球外，

与球心的距离为 R ，试计算金属球表面的感应电荷所产生的

电场在此球内的平均电场强度。 
解析：金属球表面的感应电荷产生的球内电场，由静电平衡知识可知等于电量为 q 的

点电荷在金属球内产生的电场，其大小相等，方向相反，因此求金属球表面的感应电荷产

生的电场，相当于求点电荷 q 在金属球内产生的电场。 
由平均电场强度公式得： 

E =

n

i i
i 1

n

i
i 1

E V

V
=

=

Δ∑

∑
= 1

V

n

i i
i 1

E V
=

Δ∑ =
n

i
i

i 1

V
E

V=

Δ
∑ =

n
i

2
i 1 i

Vkq
r V=

Δ
∑  

设金属球均匀带电，带电量为 q ，其密度为 ρ = q
v
，则有： 

E =
n

1 i
2

i 1 i

k V
r=

ρΔ
∑ =

n
i

2
i 1 i

k q
r=

Δ
∑  

n
i

2
i 1 i

k q
r=

Δ
∑ 为带电球体在 q 所在点产生的场强，因而有 E =

2

kq
R

，方向从 O 指向 q 。 

图 4—7 

图 4—8 
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例 11：质量为 m 的小球带电量为 Q ，在场强为 E 的水平匀强电场中获得竖直向上的

初速度为 v0 。 若忽略空气阻力和重力加速度 g 随高度的变化，求小球在运动过程中的最

小速度。 
解析：若把电场力 Eq和重力 mg 合成一个力，则小球相当于只受一个力的作用，由于

小球运动的初速度与其所受的合外力之间成一钝角，因此可以把小球的运动看成在等效重

力 G′（即为合外力）作用下的斜抛运动，而做斜抛运动的物体在其速度方向与 G′垂直

时的速度为最小，也就是斜抛运动的最高点，由此可见用这种等效法可以较快求得结果。 
电场力和重力的合力方向如图 4—9 所示， 

由图所示的几何关系可知：tanθ = mg
qE

 

小球从 O 点抛出时，在 y 方向上做匀减速直线运动，在 x 轴方

向上做匀速直线运动。 当在 y 轴方向上的速度为零时，小球只具有

x 轴方向上的速度，此时小球的速度为最小值，所以： 

vmin = v0cosθ = 0

2 2

qEv
(mg) (qE)+

 

（此题也可以用矢量三角形求极值的方法求解，读者可自行解决。） 
例 12：如图 4—10 所示，R1 、R2 、R3 为定值电阻，但阻

值未知，Rx 为电阻箱。当 Rx 为 Rx1 = 10Ω时，通过它的电流 Ix1 
= 1.0A ；当 Rx 为 Rx2 = 18Ω时，通过它的电流 Ix2 = 0.6A 。则

当 Ix3 = 0.1A 时，求电阻 Rx3 。 
解析：电源电动势 ε 、内电阻 r 、电阻 R1 、R2 、R3 均未

知，按题目给的电路模型列式求解，显然方程数少于未知量数，

于是可采取变换电路结构的方法。 
将图 4—10 所示的虚线框内电路看成新的电源，则等效电路如图 4

—10 甲所示，电源的电动势为 ε′，内电阻为 r′。 根据电学知识，

新电路不改变 Rx 和 Ix的对应关系，有： 
ε′= Ix1(Rx1 + r′)                        ① 
ε′= Ix2(Rx2 + r′)                     ② 
ε′= Ix3(Rx3 + r′)                  ③ 
由①、②两式，得：ε′= 12V ，r′= 2Ω 
代入③式，可得：Rx3 = 118Ω 
例 13：如图 4—11 所示的甲、乙两个电阻电路

具有这样的特性：对于任意阻值的 RAB 、RBC 和

RCA ，相应的电阻 Ra 、Rb和 Rc可确定。 因此在

对应点 A 和 a ，B 和 b 、C 和 c 的电位是相同的，

并且，流入对应点（例如 A 和 a）的电流也相同，

利用这些条件证明：Ra = AB CA

AB BC CA

R R
R R R+ +

，并证明

图 4—9 

图 4—10 

图 4—10 甲 

 

图 4—11 
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对 Rb 和 Rc 也有类似的结果，利用上面的结果求图 4—11 甲中 P 和 Q 两点之间的电阻。 
解析：图 4—11 中甲、乙两种电路的接法分别叫三角形接法和星形接法，只有这两种

电路任意两对应点之间的总电阻部分都相等，两个电路可以互相等效，对应点 A 、a 、B 、
b 和 C 、c 将具有相同的电势。 

由 Rab = RAB ，Rac = RAC ，Rbc = RBC ，对 ab 间，有： 

Ra + Rb = (
AB

1
R

+
AC BC

1
R R+

)－1 = AB CA AB BC

AB BC CA

R R R R
R R R

+
+ +

                ① 

同样，ac 间和 bc 间，也有： 

Ra + Rc = (
CA

1
R

+
AB BC

1
R R+

)－1 = AB CA BC CA

AB BC CA

R R R R
R R R

+
+ +

                ② 

Rb + Rc = (
BC

1
R

+
AB CA

1
R R+

)－1 = AB BC BC CA

AB BC CA

R R R R
R R R

+
+ +

                ③ 

将①+②－③得：Ra = AB CA

AB BC CA

R R
R R R+ +

 

再通过①－②＋③和③+②－①，并整理，就得到 Rb和 RC的表达式—— 

Rb = AB BC

AB BC CA

R R
R R R+ +

，Rc = BC CA

AB BC CA

R R
R R R+ +

 

下面利用以上结果求图 4—12 甲中 P 和 Q 两点之间的电阻。 

4—12 甲 4—12 乙 4—12 丙 
用星形接法代替三角形接法，可得图 4—12 乙所示电路，PRQS 回路是一个平衡的惠

斯登电桥，所以在 RS 之间无电流，因此它与图 4—12 丙所示电路是等效的。因此 PQ 之

间的总电阻 RPQ 可通过这三个并联电阻求和得到。所以： 

RPQ = ( 1
36

+ 1
18

+ 1
6

)－1 = 4Ω 

例 14：如图 4—13 所示，放在磁感应强度 B = 0.6T 的匀强磁场中

的长方形金属线框 abcd ，框平面与磁感应强度方向垂直，其中 ab 和

bc 各是一段粗细均匀的电阻丝 Rab = 5Ω ，Rbc = 3Ω ，线框其余部分电

阻忽略不计。现让导体 EF 搁置在 ab 、cd 边上，其有效长度 L = 0.5m ，
且与 ab 垂直，阻值 REF = 1Ω ，并使其从金属框 ad 端以恒定的速度 V 

= 10m/s 向右滑动，当 EF 滑过 ab 长的
4
5
距离时，问流过 aE 端的电流

多大？ 

图 4—13 
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解析：EF 向右运动时，产生感应电动势 ε ，当 EF 滑过 ab 长的
4
5
时，电路图可等效为

如图 4—13 甲所示的电路。 
根据题设可以求出 EF 产生的感应电动势 ε 
ε = BLV = 0.6×0.5×10 = 3.0V 
RaE = 4Ω ，REb = 1Ω ，Rbc = 3Ω 
此时电源内阻为导体 EF 的电阻，r = REF = 1Ω ，则电路

中的总电阻为： 

R = r + aE Eb bc

aE Eb bc

R (R R )
R (R R )

⋅ +
+ +

= 3Ω 

电路中的总电流为：I =
R
ε = 1.0A 

∴通过 aE 的电流为：IaE = 0.5A 
例 15：有一薄平凹透镜，凹面半径为 0.5m ，玻璃的折射率

为 1.5 ，且在平面上镀一层反射层，如图 4—14 所示，在此系统

的左侧主轴上放一物 S ，S 距系统 1.5m ，问 S 成像于何处？ 
解析：本题可等效为物点 S 先经薄平凹透镜成像，其像为平

面镜的物，平面镜对物成像又为薄平凹透镜成像的物，根据成像

规律，逐次求出最终像的位置。 
根据以上分析，首先考虑物 S 经平凹透镜的成像 S′， 

根据公式
1

1
P′

+ 1
P

=
1

1
f

 

其中
1

1
f

= (n－1)( 1
R
－

2

1
R

) = (1.5－1)( 1
0.5−

－
1
∞

) =－1m－1 

故有：
1

1
P′

+ 1
1.5

=－1 ， 1P′ =－0.6m 

成像在左侧，为虚像，该虚像再经平凹透镜成像 S″后，其像距为： 
2P′ =－P2 =－ 1P′ = 0.6m 

成像在右侧，为虚像，该虚像再经平凹透镜成像S′′′，有： 

3

1
P

+
3

1
P′

= 1
f
，其中 P3 = 2P′ = 0.6m ， 1

f
=－1m－1 

故：
3

1
P′

+ 1
0.6

=－1 ，解得： 3P′ =－0.375m 

即成虚像于系统右侧 0.375m 处。 
（此题还可用假设法求解。） 

图 4—13 甲 

图 4—14 
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针对训练 

1．半径为 R 的金属球与大地相连，距球心 L 处有一带电量

为+q 的点电荷如图 4—15 所示。试求： 
（1）球上感应电荷的总电量； 
（2）q 受到的库仑力。 
2．如图 4—16 所示，设 R1 = 40Ω ，R2 = 80Ω ，R3 = 5Ω ，

R4 = 10Ω ，R5 = 40Ω ，R6 = 99Ω ，R7 = 101Ω ，R8 = 20Ω ，求

AB 之间的电阻。 

图 4—16 图 4—17 图 4—18 
3．电路如图 4—17 所示，R1 = R3 = R4 = R5 = 3Ω时，R2 = 1Ω ，求 AB 间的等效电阻。 
4．有 9 个电阻联成如图 4—18 电路，图中数字的单位是 Ω ，求 PQ 两点间的等效电

阻。 
5．如图 4—19 所示电路，求 AB 两点间的等效电阻。 

 
图 4—19 图 4—20 

6．如图 4—20 所示，由 5 个电阻联成的网络，试求 AB 两点间的等效电阻。 
7．由 7 个阻值均为 r 的电阻组成的网络元如图 4—21 甲所示。由这种网络元彼此连接

形成的无限梯形网络如图 4—21 乙所示。试求 P 、Q 两点之间的等效电阻。 

 
图 4—21 甲 图 4—21 乙 

图 4—15 
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8．图 4—22 表示一交流电的电流随时间而变化的图像，此交流电流有效值是（    ） 
A、5 2 A           B、5A            C、3.5 2 A           D、3.5A 

图 4—22 图 4—23 图 4—24 
9．磁流体发电机的示意图如图 4—23 所示，横截面为距形的管道长为 L ，宽为 a ，

高为 b ，上下两个侧面是绝缘体，相距为 a 的两个侧面是电阻可忽略的导体，此两导体侧

面与负载电阻 RL 相连。整个管道放在一个匀强磁场中，磁感应强度的大小为 B ，方向垂

直于上下侧面向上。 现有电离气体（正、负带电粒子）持续稳定的流经管道，为了使问

题简化，设横截面上各点流速相同。 已知流速与电离气体所受的压力成正比；且无论有

无磁场存在时，都维持管道两端电离气体的压强差皆为 p 。 设无磁场存在时电离气体的

流速为 v0 。 求有磁场存在时流体发电机的电动势的大小 ε 。 已知电离气体的平均电阻

率为 ρ 。 
10．一匀质细导线圆环，总电阻为 R ，半径为 a ，圆环内充满方向垂直于环面的匀强

磁场，磁场以速率 K 均匀地随时间增强，环上的 A 、D 、C 三点位置对称。 电流计 G
连接 A 、C 两点，如图 4—24 所示，若电流计内阻为 RG ，求通过电流计的电流大小。 

11．固定在匀强磁场中的正方形导线框 abcd ，各边长为 L1 ，其中

ab 是一端电阻为 R 的均匀电阻丝，其余三边均为电阻可忽略的铜线，磁

场的磁感应强度为 B ，方向垂直纸面向里，现有一与 ab 段的材料、粗

细、长度都相同的电阻丝 PQ 架在导线框上，如图 4—25 所示，以恒定

的速度 v 从 ad 滑向 bc ，当 PQ 滑过
1
3

L 的距离时，通过 aP 段电阻丝的

电流是多大？方向如何？ 
12．如图 4—26 所示，一根长的薄导体平板沿 x 轴放置，板面位于

水平位置，板的宽度为 L ，电阻可忽略不计，aebcfd 是圆弧形均匀导线，其电阻为 3R ，
圆弧所在的平面与 x 轴垂直，圆弧的两端 a 和 d 与导体板的两个侧面相接解，并可在其上

滑动。 圆弧 ae = eb = cf = fd = 1
8
圆周长，圆弧 bc = 1

4
圆周长，

一内阻 Rg = nR 的体积很小的电压表位于圆弧的圆心 O 处，

电压表的两端分别用电阻可以忽略的直导线与b和 c点相连，

整个装置处在磁感应强度为 B、方向竖直向上的匀强磁场中。 
当导体板不动而圆弧导线与电压表一起以恒定的速度 v 沿 x
轴方向平移运动时： 

（1）求电压表的读数； 
（2）求 e 点与 f 点的电势差（Ue－Rf）。 

图 4—25 

图 4—26 
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13．如图 4—27 所示，长为 2πa 、电阻为 r 的均

匀细导线首尾相接形成一个半径为 a 的圆。现将电

阻为 R 的电压表，以及电阻可以忽略的导线，按图

a 和图 b 所示的方式分别与圆的两点相连接。 这两

点之间的弧线所对圆心角为 θ 。若在垂直圆平面的

方向上有均匀变化的匀强磁场，已知磁感应强度的

变化率为 k ，试问：在图 a 、b 两种情形中，电压

表的读数各为多少？ 
14．一平凸透镜焦距为 f ，其平面上镀了银，现在其凸面一侧距它 2f 处，垂直于主轴

主置一高为 H 的物，其下端位于透镜的主轴上如图 4—28 所示。 
（1）用作图法画出物经镀银透镜所成的像，并标明该像是虚、是实； 
（2）用计算法求出此像的位置和大小。 

 
图 4—28 图 4—29 

15．如图 4—29 所示，折射率 n = 1.5 的全反射棱镜上方 6cm 处放置一物体 AB ，棱

镜直角边长为 6cm ，棱镜右侧 10cm 处放置一焦距 f1 = 10cm 的凸透镜，透镜右侧 15cm 处

再放置一焦距 f2 = 10cm 的凹透镜，求该光学系统成像的位置和放大率。 
 

参考答案 

1、－
R
L

q ，
2

2 2 2

KRL q
(L R )−

 

2、120
11

Ω 

3、 7
3
Ω 

4、4Ω 
5、0.5Ω 
6、1.4Ω  
7、1.32r  
8、C  

9、

0 1

p
p BL

Bv a a R Lb
+
ρ +

 

图 4—27 
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10、
2

G

3 a K
qR 2R

π
+

 

11、 16BL v
11R

，从 a 指向 P 

12、（1） nR 2Bav
3nR 2R+

；（2）(2－ 2 + n 1
3n 2
+
+

2 )Bav 

13、0 ，
2 2

2

2 a k sin
r(2 ) 4
R

π θ

θ π− θ + π
 

14、（1）图略；（2）距光心
2
3

f ， 1
3

H  

15、凹透镜的右侧 10cm 处，放大率为 2 。 
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高中奥林匹克物理竞赛解题方法 

五、极限法 
方法简介 

 
 极限法是把某个物理量推向极端，即极大和极小或极左和极右，并依此做出科学的

推理分析，从而给出判断或导出一般结论。极限法在进行某些物理过程的分析时，具有

独特作用，恰当应用极限法能提高解题效率，使问题化难为易，化繁为简，思路灵活，

判断准确。因此要求解题者，不仅具有严谨的逻辑推理能力，而且具有丰富的想象能力，

从而得到事半功倍的效果。 
 
赛题精讲 

 
例 1：如图 5—1 所示， 一个质量为 m 的小球位于一质量可忽略的直立 

弹簧上方 h 高度处，该小球从静止开始落向弹簧，设弹簧的劲度 
系数为 k，则物块可能获得的最大动能为       。 

解析：球跟弹簧接触后，先做变加速运动，后做变减速运动，据此推理， 
小球所受合力为零的位置速度、动能最大。所以速最大时有 

mg=kx                          ①                 图 5—1 

由机械能守恒有  2

2
1)( kxExhmg k +=+     ② 

联立①②式解得  
k
gmmghEk

22

2
1
⋅−=  

例 2：如图 5—2 所示，倾角为α的斜面上方有一点 O，在 O 点放一至 
斜面的光滑直轨道，要求一质点从 O 点沿直轨道到达斜面 P 点 

的时间最短。求该直轨道与竖直方向的夹角 β 。 

解析：质点沿 OP 做匀加速直线运动，运动的时间 t 应该与 β 角有关， 

求时间 t 对于 β 角的函数的极值即可。 

由牛顿运动定律可知，质点沿光滑轨道下滑的加速度为 

         βcosga =  

该质点沿轨道由静止滑到斜面所用的时间为 t，则 

       OPat =2

2
1

 

图 5—2 
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所以
βcos

2
g

OPt =                          ① 

由图可知，在△OPC 中有 

       
)90sin()90sin( βαα −+

=
−

OCOP
 

所以
)cos(

cos
βα
α

−
=

OCOP                     ② 

将②式代入①式得  
g

OC
g

OCt
)]2cos([cos

cos4
)cos(cos

cos2
βαα

α
βαβ

α
−+

=
−

=  

显然，当
2

,1)2cos( αββα ==− 即 时，上式有最小值. 

所以当
2
αβ = 时，质点沿直轨道滑到斜面所用的时间最短。 

此题也可以用作图法求解。 

例 3：从底角为θ 的斜面顶端，以初速度 0υ 水平抛出一小球，不计 

空气阻力，若斜面足够长，如图 5—3 所示，则小球抛出后， 
离开斜面的最大距离 H 为多少？ 

解析：当物体的速度方向与斜面平行时，物体离斜面最远。 
以水平向右为 x 轴正方向，竖直向下为 y 轴正方向， 

则由： gtvvy == θtan0 ，解得运动时间为 θtan0

g
v

t =  

该点的坐标为 θθ 2
2
02

2
0

0 tan
22

1tan
g

v
gty

g
v

tvx ====  

由几何关系得： θθ tancos/ xyH =+  

解得小球离开斜面的最大距离为 θθ sintan
2

2
0 ⋅=
g

v
H 。 

这道题若以沿斜面方向和垂直于斜面方向建立坐标轴，求解则更加简便。 
例 4：如图 5—4 所示，一水枪需将水射到离喷口的水平距离为 3.0m 

的墙外， 从喷口算起， 墙高为 4.0m。 若不计空气阻力，取 

2/10 smg = ，求所需的最小初速及对应的发射仰角。 

图 5—3 

图 5—4 
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解析：水流做斜上抛运动，以喷口 O 为原点建立如图所示的 
直角坐标，本题的任务就是水流能通过点 A（d、h）的最小初速度和发射仰角。 

根据平抛运动的规律，水流的运动方程为

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−⋅=

⋅=

2
0

0

2
1sin

cos

gttvy

tvx

α

α
  

把 A 点坐标（d、h）代入以上两式，消去 t，得： 

h
hd

h

hd

dhdgd

hdgd

dhgdv

−⋅
+

−⋅
+

+=

+−=

−⋅−=

]2cos2sin[/

)]12(cos2sin/[

)tan(cos2/

2222

222

2

222
0

αα

αα

αα

 

令 ,sin/,cos/,tan/ 2222 θθθ =+=+= hdhhdddh 则 上式可变为 

,,6.71
3
4arctan45arctan

2
145

2
45

902,1)2sin(,,)2sin(/

0

2222
0

最小时亦即发射角

即当显然

v
d
h

hhdgdv

=+=+=+=

=−=−−−+=
θα

θαθαθα
 

且最小初速 0v = ./5.9/103)( 22 smsmhhdg ==++  

例 5：如图 5—5 所示，一质量为 m 的人，从长为 l、质量为 
M 的铁板的一端匀加速跑向另一端，并在另一端骤然停止。 
铁板和水平面间摩擦因数为 μ ，人和铁板间摩擦因数为 

μ′，且 μ′ >> μ 。这样，人能使铁板朝其跑动方向移动 

的最大距离 L 是多少？ 
解析：人骤然停止奔跑后，其原有动量转化为与铁板一起向前冲的动量，此后，地面对

载人铁板的阻力是地面对铁板的摩擦力 f，其加速度 g
mM

gmM
mM

fa μμ
=

+
+

=
+

=
)(

1
。 

 由于铁板移动的距离 v
a

vL ′
′

= 故,
2 1

2

越大，L 越大。v′是人与铁板一起开始地运动

的速度，因此人应以不会引起铁板运动的最大加速度奔跑。 
     人在铁板上奔跑但铁板没有移动时，人若达到最大加速度，则地面与铁板之

间的摩擦力达到最大静摩擦 gmM )( +μ ，根据系统的牛顿第二定律得： 

           02 ⋅+= MmaF  

 所以 g
m

mM
m
Fa +
== μ2                    ①哈 

图 5—5 
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 设 v、 v′分别是人奔跑结束及人和铁板一起运动时的速度 

 因为 vmMmv ′+= )(                        ② 

 且 Lavlav 1
2

2
2 2,2 =′=  

 并将 1a 、 2a 代入②式解得铁板移动的最大距离 

   l
mM

mL
+

=  

例 6：设地球的质量为 M，人造卫星的质量为 m，地球的半径为 R0，人造卫星环绕地球

做圆周运动的半径为 r。试证明：从地面上将卫星发射至运行轨道，发射速度 

  )2( 0
0 r

R
gRv −= ，并用该式求出这个发射速度的最小值和最大值。（取 R0=6.4

×106m），设大气层对卫星的阻力忽略不计，地面的重力加速度为 g） 
解析：由能量守恒定律，卫星在地球的引力场中运动时总机械能为一常量。设卫星从地

面发射的速度为 发v ，卫星发射时具有的机械能为 

 
0

2
1 2

1
R

MmGmvE −= 发                                ① 

 进入轨道后卫星的机械能为
r

MmGmvE −= 2
2 2

1
轨        ② 

 由 E1=E2，并代入 ,
r

GMv =轨 解得发射速度为 )2( 0

0 r
R

R
GMv −=发   ③ 

 又因为在地面上万有引力等于重力，即： gR
R

GMmg
R
MmG 0

0
2
0

== 所以 ④ 

 把④式代入③式即得： )2( 0
0 r

R
gRv −=发  

 （1）如果 r=R0，即当卫星贴近地球表面做匀速圆周运动时，所需发射速度最小 

为 smgRv /109.7 3
0min ×== . 

（2）如果 ∞→r ，所需发射速度最大（称为第二宇宙速度或脱离速度）为 

     smgRv /102.112 3
0max ×==  

例 7：如图 5—6 所示，半径为 R 的匀质半球体，其重心在球心 
O 点正下方 C 点处，OC=3R/8， 半球重为 G，半球放在 
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水平面上，在半球的平面上放一重为 G/8 的物体，它与半 

球平在间的动摩擦因数 2.0=μ ， 求无滑动时物体离球心       图 5—6 

O 点最大距离是多少？ 
解析：物体离 O 点放得越远，根据力矩的平衡，半球体转过的角度θ 越大，但物体在球

体斜面上保持相对静止时，θ 有限度。 
    设物体距球心为 x 时恰好无滑动，对整体以半球体和地面接触点为轴，根据平

衡条件有： θθ cos
8

sin
8

3 xGRG =⋅  

 得  θtan3Rx =  
 可见，x 随θ 增大而增大。临界情况对应物体所受摩擦力为最大静摩擦力，则： 

     RRx
N
fm

m 6.03,,2.0tan ===== μμθ 所以 . 

例 8：有一质量为 m=50kg 的直杆，竖立在水平地面上，杆与地面间 

静摩擦因数 3.0=μ ，杆的上端固定在地面上的绳索拉住，绳 

与杆的夹角 30=θ ，如图 5—7 所示。 

（1）若以水平力 F 作用在杆上，作用点到地面的距离 LLh (5/21 = 为杆长），要

使杆不滑倒，力 F 最大不能越过多少？ 

（2）若将作用点移到 5/42 Lh = 处时，情况又如何？ 

解析：杆不滑倒应从两方面考虑，杆与地面间的静摩擦力达到极限的前提下，力的大小

还与 h 有关，讨论力与 h 的关系是关键。 
 杆的受力如图 5—7—甲所示，由平衡条件得 

     

0)(
0cos

0sin

=−−
=−−

=−−

fLhLF
mgTN
fTF

θ
θ

 

     另由上式可知，F 增大时，f 相应也增大，故当 f 增大到最大静摩擦力时，杆

刚要滑倒，此时满足： Nf μ=  

 解得：
hhL

mgLFmas −−
=

μθ
θ
/tan)(

tan
 

 由上式又可知，当 LhhhL 66.0,/tan)( 0 =∞→−− 即当μθ 时对 F 就没有限制了。 

图 5—7 

图 5—7—甲 
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 （1）当 01 5
2 hLh <= ，将有关数据代入 maxF 的表达式得 

           NF 385max =  

 （2）当 ,
5
4

02 hLh >= 无论 F 为何值，都不可能使杆滑倒，这种现象即称为自锁。 

例 9：放在光滑水平面上的木板质量为 M，如图 5—8 所示，板上有 

质量为 m 的小狗以与木板成θ 角的初速度 0v （相对于地面） 

由 A 点跳到 B 点，已知 AB 间距离为 s。求初速度的最小值。     图 5—8 
解析：小狗跳起后，做斜上抛运动，水平位移向右，由于水平方向动量守恒，木板向左

运动。小狗落到板上的 B 点时，小狗和木板对地位移的大小之和，是小狗对木板

的水平位移。 

 由于水平方向动量守恒，有
M

mv
vMvmv

θ
θ

sin
cos 0

0 == 即    ① 

 小狗在空中做斜抛运动的时间为 
g

v
t

θsin2 0=       ② 

 又 vttvs =⋅+ θcos0                             ③ 

 将①、②代入③式得 
θ2sin)(0 mM

Mgsv
+

=  

 当 0,
4

,12sin v时即
πθθ == 有最小值，

mM
Mgsv
+

=min0 。 

例 10：一小物块以速度 smv /100 = 沿光滑地面滑行，然后沿光滑 

 曲面上升到顶部水平的高台上，并由高台上飞出，如图 5—9 
 所示， 当高台的高度 h 多大时，小物块飞行的水平距离 s 最 

大？这个距离是多少？（g 取 10m/s2） 
解析：依题意，小物块经历两个过程。在脱离曲面顶部之前，小物块受重力和支持力，

由于支持力不做功，物块的机械能守恒，物块从高台上飞出后，做平抛运动，其

水平距离 s 是高度 h 的函数。 
 设小物块刚脱离曲面顶部的速度为 v ，根据机械能守恒定律， 

   mghmvmv += 22
0 2

1
2
1

               ① 

 小物块做平抛运动的水平距离 s 和高度 h 分别为：
2

2
1 gth =    ② 

图 5—9 
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 vts =                                                   ③ 

 以上三式联立解得：
2

2
02

2
02

0 )
4

()
4

(222
g

v
h

g
v

g
hghvs −−=−=  

 当 m
g

v
h 5.2

4

2
0 == 时，飞行距离最大，为 m

g
v

s 5
2

2
0

max == 。 

例 11：军训中，战士距墙 s，以速度 0v 起跳，如图 5—10 所示， 

再用脚蹬墙面一次，使身体变为竖直向上的运动以继续 
升高，墙面与鞋底之间的静摩擦因数为 μ 。求能使人体 
重心有最大总升高的起跳角θ 。                           图 5—10 

解析：人体重心最大总升高分为两部分，一部分是人做斜上抛运动上升的高度，另一部

分是人蹬墙所能上升的高度。 

 如图 5—10—甲，人做斜抛运动 θcos0vvx = ， 

      gtvvy −= θsin0  

 重心升高为 2

0
01 )

cos
(

2
1tan

θ
θ

v
sgsH −=  

 脚蹬墙面，利用最大静摩擦力的冲量可使人向上的动量增加，即 

  ∑ ∑ ∑∑ =ΔΔ=Δ==Δ=Δ ,)(,)()()()( xyy mvttNttNttNtfvmmv 而μμ  

 xy vv μ=Δ∴ ，所以人蹬墙后，其重心在竖直方向向上的速度为 

 xyyyy vvvvv μ+=Δ+=′ ，继续升高
g

v
H y

2

2

2

′
= ，人的重心总升高 

 H=H1+H2=
μ

θμθθμ 1tan,)sincos(
2

1
0

2
2
0 −=−+ 当s
g

v
时，重心升高最大。 

例 12：如图 5—11 所示，一质量为 M 的平顶小车，以速度 0v 沿水 

平的光滑轨道做匀速直线运动。现将一质量为 m 的小物块无 
初速地放置在车顶前缘。已知物块和车顶之间的滑动摩擦因 
数为 μ。 

 （1）若要求物块不会从车顶后缘掉下，则该车顶最少要多长？ 
 （2）若车顶长度符合（1）问中的要求，整个过程中摩擦力共做多少功？ 
解析：当两物体具有共同速度时，相对位移最大，这个相对位移的大小即为车顶的最小

图 5—10—甲 

图 5—11 
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长度。 
 设车长至少为 l，则根据动量守恒 

    vmMMv )(0 +=  

 根据功能关系  22
0 )(

2
1

2
1 vmMMvlmg +−=μ  

 解得  
μgmM

Mv
l

)(2

2
0

+
= ，摩擦力共做功 

        
)(2

2
0

mM
Mmv

lmgW
+

−=−= μ  

例 13：一质量 m=200kg，高 2.00m 的薄底大金属桶倒扣在宽广的 
  水池底部，如图 5—12 所示。桶的内横截面积 S=0.500m2， 
 桶壁加桶底的体积为 V0=2.50×10－2m3。桶内封有高度为 
 l=0.200m 的空气。池深 H0=20.0m，大气压强 p0=10.00m 水 

 柱高，水的密度
33 /10000.1 mkg×=ρ ，重力加速度取 g=10.00m/s2。若用图中所

示吊绳将桶上提，使桶底到达水面处，求绳子拉力对桶所需何等的最小功为多少

焦耳？（结果要保留三位有效数字）。不计水的阻力，设水温很低，不计其饱和蒸

汽压的影响。并设水温上下均匀且保持不变。 
解析：当桶沉到池底时，桶自身重力大于浮力。在绳子的作用下 
      桶被缓慢提高过程中，桶内气体体积逐步增加，排开水的 
 体积也逐步增加，桶受到的浮力也逐渐增加，绳子的拉力 
 逐渐减小，当桶受到的浮力等于重力时，即绳子拉力恰好 
 减为零时，桶将处于不稳定平衡的状态，因为若有一扰动 
 使桶略有上升，则浮力大于重力，无需绳的拉力，桶就会      图 5—12—甲 
 自动浮起，而不需再拉绳。因此绳对桶的拉力所需做的最 
 小功等于将桶从池底缓慢地提高到浮力等于重力的位置时绳子拉桶所做的功。 
    设浮力等于重力的不稳定平衡位置到池底的距离为 H，桶内气体的厚度为 l ′ ,

如图 5—12—甲所示。因为总的浮力等于桶的重力 mg，因而有 

       mggVSl =+′ )( 0ρ  

 有 l ′=0.350m                                         ① 
    在桶由池底上升高度 H 到达不稳定平衡位置的过程中，桶内气体做等温变化，

由玻意耳定律得 

      lSllHpSlllHHp )]([)]([ 000000 −−+=′′−−−+   ② 

 由①、②两式可得 
      H=12.240m 

图 5—12 
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     由③式可知 H<（H0－ l ′），所以桶由池底到达不稳定平衡位置时，整个桶仍

浸在水中。 
     由上分析可知，绳子的拉力在整个过程中是一个变力。对于变力做功，可以

通过分析水和桶组成的系统的能量变化的关系来求解：先求出桶内池底缓慢地提

高了 H 高度后的总机械能量△E·△E 由三部分组成： 
 （1）桶的重力势能增量 

           mgHE =Δ 1                                     ④ 

 （2）由于桶本身体积在不同高度处排开水的势能不同所产生的机械能的改变量 
△E2，可认为在 H 高度时桶本身体积所排开的水是去填充桶在池底时桶所占

有的空间，这时水的重力势能减少了。 

所以 gHVE 02 ρ−=Δ                              ⑤ 

（3）由于桶内气体在不同高度处所排开水的势能不同所产生的机械能的改变 
△E3，由于桶内气体体积膨胀，因而桶在 H 高度时桶本身空气所排开的水可

分为两部分：一部分可看为填充桶在池底时空气所占空间，体积为 lS 的水，

这部分水增加的重力势能为 

   SgHlE ρ−=Δ 31                                ⑥ 

另一部分体积为 Sll )( −′ 的水上升到水池表面，这部分水上升的平均高度为 

]2/)([ 00 llllHH −′++−− ， 

增加的重力势能为 

]2/)([)( 0032 llllHHSgllE −′++−−−′=Δ ρ        ⑦ 

由整个系统的功能关系得，绳子拉力所需做的最小功为 
WT=△E                                         ⑧ 
将④、⑤、⑥、⑦式代入⑧式得 

]2/)())([( 22
0 lllHllSgWT −′+−−′= ρ              ⑨ 

将有关数据代入⑨式计算，并取三位有效数字，可得 
WT=1.37×104J 

例 14：如图 5—13 所示，劲度系数为 k 的水平轻质弹簧，左端固定， 
右端系一质量为 m 的物体，物体可在有摩擦的水平桌面上滑 
动，弹簧为原长时位于 O 点，现把物体拉到距 O 为 A0 的 P 
点按住，放手后弹簧把物体拉动，设物体在第二次经过 O 点前， 
在 O 点左方停住，求： 
（1）物体与桌面间的动摩擦因数 μ 的大小应在什么范围内？ 
（2）物体停住点离 O 点的距离的最大值，并回答这是不是物体在运动过程中所

图 5—13 
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能达到的左方最远值？为什么？（认为动摩擦因数与静摩擦因数相等） 
解析：要想物体在第二次经过 O 点前，在 O 点左方停住，则需克服摩擦力做功消耗掉全

部弹性势能，同时还需合外力为零即满足平衡条件。 
  （1）物体在距离 O 点为 l 处停住不动的条件是： 
   a．物体的速度为零，弹性势能的减小等于物体克服滑动摩擦力所做的功。 
   b．弹簧弹力≤最大静摩擦力 
   对物体运动做如下分析： 

   ①物体向左运动并正好停在 O 点的条件是： 0
2
02

1 mgAkA μ=  

   得： μ 02
1 kA
mg

=  

②若 μ 02
1 kA
mg

< ，则物体将滑过 O 点，设它到 O 点左方 B 处（设 OB=L1）时

速度为零，则有： 

  )(
2
1

2
1

10
2
1

2
0 LAmgkLkA +=− μ                     ② 

  若物体能停住，则 01 3
1, kA
mg

mgkL ≥≤ μμ 故得      ③ 

③如果②能满足，但 μ 03
1 kA
mg

< ，则物体不会停在 B 处而要向右运动。μ 值越

小，则往右滑动的距离越远。设物体正好停在 O 处，则有： 1
2
12

1 mgLkL μ=  

得： μ 04
1 kA
mg

= 。要求物体停在 O 点左方，则相应地要求 μ 04
1 kA
mg

> 。 

综合以上分析结果，物体停在 O 点左方而不是第二次经过 O 点时，μ 的取值

范围为 04
1 kA
mg

< μ < 02
1 kA
mg

 

（2）当 μ在 03
1 kA
mg

≤ μ < 02
1 kA
mg

范围内时，物体向左滑动直至停止而不返回，

由②式可求出最远停住点（设为 B1 点）到 O 点的距离为 

.
3

)
3

)(2(2 00
00

A
mg

kA
k
mgA

k
mgAL =−=−=

μ
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 当 μ < 03
1 kA
mg

时，物体在 B1 点（
3

0
1

A
OB = ）的速度大于零，因此物体将继续 

向左运动，但它不可能停在 B1 点的左方。因为与 B1 点相对应的 μ = 03
1 kA
mg

， 

L1=A0/3，如果停留在 B1 点的左方，则物体在 B1 点的弹力大于
3

0kA
，而摩擦力

umg
3

0kA
，小于弹力大于摩 

擦力，所以物体不可能停住而一定返回，最后停留在 O 与 B1 之间。 

所以无论 μ 值如何，物体停住与 O 点的最大距离为
3

0A
，但这不是物体在运 

动过程中所能达到的左方最远值。 
例 15：使一原来不带电的导体小球与一带电量为 Q 的导体大球接触，分开之后，小球获

得电量 q。今让小球与大球反复接触，在每次分开后，都给大球补充电荷，使其

带电量恢复到原来的值 Q。求小球可能获得的最大电量。 
解析：两球接触后电荷的分配比例是由两球的半径决定的，这个比例是恒定的。 

 根据两球带电比例恒定，第一次接触，电荷量之比为
q

qQ −
 

 最后接触电荷之比为
qQ

Qqq
q
Q

q
qQ

q
Q

m
mm −

=∴=
−

有,  

 此题也可以用递推法求解。 
例 16：一系列相同的电阻 R，如图 5—14 所示连接，求 AB 间 
 的等效电阻 RAB。 
解析：无穷网络，增加或减小网络的格数，其等效电阻不变， 
 所以 RAB 跟从 CD 往右看的电阻是相等的。因此，有 

        RR
RR

RR
RR AB

AB

AB
AB )13(2 +=

+
+= 解得  

例 17：如图 5—15 所示，一个 U 形导体框架，宽度 L=1m， 

 其所在平面与水平面的夹角 30=α ，其电阻可以忽 

 略不计，设匀强磁场为 U 形框架的平面垂直，磁感 
 应强度 B=1T，质量 0.2kg 的导体棒电阻 R=0.1Ω，跨 

图 5—15 

图 5—14 

图 5—14 
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      放在 U 形框上，并且能无摩擦地滑动。求： 

 （1）导体棒 ab 下滑的最大速度 mv ； 

 （2）在最大速度 mv 时，ab 上释放出来的电功率。 

解析：导体棒做变加速下滑，当合力为零时速度最大，以后保持匀速运动 

 （1）棒 ab 匀速下滑时，有
R

BlvIBIlmg == 而,sinα  

           解得最大速度  sm
lB

Rmgvm /1.0sin
22 =
⋅

=
α

 

 （2）速度最大时，ab 释放的电功率 1.0sin =⋅= mvmgP α W 

 
针对训练 
 
1．如图 5—16 所示，原长 L0 为 100 厘米的轻质弹簧放置在一光滑 
    的直槽内，弹簧的一端固定在槽的 O 端，另一端连接一小球， 

这一装置可以从水平位置开始绕 O 点缓缓地转到竖直位置。设 
弹簧的形变总是在其弹性限度内。试在下述（a）、（b）两种情 
况下，分别求出这种装置从原来的水平位置开始缓缓地绕 O 点 
转到竖直位置时小球离开原水平面的高度 h0。（a）在转动过程 
中，发现小球距原水平面的高度变化出现极大值，且极大值 hm 

为 40 厘米，（b）在转动的过程中，发现小球离原水平面的高度 
不断增大。 

2．如图 5—17 所示，一滑雪运动员自 H 为 50 米高处滑至 O 点，由 

 于运动员的技巧（阻力不计），运动员在 O 点保持速率 0v 不变， 

 并以仰角θ 起跳，落至 B 点，令 OB 为 L，试问α为 30°时，L 
 的最大值是多大？当 L 取极值时，θ 角为多大？ 
3．如图 5—18 所示，质量为 M 的长滑块静止放在光滑水平面上，左 
 侧固定一劲度系数为 K 且足够长的水平轻质弹簧，右侧用一不可 
 伸长的细轻绳连接于竖直墙上，细线所能承受的最大拉力为 T。 

 使一质量为 m，初速度为 0v 的小物体，在滑块上无摩擦地向左运 

 动，而后压缩弹簧。 
 （1）求出细线被拉断的条件； 
 （2）滑块在细线拉断后被加速的过程中，所能获得的最大的左向加速度为多大？ 
 （3）物体最后离开滑块时相对于地面速度恰为零的条件是什么？ 
4．质量 m=2.0kg 的小铁块静止于水平导轨 AB 的 A 端，导轨及支架 ABCD 形状及尺寸

如图 5—19 所示，它只能绕通过支架 D 点的垂直于纸面的水平轴转动，其重心在图

图 5—16 

图 5—17 

图 5—18 



 13

中的 O 点，质量 M=4.0kg，现用一细线沿轨拉铁块，拉力 F=12N，铁块和导轨之间

的摩擦系数 50.0=μ ，重力加速度 g=10m/s2，从铁块运动时起，导轨（及支架）能

保持静止的最长时间 t 是多少？ 
 
 
 
 
 
 
 
 
5．如图 5—20 所示，在水平桌面上放一质量为 M、截面为直角三角形的物体 ABC。AB

与 AC 间的夹角为θ ，B 点到桌面的高度为 h。在斜面 AB 上的底部 A 处放一质量

为 m 的小物体。开始时两者皆静止。现给小物体一沿斜面 AB 方向的初速度 0v ，如

果小物体与斜面间以及 ABC 与水平桌面间的摩擦都不考虑，则 0v 至少要大于何值

才能使小物体经 B 点滑出？ 
6．如图 5—21 所示，长为 L 的光滑平台固定在地面上，平台中央放有一小物体 A 和 B，

两者彼此接触。物体 A 的上表面是半径为 R（R<<L）的半圆形轨道，轨道顶端距

台面的高度为 h 处，有一小物体 C，A、B、C 的质量均为 m。现物体 C 从静止状态

沿轨道下滑，已知在运动过程中，A、C 始终保持接触，试求： 
 （1）物体 A 和 B 刚分离时，物体 B 的速度； 
 （2）物体 A 和 B 分离后，物体 C 所能达到距台面的最大高度； 
 （3）判断物体 A 从平台的左边还是右边落地，并粗略估算物体 A 从 B 分离后到离开台

面所经历的时间。 
7．电容器 C1、C2 和可变电阻器 R1、R2 以及电源ε连 

接成如图 5—22 所示的电路。当 R1 的滑动触头在 
图示位置时，C1、C2 的电量相等。要使 C1 的电量 
大于 C2 的电量，应                  （    ） 

 A．增大 R2 B．减小 R2 
 C．将 R1 的滑动触头向 A 端移动 
 D．将 R1 的滑动触头向 B 端滑动 
8．如图 5—23 所示的电路中，电源的电动势恒定，要想使灯泡变亮，可以 （    ） 
 A．增大 R1 B．减小 R2 C．增大 R2 D．减小 R2 

 
 
 
 

图 5—19                  图 5—20               图 5—21 

图 5—22 
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         图 5—23                 图 5—24                   图 5—25 
9．电路如图 5—24 所示，求当 R′为何值时，RAB 的阻值与“网格”的数目无关？此时

RAB 的阻值等于什么？ 
10．如图 5—25 所示，A、B 两块不带电的金属板，长为 5d，相距为 d，水平放置，B

板接地，两板间有垂直纸面向里的匀强磁场，现有宽度为 d 的电子束从两板左侧水

平方向入射，每个电子的质量为 m，电量为 e，速度为 v，要使电子不会从两板间

射出，求两板间的磁感应强度应为多大？ 
11．图 5—26 中 abcd 是一个固定的 U 形金属框架， ad 和 cd 边 

都很长， bc 边长为 L，框架的电阻可不计， ef 是放置在框 
架上与 bc 平行的导体杆，它可在框架上自由滑动（摩擦可 
忽略），它的电阻 R， 现沿垂直于框架的方向加一恒定的匀 
强磁场，磁感应强度为 B，方向垂直于纸面向里，已知当以 
恒定力 F 向右拉导体杆 ef 时，导体杆最后匀速滑动，求匀速滑动，求匀速滑动时的

速度？ 
12．如图 5—27 所示，导线框 abcd 固定在竖直平面内，bc 段的电 
 阻为 R，其他电阻均可忽略。ef 是一电阻可忽略的水平放置 
 的导体杆，杆长为 L，质量为 m，杆的两端分别与 ab 和 cd 保 
 持良好接触，又能沿它们无摩擦地滑动。整个装置放在磁感应 
 强度为 B 的匀强磁场中，磁场方向与框面垂直。现用一恒力 F 
 竖直向上拉 ef，当 ef 匀速上升时，其速度的大小为多大？         图 5—27 
13．在倾角为α的足够长的两光滑平行金属导轨上，放一质量为 

m，电阻为 R 的金属棒 ab，所在空间有磁感应强度为 B 的 
匀强磁场，方向垂直轨道平面向上，导轨宽度为 L，如图 
5—28 所示，电源电动势为ε，电源内阻和导轨电阻均不计， 
电容器的电容为 C。求： 
（1）当开关 S 接 1 时，棒 ab 的稳定速度是多大？ 
（2）当开关 S 接 2 时，达到稳定状态时，棒 ab 将做何运动？ 

14．如图 5—29 所示，有上下两层水平放置的平行光滑导轨，间 
 距是 L，上层导轨上搁置一根质量为 m、电阻是 R 的金属杆 
 ST，下层导轨末端紧接着两根竖直在竖直平面内的半径为 R 
 的光滑绝缘半圆形轨道，在靠近半圆形轨道处搁置一根质量 
 也是 m、电阻也是 R 的金属杆 AB。上下两层平行导轨所在区域里有一个竖直向下

的匀强磁场。当闭合开关 S 后，有电量 q 通过金属杆 AB，杆 AB 滑过下层导轨后

进入半圆形轨道并且刚好能通过轨道最高点 D′F′后滑上上层导轨。设上下两层

导轨都足够长，电阻不计。 
 （1）求磁场的磁感应强度。 
 （2）求金属杆 AB 刚滑到上层导轨瞬间，上层导轨和金属杆组成的回路里的电流。 
 （3）求两金属杆在上层导轨滑动的最终速度。 
 （4）问从 AB 滑到上层导轨到具有最终速度这段时间里上层导轨回路中有多少能量 

图 5—26 

图 5—28 

图 5—29 
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转变为内能？ 
15．位于竖直平面内的矩形平面导线框 abcd，ab 长为 l1,是 

水平的，bc 长 l2, 线框的质量为 m， 电阻为 R， 其下 
方有一匀强磁场区域，该区域的上、下边界 PP′和 QQ′ 
均与 ab 平行，两边界间的距离为 H，H>l2，磁场的磁感 
强度为 B，方向与线框平面垂直，如图 5—30 所示，令 
线框的 dc 边从离磁场区域上边界 PP′的距离为 h 处自由 
下落，已知在线框的 dc 边进入磁场以后，ab 边到达边界 
PP′之前的某一时刻线框的速度已达到这一阶段的最大值。问从线框开始下落到 dc
边刚刚到达磁场区域下边界 QQ′的过程中，磁场作用于线框的安培力做的总功为

多少？ 
 
 
 

答案： 

1．(a)37.5cm  (b)50cm<h<100cm  2． °== 30200max θmL  

3．
KMm

TvTKMv
Mm

m
M

a
mK
Tv

)(
)(1, 0

22
00

−
=+

+
=>  

4．1.41s  5．
θ2

)(2
mLM

ghmM
+
+

   6．（1）
3
gh

  （2） Rh
4
1

−  （3）
gh
L3

 

7．D    8．B、C    9． RR )15()15( +−  

10．
de
mvB

de
mv 2

13
≤≤    11． 22 LB

FR
  12． 22

)(
LB

RmgF −
 

13．（1） 22

sin
LB

mgRBI αε −
   （2）加速度 22

sin
LCBm

mg
+

α
    

14．（1） gR
qL
m 5    （2）

R
gRBL

2
  （3）

R
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2
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15． )(
2 244
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图 5—30 
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六、递推法 
 
方法简介 

递推法是解决物体与物体发生多次作用后的情况. 即当问题中涉及相互联系的物体较多

并且有规律时，应根据题目特点应用数学思想将所研究的问题归类，然后求出通式. 具体方

法是先分析某一次作用的情况，得出结论. 再根据多次作用的重复性和它们的共同点，把结

论推广，然后结合数学知识求解. 用递推法解题的关键是导出联系相邻两次作用的递推关系

式. 
 
塞题精析 

例 1  质点以加速度 a 从静止出发做直线运动，在某时刻 t，加速度变为 2a；在时刻 2t，
加速度变为 3a；…；在 nt 时刻，加速度变为（n+1）a，求： 
   （1）nt 时刻质点的速度； 
   （2）nt 时间内通过的总路程. 

解析  根据递推法的思想，从特殊到一般找到规律，然后求解.  

   （1）物质在某时刻 t 末的速度为 atvt =  

2t 末的速度为 atatvatvv ttt 2,2 22 +=+= 所以  

3t 末的速度为 atatatatvv tt 32322 ++=+=  

…… 

则 nt 末的速度为 natvv tnnt += − )1(  

)321()1(32 natnatatnatatat ++++=+−++++=  

atnnnnat )1(
2
1)1(

2
1

+=+⋅=  

   （2）同理：可推得 nt 内通过的总路程 .)12)(1(
12
1 2atnnns ++=  

例 2  小球从高 mh 1800 = 处自由下落，着地后跳起又下落，每与地面相碰一次，速度

减小 )2(1
=n

n
，求小球从下落到停止经过的总时间为通过的总路程.（g 取 10m/s2） 
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解析  小球从 h0 高处落地时，速率 smghv /602 00 ==  

第一次跳起时和又落地时的速率 2/01 vv =  

第二次跳起时和又落地时的速率
2

02 2/vv =  

 

第 m 次跳起时和又落地时的速率
m

m vv 2/0=  

每次跳起的高度依次 4
0

2
2

22
0

2
1

1 2
,

2 n
h

g
v

h
n
h

g
v

h ==== ， 

 

通过的总路程 +++++=∑ mhhhhs 222 210  

                

mh
n
nh

n
h

h

nnnn
h

h m

300
3
5

1
1

1
2

)1111(
2

02

2

02
0

0

22422
0

0

==
−
+

⋅=
−

+=

++++++= −

 

经过的总时间为 +++++=∑ mttttt 210  

                 

s
g
v

n
n

g
v

nng
v

g
v

g
v

g
v

m

m

18
3

)
1
1(

])1(2121[

22

0

0

0

10

==

−
+

=

+⋅++⋅+=

++++=

 

例 3  A、B、C 三只猎犬站立的位置构成一个边长为 a 的正 
三角形，每只猎犬追捕猎物的速度均为 v，A 犬想追捕 B 犬，B 
犬想追捕 C 犬，C 犬想追捕 A 犬，为追捕到猎物，猎犬不断调 
整方向，速度方向始终“盯”住对方，它们同时起动，经多长 
时间可捕捉到猎物？ 

解析  由题意可知，由题意可知，三只猎犬都做等速率曲线运动，而且任一时刻三只猎

… 

…
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犬的位置都分别在一个正三角形的三个顶点上，但这正三角形的边长不断减小，如图 6—1
所示.所以要想求出捕捉的时间，则需用微元法将等速率曲线运动变成等速率直线运动，再用

递推法求解. 
设经时间 t 可捕捉猎物，再把 t 分为 n 个微小时间间隔△t，在每一个△t 内每只猎犬的运

动可视为直线运动，每隔△t，正三角形的边长分别为 a1、a2、a3、…、an，显然当 an→0 时

三只猎犬相遇. 

tvnaa

tvatvaa

tvatvaa

tvaBBAAaa

n Δ⋅−=

Δ×−=Δ−=

Δ×−=Δ−=

Δ−=°−−=

2
3

,
2
33

2
3

,
2
32

2
3

,
2
360cos

23

12

111

 

因为 ,0
2
3

=Δ⋅− tvna  

即
v
atttn

3
2

==Δ 所以  

此题还可用对称法，在非惯性参考系中求解. 
例 4  一列进站后的重载列车，车头与各节车厢的质量相等，均为 m，若一次直接起动，

车头的牵引力能带动 30 节车厢，那么，利用倒退起动，该车头能起动多少节同样质量的车

厢？ 
解析  若一次直接起动，车头的牵引力需克服摩擦力做功，使各节车厢动能都增加，若

利用倒退起动，则车头的牵引力需克服摩擦力做的总功不变，但各节车厢起动的动能则不同. 
原来挂钩之间是张紧的，倒退后挂钩间存在△s 的宽松距离，设火车的牵引力为 F，则

有： 

车头起动时，有
2
12

1)( mvsmgF =Δ− μ  

拉第一节车厢时： 11)( mvvmm =′+  

故有 sg
m
Fvv Δ−== )(

2
1

4
1 2

1
2
1 μ  

    2
1

2
2 2

2
12

2
1)2( vmmvsmgF ′×−×=Δ− μ  

拉第二节车厢时： 22 2)2( mvvmm =′+  
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故同样可得： sg
m
Fvv Δ−==′ )

3
5(

3
2

9
4 2

2
2

2 μ  

…… 

推理可得  sgn
m
F

n
nvn Δ

+
−

+
=′ )

3
12(

1
2 μ  

由 mgnFvn μ
3

12:02 +
>>′ 可得  

另由题意知 46,31 <= nmgF 得μ  

因此该车头倒退起动时，能起动 45 节相同质量的车厢. 
例 5  有 n 块质量均为 m，厚度为 d 的相同砖块，平放在水平地面上，现将它们一块一

块地叠放起来，如图 6—2 所示，人至少做多少功？ 
解析  将平放在水平地面上的砖一块一块地叠放起来，每次克服重 

力做的功不同，因此需一次一次地计算递推出通式计算. 

将第 2 块砖平放在第一块砖上人至少需克服重力做功为 mgdW =2  

将第 3、4、…、n 块砖依次叠放起来，人克服重力至少所需做的功 
分别为 

dnmgW

dmgW
dmgW
dmgW

n )1(

4
3
2

5

4

3

−=

=
=
=

 

所以将 n 块砖叠放起来，至少做的总功为 
W=W1+W2+W3+…+Wn 

 

2
)1(

)1(32
−

⋅=

−++++=
nnmgd

dnmgdmgdmgmgd
 

例 6  如图 6—3 所示，有六个完全相同的长条薄片 1( =iBA ii 、 

2、…、6）依次架在水平碗口上，一端搁在碗口，另一端架在另一 
薄片的正中位置（不计薄片的质量）. 将质量为 m 的质点置于 A1A6 

的中点处，试求：A1B1 薄片对 A6B6的压力. 
解析  本题共有六个物体，通过观察会发现，A1B1、A2B2、…、 

A5B5 的受力情况完全相同，因此将 A1B1、A2B2、…A5B5作为一类， 
对其中一个进行受力分析，找出规律，求出通式即可求解. 

以第 i 个薄片 AB 为研究对象，受力情况如图 6—3 甲所示，第 i 个 
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薄片受到前一个薄片向上的支持力 Ni、碗边向上的支持力和后一个薄片 
向下的压力 Ni+1. 选碗边 B 点为轴，根据力矩平衡有 

2
,

2
1

1
+

+ =⋅=⋅ i
iii

N
NLNLN 得  

所以 6
5

321 )
2
1(

2
1

2
1

2
1 NNNN ==×==     ① 

再以 A6B6为研究对象，受力情况如图 6—3 乙所示，A6B6 受到薄片 
A5B5 向上的支持力 N6、碗向上的支持力和后一个薄片 A1B1向下的压力 
N1、质点向下的压力 mg. 选 B6 点为轴，根据力矩平衡有 

LNLmgLN ⋅=⋅+⋅ 61 4
3

2
 

由①、②联立，解得  
421
mgN =  

所以，A1B1 薄片对 A6B6的压力为 .
42
mg

 

例 7  用 20 块质量均匀分布的相同光滑积木块，在光滑水平面上一块叠一块地搭成单孔

桥，已知每一积木块长度为 L，横截面是边长为 )4/( Lhh = 的正方形，要求此桥具有最大的

跨度（即桥孔底宽），计算跨度与桥孔高度的比值.  
解析  为了使搭成的单孔桥平衡，桥孔两侧应有相同的积木块，从上往下计算，使积木

块均能保证平衡，要满足合力矩为零，平衡时，每块积木块都有最大伸出量，则单孔桥就有

最大跨度，又由于每块积木块都有厚度，所以最大跨度与桥孔高度存在一比值. 
将从上到下的积木块依次计为 1、2、…、n，显然第 1 块相对第 2 块的最大伸出量为 

21
Lx =Δ  

第 2 块相对第 3 块的最大伸出量为 2xΔ （如图 6—4 所示），则 

224

)
2

(

2

22

×
==Δ

⋅Δ−=Δ⋅

LLx

GxLxG
 

同理可得第 3 块的最大伸出量
323 ×

=Δ
Lx  

…… 

最后归纳得出
n

Lxn ×
=Δ

2
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所以总跨度 hxk
n

n 32.112
9

1
=Δ= ∑

=

 

跨度与桥孔高的比值为  258.1
9
32.11

==
h

h
H
k

 

例 8  如图 6—5 所示，一排人站在沿 x 轴的水平轨道旁，原点 O 两侧的人的序号都记为 

3,2,1( =nn …）. 每人只有一个沙袋， 0>x 一侧的每个沙袋质量为 m=14kg， 0<x 一侧的

每个沙袋质量 kgm 10=′ . 一质量为 M=48kg 的小车以某初速度 v0 从原点出发向正 x 轴方向

滑行. 不计轨道阻力. 当车每经过一人身旁时，此人就把沙袋以水平速度 v 朝与车速相反的方

向沿车面扔到车上，v 的大小等于扔此袋之前的瞬间车速大小的 2n 倍.（n 是此人的序号数） 
   （1）空车出发后，车上堆积了几个沙袋时车就反向滑行？ 
   （2）车上最终有大小沙袋共多少个？ 

解析  当人把沙袋以一定的速度朝与车速相反的方向沿车面扔到车上时，由动量守恒定

律知，车速要减小，可见，当人不断地把沙袋以一定的速度扔到车上，总有一时刻使车速反

向或减小到零，如车能反向运动，则另一边的人还能将沙袋扔到车上，直到车速为零，则不

能再扔，否则还能扔. 

小车以初速 0v 沿正 x 轴方向运动，经过第 1 个（n=1）人的身旁时，此人将沙袋以

00 22 vnvu == 的水平速度扔到车上，由动量守恒得 ,)(2 100 vmMvmMv +=⋅− 当小车运

动到第 2 人身旁时，此人将沙袋以速度 11 42 vnvu ==′ 的水平速度扔到车上，同理有

211 )2(2)( vmMnvmvmM +=⋅−+ ，所以，当第 n 个沙袋抛上车后的车速为 nv ，根据动

量守恒有 111
)1(,)(2])1([ −−− +

+−
=+=⋅−−+ nnnnn v

nmM
mnMvvnmMmvnvmnM 即 . 

同理有
nn v

mnM
mnMv

)1(
)2(

1 ++
+−

=+
，若抛上（n+1）包沙袋后车反向运动，则应有 .0,0 1 <> +nn vv  

即 .0)2(,0)1( <+−>+− mnMmnM  

由此两式解得： nnn ,
14
20,

14
38

>< 为整数取 3. 

当车反向滑行时，根据上面同样推理可知，当向左运动到第 n 个人身旁，抛上第 n 包沙

袋后由动量守恒定律有： 

′′++=′−′′−++ −− nnn vmnmMnvmvmnmM )3(2])1(3[ 11  
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解得：
′

′+++
′+−+

=′′
′++
′+−+

=′ +− nnnn v
mnmM
mnmMvv

mnmM
mnmMv

)1(3
)2(3

3
)1(3

11同理  

设抛上 n+1 个沙袋后车速反向，要求 0,0 1 ≤>′ +nn vv  

即
⎩
⎨
⎧

=
>

⎩
⎨
⎧

≤′+−+
>′+−+

8
7

0)2(3
0)1(3

n
n

mnmM
mnmM

解得     即抛上第 8 个 

沙袋后车就停止，所以车上最终有 11 个沙袋. 
例 9  如图 6—6 所示，一固定的斜面，倾角 °= 45θ ，斜面 

长 L=2.00 米. 在斜面下端有一与斜面垂直的挡板. 一质量为 m 的 
质点，从斜面的最高点沿斜面下滑，初速度为零. 下滑到最底端 

与挡板发生弹性碰撞. 已知质点与斜面间的动摩擦因数 20.0=μ ，试求此质点从开始到发生

第 11 次碰撞的过程中运动的总路程. 
解析  因为质点每次下滑均要克服摩擦力做功，且每次做功又不相同，所以要想求质点

从开始到发生 n 次碰撞的过程中运动的总路程，需一次一次的求，推出通式即可求解. 
设每次开始下滑时，小球距档板为 s 

则由功能关系： θθμ sin)()(cos 2121 ssmgssmg −=+  

              θθμ sin)()(cos 3232 ssmgssmg −=+  

即有
3
2

cossin
cossin

2

3

1

2 =
+
−

===
θμθ
θμθ

s
s

s
s

 

由此可见每次碰撞后通过的路程是一等比数列，其公比为 .
3
2

 

∴在发生第 11 次碰撞过程中的路程 

11321 222 sssss ++++=  

  1

11
1

111321

3
21

])
3
2(1[

2)(2 s
s

sssss −
−

−
×=−++++=  

  )(86.9)()
3
2(1210 11 mm =×−=  

例 10  如图 6—7 所示，一水平放置的圆环形刚性窄槽固定在桌 
面上，槽内嵌着三个大小相同的刚性小球，它们的质量分别是 m1、m2 
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和 m3，m2=m3=2m1. 小球与槽的两壁刚好接触而它们之间的摩擦可忽 
略不计. 开始时，三球处在槽中Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ的位置，彼此间距离相等， 

m2 和 m3 静止，m1以初速 2/0 Rv π= 沿槽运动，R 为圆环的内半径和 

小球半径之和，设各球之间的碰撞皆为弹性碰撞，求此系统的运动周期 T. 
解析  当 m1与 m2 发生弹性碰撞时，由于 m2=2m1，所以 m1碰后弹回，m2 向前与 m3 发

生碰撞. 而又由于 m2=m3，所以 m2 与 m3 碰后，m3 能静止在 m1 的位置，m1又以 v 速度被反

弹，可见碰撞又重复一次. 当 m1 回到初始位置，则系统为一个周期. 
以 m1、m2 为研究对象，当 m1 与 m2 发生弹性碰撞后，根据动量守恒定律，能量守恒定

律可写出： 

221101 vmvmvm +=           ① 

2
22

2
11

2
01 2

1
2
1

2
1 vmvmvm +=     ② 

由①、②式得： 00
21

1
200

21

21
1 3

22
3
1)(

vv
mm

m
vvv

mm
mm

v =
+

=−=
+
−

=  

以 m2、m3 为研究对象，当 m2 与 m3发生弹性碰撞后，得 0
3
2

203 =′= vvv  

以 m3、m1 为研究对象，当 m3 与 m1发生弹性碰撞后，得 013 0 vvv =′=′  

由此可见，当 m1 运动到 m2 处时与开始所处的状态相似. 所以碰撞使 m1、m2、m3 交换位

置，当 m1 再次回到原来位置时，所用的时间恰好就是系统的一个周期 T，由此可得周期 

).(20

2

1010)
3
22

3
2(3)(3

0000
321 s

R
R

v
R

v
R

v
R

v
RtttT ===++×=++=

π
πππππ

 

例 11  有许多质量为m的木块相互靠着沿一直线排列于光滑的水平面上. 每相邻的两个

木块均用长为 L 的柔绳连接着. 现用大小为 F 的恒力沿排列方向拉第一个木块，以后各木块

依次被牵而运动，求第 n 个木块被牵动时的速度. 
解析  每一个木块被拉动起来后，就和前面的木块成为一体，共同做匀加速运动一段距

离 L 后，把绳拉紧，再牵动下一个木块. 在绳子绷紧时，有部分机械能转化为内能. 因此，

如果列出
2

2
1)1( nnmvFLn =− 这样的关系式是错误的. 

设第 )1( −n 个木块刚被拉动时的速度为 1−nv ，它即将拉动下一个木块时速度增至 1−′nv ， 

第n个木块刚被拉动时速度为 nv . 对第 )1( −n 个木块开始运动到它把下一段绳子即将拉

紧这一过程，由动能定理有： 
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2
1

2
1 )1(

2
1)1(

2
1

−− −−′−= nn mvnvmnFL      ① 

对绳子把第 n 个木块拉动这一短暂过程，由动量守恒定律，有 

nn nmvvmn =′− −1)1(   得： nn v
n

nv
11 −

=′−     ② 

把②式代入①式得：
2

1
2 )1(

2
1)

1
()1(

2
1

−−−
−

−= nn mvnv
n

nmnFL  

整理后得：
2

1
222 )1(2)1( −−−=− nn vnvn

m
FLn      ③ 

③式就是反映相邻两木块被拉动时速度关系的递推式，由③式可知 

当 n=2 时有：
2
1

2
2

222 vv
m
FL

−=  

当 n=3 时有：
2
2

22
3

2 2322 vv
m
FL

−=⋅  

当 n=4 时有：
2
3

22
4

2 3423 vv
m
FL

−=⋅  … 

一般地有
2

1
222 )1(2)1( −−−=− nn vnvn

m
FLn  

将以上 )1( −n 个等式相加，得：
2
1

222)1321( vvn
m
FLn n −=−++++  

所以有
2
1

222
2

)1( vvn
m
FLnn

n −=⋅
−

 

在本题中 01 =v ，所以 .)1(
nm
nFLvn
−

=  

例 12  如图 6—8 所示，质量 m=2kg 的平板小车，后端放 

有质量 M=3kg 的铁块，它和车之间动摩擦因数 .50.0=μ 开始 

时，车和铁块共同以 smv /30 = 的速度向右在光滑水平面上 

前进，并使车与墙发生正碰，设碰撞时间极短，碰撞无机械能损失，且车身足够长，使得铁

块总不能和墙相碰，求小车走过的总路程. 
解析  小车与墙撞后，应以原速率弹回. 铁块由于惯性继续沿原来方向运动，由于铁块

和车的相互摩擦力作用，过一段时间后，它们就会相对静止，一起以相同的速度再向右运动，

然后车与墙发生第二次碰撞，碰后，又重复第一次碰后的情况. 以后车与墙就这样一次次碰

撞下去. 车每与墙碰一次，铁块就相对于车向前滑动一段距离，系统就有一部分机械能转化

为内能，车每次与墙碰后，就左、右往返一次，车的总路程就是每次往返的路程之和. 
设每次与墙碰后的速度分别为 v1、v2、v3、…、vn、…车每次与墙碰后向左运动的最远距
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离分别为 s1、s2、s3、…、sn、…. 以铁块运动方向为正方向，在车与墙第 )1( −n 次碰后到发

生第 n 次碰撞之前，对车和铁块组成的系统，由动量守恒定律有 

nn vmMvmM )()( 1 +=− −   所以  
5

1
1

−
− =

+
−

= n
nn

v
v

mM
mMv  

由这一关系可得： ,
5

,
5 2

1
3

1
2

vvvv ==  

一般地，有 ,
5 1

1
−= nn

vv  

由运动学公式可求出车与墙发生第 n 次碰撞后向左运动的最远距离为 

22

2
1

2
1

5
1

22 −⋅== nn a
v

a
vs  

类似地，由这一关系可递推到： 22

2
1

4

2
1

32

2
1

2

2
1

1 5
1

2
,,

5
1

2
,

5
1

2
,

2 −⋅=⋅=⋅== nn a
vs

a
vs

a
vs

a
vs  

所以车运动的总路程 

)(2 321 +++++= nsssss总  

   

24
25

5
11

1

)
5

1
5
1

5
11(

2
2

2
1

2

2
1

2242

2
1

⋅=
−

⋅=

+++++⋅= −

a
v

a
v

a
v

n

 

因此
2

01 /
2

15/3 sm
m

Mgasmvv ====
μ

 

所以 )(
4
5 ms =总  

例 13  10 个相同的扁长木块一个紧挨一个地放在水平 
地面上，如图 6—9 所示，每个木块的质量 ,40.0 kgm = 长度 

ml 45.0= ，它们与地面间的静摩擦因数和动摩擦因数均为 
.10.02 =μ 原来木块处于静止状态. 左方第一个木块的左端 

上方放一个质量为 M=1.0kg 的小铅块，它与木块间的静摩 

擦因数和动摩擦因数均为 .20.01 =μ 现突然给铅块一向右的初速度 smv /3.40 = ，使其在大



北京英才苑网站                    http://www.ycy.com.cn                   ·版权所有·盗版必究· 

 - 11 - 
  

木块上滑行. 试确定铅块最后的位置在何处（落在地上还是停在哪块木块上）. 重力加速度 g

取
2)/(10 sm ，设铅块的长度与木块相比可以忽略. 

解析  当铅块向右运动时，铅块与 10 个相同的扁长木块中的第一块先发生摩擦力，若

此摩擦力大于 10 个扁长木块与地面间的最大静摩擦力，则 10 个扁长木块开始运动，若此摩

擦力小于 10 个扁长木块与地面间的最大摩擦力，则 10 个扁长木块先静止不动，随着铅块的

运动，总有一个时刻扁长木块要运动，直到铅块与扁长木块相对静止，后又一起匀减速运动

到停止. 

铅块 M 在木块上滑行所受到的滑动摩擦力 NMgf 0.211 == μ  

设 M 可以带动木块的数目为 n，则 n 满足： 0)1()( 221 ≥−−+− mgngmMf μμ  

即 0)1(4.04.10.2 ≥−−− n  

上式中的 n 只能取整数，所以 n 只能取 2，也就是当 M 滑行到倒数第二个木块时，剩下

的两个木块将开始运动.设铅块刚离开第 8 个木块时速度为 v，则 

lMgMvMv 8
2
1

2
1

1
2
0

2 ⋅−= μ  

得： 0)/(49.2 22 >= smv  

由此可见木块还可以滑到第 9 个木块上. M 在第 9 个木块 

上运动如图 6—9 甲所示，则对 M 而言有： MMaMg =− 1μ  

得：
2/0.2 smaM −=  

第 9 及第 10 个木块的动力学方程为： mmamggmMMg 2)( 221 =−+− μμμ ， 

得： ./25.0 2smam =  

设 M 刚离开第 9 个木块上时速度为 v′，而第 10 个木块运动的速度为V ′，并设木块运

动的距离为 s，则 M 运动的距离为 ls + ，有： 

saV

lsavv

m

M

2

)(2
2

22

=′

++=′
 

taV
tavv

m

M

=′
+=′
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消去 s 及 t 求出：
⎩
⎨
⎧

=′
−=′

⎩
⎨
⎧

=′
=′

smV
smv

smV
smv

/23.0
/26.0

/212.0
/611.0

或 ，显然后一解不合理应舍去. 

因 Vv ′>′ ，故 M 将运动到第 10 个木块上. 
再设 M 运动到第 10 个木块的边缘时速度为 v ′′ ，这时木块的速度为V ′′，则： 

)(222 lsavv M +′+′=′′  

解得： 0463.12 <′−−=′′ sv ，故 M 不能滑离第 10 个木块，只能停在它的表面上，最

后和木块一起静止在地面上. 
例 14  如图 6—10 所示，质量为 m 的长方形箱子，放在光滑 

的水平地面上. 箱内有一质量也为 m 的小滑块，滑块与箱底间无摩 
擦. 开始时箱子静止不动，滑块以恒定的速度 v0从箱子的 A 壁处向 
B 处运动，后与 B 壁碰撞. 假设滑块与箱壁每碰撞一次，两者相对 

速度的大小变为该次碰撞前相对速度的 e 倍， .
2
1

4=e  

   （1）要使滑块与箱子这一系统消耗的总动能不超过其初始动能的 40%，滑块与箱壁最多

可碰撞几次？ 
   （2）从滑块开始运动到刚完成上述次数的碰撞期间，箱子的平均速度是多少？ 

解析  由于滑块与箱子在水平方向不受外力，故碰撞时系统水平方向动量守恒. 根据题

目给出的每次碰撞前后相对速度之比，可求出每一次碰撞过程中动能的损耗.滑块开始运动到

完成题目要求的碰撞期间箱子的平均速度，应等于这期间运动的总位移与总时间的比值.  
   （1）滑块与箱壁碰撞，碰后滑块对地速度为 v，箱子对地速度为 u. 由于题中每次碰撞的

e 是一样的，故有： 

1111

22

00

11

−− −
−

==
−
−

=
−
−

=
nn

nn

uv
vu

uv
vu

uv
vue  

或
1111

22

0

11

0 −− −
−

==
−
−

=
−
−

=−
nn

nn

uv
uv

uv
uv

v
uv

e  

1111

22

0

11)(
−− −

−
××

−
−

×
−

=−
nn

nnn

uv
uv

uv
uv

v
uv

e  

即碰撞 n 次后 0)( veuv n
nn −=−     ① 

碰撞第 n 次的动量守恒式是 0mvmumv nn =+     ② 
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①、②联立得 00 ])(1[
2
1])(1[

2
1 veuvev n

n
n

n −−=−+=  

第 n 次碰撞后，系统损失的动能 

)(
2
1

2
1 222

0 nnknkkn uvmmvEEE +−=−=Δ  

     

k

n

n

n

Ee

mve

emvmv

2
1

2
1

2
1

)1(
4
1

2
1

2

2
0

2

22
0

2
0

−
=

×
−

=

+−=

 

下面分别讨论： 

当 146.0
2

2
11

2
1,1

2

=
−

=
−

=
Δ

=
e

E
E

n
k

kl时  

  25.0
2

2
11

2
1,2

4
2 =

−
=

−
=

Δ
=

e
E
E

n
k

k时  

  323.0
2

2
1

2
11

2
1,3

6
3 =

−
=

−
=

Δ
=

e
E
E

n
k

k时  

  375.0
2

4
11

2
1,4

8
4 =

−
=

−
=

Δ
=

e
E
E

n
k

k时  

  412.0
2

2
1

4
11

2
1,5

10
5 =

−
=

−
=

Δ
=

e
E
E

n
k

k时  

因为要求的动能损失不超过 40%，故 n=4. 
   （2）设 A、B 两侧壁的距离为 L，则滑块从开始运动到与箱壁发生第一次碰撞的时间 

0
0 v

Lt = . 在下一次发生碰撞的时间
011

1 || ev
L

vu
Lt =
−

= ，共碰撞四次，另两次碰撞的时间
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分别为
0

22 ve
Lt = 、

0
33 ve
Lt = ，所以总时间 ).1( 32

0
33210 eee
ve
Lttttt +++=+++=  

在这段时间中，箱子运动的距离是： 

3322110 tututus +++=  

  

)1(
2

222222

)1(
2
1)1(

2
1)1(

2
1

32
3

32

0
30

3

0
20

2

0
0

eee
e
L

L
e
LL

e
LL

e
L

ve
Lve

ve
Lve

ev
Lve

+++=

+++−+=

×++×−+×+=

 

所以平均速度为：
2)1(

)1(
2 0

32

0
3

32
3 v

eee
ve
L

eee
e
L

t
sv =

+++

+++
==  

例 15  一容积为 1/4 升的抽气机，每分钟可完成 8 次抽气动作. 一容积为 1 升的容器与

此抽气筒相连通. 求抽气机工作多长时间才能使容器内的气体的压强由 76mmmHg 降为

1.9mmHg.（在抽气过程中容器内的温度保持不变） 
解析  根据玻一马定律，找出每抽气一次压强与容器容积和抽气机容积及原压强的关

系，然后归纳递推出抽 n 次的压强表达式. 
设气体原压强为p0，抽气机的容积为V0，容器的容积为V. 每抽一次压强分别为p1、p2、…，

则由玻一马定律得： 

第一次抽气后： )( 010 VVpVp +=    ① 

第二次抽气后： )( 021 VVpVp +=    ② 

依次递推有： )( 032 VVpVp +=      ③ 

 

            )( 01 VVpVp nn +=−     ○n  

由以上○n 式得：

)lg(

lg
)(

0

0

0
0

v
VV

p
p

np
VV

Vp nn
n +

=
+

= 所以  

…
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代入已知得： 27
25.1lg

400lg
==n （次） 

工作时间为： 38.3
8
27

==t 分钟 

例 16  使一原来不带电的导体小球与一带电量为 Q 的导体大球接触，分开之后，小球

获得电量 q. 今让小球与大球反复接触，在每次分开有后，都给大球补充电荷，使其带电量

恢复到原来的值 Q. 求小球可能获得的最大电量. 
解析  两个孤立导体相互接触，相当于两个对地电容并联，设两个导体球带电 Q1、Q2，

由于两个导体球对地电压相等， 

故有 k
CC

C
QQ

Q
C
C

Q
Q

C
Q

C
Q

=
+

=
+

==
21

1

21

1

2

1

2

1

2

2

1

1 ,, 亦即即 ， 

所以 kQQkQ ),( 21 += 为常量，此式表明：带电（或不带电）的小球跟带电大球接触后，

小球所获得的电量与总电量的比值不变，比值 k 等于第一次带电量 q 与总电量 Q 的比值，即

.
Q
qk = 根据此规律就可以求出小球可能获得的最大电量. 

设第 1、2、…、n 次接触后小球所带的电量分别为 q1、q2、…，有： 

qkqkkqqqQkq

qkkqqkqkQqQkq

kqqqQkq
qkQq

n
nn

12
1

2
223

12

1

)(

)(

)(

−
− ++++=+=

++=+=+=

+=+=
==

 

由于 1<k ，上式为无穷递减等比数列，根据求和公式得： 

qQ
qQ

Q
q

q
k

qqn −
=

−
=

−
=

11
 

即小球与大球多次接触后，获得的最大电量为 .
qQ

qQ
−

 

例 17  在如图 6—11 所示的电路中，S 是一单刀双掷开关，A1和 A2为两个平行板电容

器，S 掷向 a 时，A1 获电荷电量为 Q，当 S 再掷向 b 时，A2获电荷电量为 q. 问经过很多次

S 掷向 a，再掷向 b 后，A2 将获得多少电量？ 
解析  S 掷向 a 时，电源给 A1 充电，S 再掷向 b，A1 给 A2 充电，在经过很多次重复的
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过程中，A2 的带电量越来越多，两板间电压越来越大. 当 A2 的电压等于电源电压时，A2 的

带电量将不再增加. 由此可知 A2 最终将获得电量 q2=C2E. 

因为 ECQ 1=   所以
E
QC =1  

当 S 由 a 第一次掷向 b 时，有：
21 C

q
C

qQ
=

−
 

所以
EqQ

QqC
)(2 −

=  

解得 A2 最终获得的电量  
qQ

Qqq
−

=2  

例 18  电路如图 6—12 所示，求当 R′为何值时， 
RAB的阻值与“网络”的“格”数无关？此时 RAB的阻 
值等于什么？ 

解析  要使 RAB的阻值与“网络”的“格”数无关，则图中 CD 间的阻值必须等于 R′才
行. 

所以有 R
RRR
RRR ′=

+′+
′+

22
2)2(

   解得 RR )15( −=′  

此时 AB 间总电阻 RRAB )15( +=  

例 19  如图 6—13 所示，在 x 轴上方有垂直于 xy 平面向里 
的匀强磁场，磁感应强度为 B，在 x 轴下方有沿 y 轴负方向的匀 
强电场，场强为 E. 一质量为 m，电量为－q 的粒子从坐标原点 O 
沿着 y 轴方向射出. 射出之后，第三次到达 x 轴时，它与 O 点的 
距离为 L. 求此粒子射出时的速度 v 和每次到达 x 轴时运动的总 
路程 s.（重力不计） 

解析  粒子进入磁场后做匀速圆周运动，经半周后通过 x 
轴进入电场后做匀减速直线运动，速度减为零后，又反向匀加 
速通过 x 轴进入磁场后又做匀速圆周运动，所以运动有周期性. 
它第 3 次到达 x 轴时距 O 点的距离 L 等于圆半径的 4 倍（如图 
6—13 甲所示） 

粒子在磁场中做匀速圆周运动的半径为  
4
L

Bq
mvR ==  

所以粒子射出时的速度  
m

BqLv
4

=  
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粒子做圆周运动的半周长为  
41
Ls π

=  

粒子以速度 v 进入电场后做匀减速直线运动，能深入的最大距离为 y， 

因为 y
m
Eqayv 222 ==  

所以粒子在电场中进入一次通过的路程为  
mE
qLBys

16
2

22

2 ==  

粒子第 1 次到达 x 轴时通过的路程为  
41
LRs ππ =⋅=  

粒子第 2 次到达 x 轴时，已通过的路程为  
mE
qLBLsss

164

22

212 +=+=
π

 

粒子第 3 次到达 x 轴时，已通过的路程为  
mE
qLBLssss

162

22

1213 +=++=
π

 

粒子第 4 次到达 x 轴时，已通过的路程为  
mE
qLBLsss

82
22

22

214 +=+=
π

 

粒子第 )12( −n 次到达 x 轴时，已通过的路程为   

mE
qLBnLnsnnss n 16

)1(
4

)1(
22

21)12( −+=−+=−
π

 

粒子第 2n 次到达 x 轴时，已通过的路程为  )
164

()(
22

212 mE
qLBLnssns n +=+=

π
 

上面 n 都取正整数. 
 

针对训练 
 
1．一物体放在光滑水平面上，初速为零，先对物体施加一向东的恒力 F，历时 1 秒钟，随即

把此力改为向西，大小不变，历时 1 秒钟，接着又把此力改为向东，大小不变，历时 1
秒钟，如此反复，只改变力的方向，共历时 1 分钟. 在此 1 分钟内 （    ） 

 A．物体时而向东运动，时而向西运动，在 1 分钟末静止于初始位置之东 
 B．物体时而向东运动，时而向西运动，在 1 分钟末静止于初始位置 
 C．物体时而向东运动，时而向西运动，在 1 分钟末继续向东运动 
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 D．物体一直向东运动，从不向西运动，在 1 分钟末静止于初始位置之东 
2．一小球从距地面为 H 的高度处由静止开始落下. 已知小球在空中运动时所受空气阻力为

球所受重力的 k 倍 )1( <k ，球每次与地面相碰前后的速率相等，试求小球从开始运动到

停止运动， 
  （1）总共通过的路程； 
  （2）所经历的时间. 
3．如图 6—14 所示，小球从长 L 的光滑斜面顶端自由下滑，滑到底 
   端时与挡板碰撞并反弹而回，若每次与挡板碰撞后的速度大小为 
   碰撞前的 4/5，求小球从开始下滑到最终停止于斜面下端物体共 
   通过的路程. 
4．如图 6—15 所示，有一固定的斜面，倾角为 45°，斜面长为 2 
   米，在斜面下端有一与斜面垂直的挡板，一质量为 m 的质点， 
   从斜面的最高点沿斜面下滑，初速度为 1 米/秒. 质点沿斜面下 
   滑到斜面最底端与挡板发生弹性碰撞. 已知质点与斜面间的滑 
   动摩擦因数为 0.20. 
  （1）试求此质点从开始运动到与挡板发生第 10 次碰撞的过程中通过的总路程； 
  （2）求此质点从开始运动到最后停下来的过程中通过的总路程. 
5．有 5 个质量相同、其大小可不计的小木块 1、2、3、4、5 等距 
   离地依次放在倾角 °= 30θ 的斜面上（如图 6—16 所示）.斜面 
   在木块 2 以上的部分是光滑的，以下部分是粗糙的，5 个木块 
   与斜面粗糙部分之间的静摩擦系数和滑动摩擦系数都是μ ，开 
   始时用手扶着木块 1，其余各木块都静止在斜面上. 现在放手， 
   使木块 1 自然下滑，并与木块 2 发生碰撞，接着陆续发生其他 
   碰撞. 假设各木块间的碰撞都是完全非弹性的. 求μ 取何值时 
   木块 4 能被撞而木块 5 不能被撞. 
6．在一光滑水平的长直轨道上，等距离地放着足够多的完全 
   相同的质量为 m 的长方形木块，依次编号为木块 1，木块 
   2，…，如图 6—17 所示. 
       在木块 1 之前放一质量为 M=4m 的大木块，大木块与 
   木块 1 之间的距离与相邻各木块间的距离相同，均为 L. 现在，在所有木块都静止的情况

下，以一沿轨道方向的恒力 F 一直作用在大木块上，使其先与木块 1 发生碰撞，设碰后

与木块 1 结为一体再与木块 2 发生碰撞，碰后又结为一体，再与木块 3 发生碰撞，碰后

又结为一体，如此继续下去. 今问大木块（以及与之结为一体的各小木块）与第几个小木

块碰撞之前的一瞬间，会达到它在整个过程中的最大速度？此速度等于多少？ 
7．有电量为 Q1的电荷均匀分布在一个半球面上，另有无数个电量均为 Q2的点电荷位于通过

球心的轴线上，且在半球面的下部. 第 k 个电荷与球心的距离为
12 −⋅ kR ，且 k=1，2，3，
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4，…，设球心处的电势为零，周围空间均为自由空间. 若 Q1已知，求 Q2. 
8．一个半径为 1 米的金属球，充电后的电势为 U，把 10 个半径为 1/9 米的均不带电的小金

属球顺次分别与这个大金属球相碰后拿走，然后把这 10 个充了电了小金属球彼此分隔摆

在半径为 10 米的圆周上，并拿走大金属球. 求圆心处的电势. （设整个过程中系统的总

电量无泄漏） 
9．真空中，有五个电量均为 q 的均匀带电薄球壳，它们的半径 
   分别为 R，R/2，R/4，R/8，R/16，彼此内切于 P 点（如图 
   6—18）.球心分别为 O1，O2，O3，O4，O5，求 O1与 O5间的 
   电势差. 
10．在图 6—19 所示的电路中，三个电容器 CⅠ、CⅡ、CⅢ的电容 

值均等于 C，电源的电动势为ε ，RⅠ、RⅡ为电阻，S 为双掷 
开关. 开始时，三个电容器都不带电.先接通 Oa，再接通 Ob， 
再接通 Oa，再接通 Ob……如此反复换向，设每次接通前都 
已达到静电平衡，试求： 

   （1）当 S 第 n 次接通 Ob 并达到平衡后，每个电容器两端的 
电压各是多少？ 

   （2）当反复换向的次数无限增多时，在所有电阻上消耗的 
总电能是多少？ 

11．一系列相同的电阻 R，如图 6—20 所示连接，求 AB 间的等效电阻 RAB. 
 
 
 
 
 
 
12．如图 6—21 所示，R1=R3=R5=…=R99=5Ω，R2=R4=R6=…=R98=10Ω，R100=5Ω，ε =10V 

求： 
   （1）RAB=？ 
   （2）电阻 R2 消耗的电功率应等于多少？ 

   （3） )99,,3,2,1( =iRi 消耗的电功率； 

   （4）电路上的总功率. 
13．试求如图 6—22 所示，框架中 A、B 两点间的电阻 RAB，此框架 

是用同种细金属丝制作的，单位长的电阻为 r，一连串内接等边 
三角形的数目可认为趋向无穷，取 AB 边长为 a，以下每个三角 
形的边长依次减少一半. 

14．图 6—23 中，AOB 是一内表面光滑的楔形槽，固定在水平桌 
面（图中纸面）上，夹角 °= 1α （为了能看清楚，图中的是 
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夸大了的）. 现将一质点在 BOA 面内从 C 处以速度 smv /5=  
射出，其方向与 AO 间的夹角 °= 60θ ，OC=10m. 设质点与 
桌面间的摩擦可忽略不计，质点与 OB 面及 OA 面的碰撞都 
是弹性碰撞，且每次碰撞时间极短，可忽略不计，试求： 

   （1）经过几次碰撞质点又回到 C 处与 OA 相碰？ 
       （计算次数时包括在 C 处的碰撞） 
   （2）共用多少时间？ 
   （3）在这过程中，质点离 O 点的最短距离是多少？ 

 
 
 

六、递推法答案 
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七、对称法 

方法简介 

 由于物质世界存在某些对称性，使得物理学理论也具有相应的对称性，从而使对称现

象普遍存在于各种物理现象和物理规律中。应用这种对称性它不仅能帮助我们认识和探索

物质世界的某些基本规律，而且也能帮助我们去求解某些具体的物理问题，这种思维方法

在物理学中称为对称法。利用对称法分析解决物理问题，可以避免复杂的数学演算和推导，

直接抓住问题的实质，出奇制胜，快速简便地求解问题。 

赛题精析 

例 1：沿水平方向向一堵竖直光滑的墙壁抛出一个弹性小球 A ，抛出点离水平地面的

高度为 h ，距离墙壁的水平距离为 s ，小球与墙壁发生弹性碰撞后，落在水平地面上，

落地点距墙壁的水平距离为 2s ，如图 7—1 所示。求小球抛出时的初速度。 

 
解析：因小球与墙壁发生弹性碰撞， 故与墙壁碰撞前后入射速度与反射速度具有对

称性， 碰撞后小球的运动轨迹与无墙壁阻挡时小球继续前进的轨迹相对称，如图 7—1—
甲所示，所以小球的运动可以转换为平抛运动处理， 效果上相当于小球从 A′点水平抛

出所做的运动。 

根据平抛运动的规律：
0

2

x v t
1y gt
2

=⎧
⎪
⎨

=⎪⎩

 

因为抛出点到落地点的距离为 3s ，抛出点的高度为 h ，代入后可解得： 

v0 = x g
2y

= 3s g
2h

 

例 2：如图 7—2 所示，在水平面上，有两个竖直光滑墙壁 A 和 B ，间距为 d ，一个

小球以初速度 v0从两墙正中间的 O 点斜向上抛出，与 A 和 B 各发生一次碰撞后正好落回

抛出点 O ，求小球的抛射角 θ 。 
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解析：小球的运动是斜上抛和斜下抛等三段运动组成，若按顺序求解则相当复杂，如

果视墙为一平面镜，将球与墙的弹性碰撞等效为对平面镜的物、像移动，可利用物像对称

的规律及斜抛规律求解。 
物体跟墙 A 碰撞前后的运动相当于从 O′点开始的斜上抛运动，与 B 墙碰后落于 O

点相当于落到 O″点，其中 O 、O′关于 A 墙对称，O 、O″对于 B 墙对称，如图 7—2
—甲所示，于是有： 

0

2
0

x v cos t
1y v sin t gt
2

= θ⋅⎧
⎪
⎨

= θ⋅ −⎪⎩

，落地时
x 2d
y 0
=⎧

⎨ =⎩
 

代入可解得：sin2θ =
2
0

2gd
v

 

所以，抛射角 θ = 1
2

arcsin
2
0

2gd
v

 

例 3：A 、B 、C 三只猎犬站立的位置构成一个边长为

a 的正三角形，每只猎犬追捕猎物的速度均为 v ，A 犬想追

捕 B 犬，B 犬想追捕 C 犬，C 犬想追捕 A 犬，为追捕到猎

物，猎犬不断调整方向，速度方向始终“盯”住对方，它们

同时起动，经多长时间可捕捉到猎物？ 
解析：以地面为参考系，三只猎犬运动轨迹都是一条复杂的曲线，但根据对称性，三

只猎犬最后相交于三角形的中心点，在追捕过程中，三只猎犬的位置构成三角形的形状不

变，以绕点旋转的参考系来描述，可认为三角形不转动，而是三个顶点向中心靠近，所以

只要求出顶点到中心运动的时间即可。 

由题意作图 7—3 ，设顶点到中心的距离为 s ，则由已知条件得：s = 3
3

a 

由运动合成与分解的知识可知，在旋转的参考系中顶点向中心运动的速度为： 

v′= vcos30°= 3
2

v 

由此可知三角形收缩到中心的时间为：t = s
v′

= 2a
3v

 

（此题也可以用递推法求解，读者可自己试解。） 
例 4：如图 7—4 所示，两个同心圆代表一个圆形槽，质量为 m ，内外半径几乎同为
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R 。槽内 A 、B 两处分别放有一个质量也为 m 的小球，AB 间的距离为槽的直径。不计

一切摩擦。现将系统置于光滑水平面上，开始时槽静止，两小球具有垂直于 AB 方向的速

度 v ，试求两小球第一次相距 R 时，槽中心的速度 v0 。 
解析：在水平面参考系中建立水平方向的 x 轴和 y 轴。由

系统的对称性可知中心或者说槽整体将仅在 x 轴方向上运动。

设槽中心沿 x 轴正方向运动的速度变为 v0 ，两小球相对槽心

做角速度大小为 ω的圆周运动，A 球处于如图 7—4—甲所示的

位置时，相对水平面的两个分速度为： 
vx = ωRsinθ + v0                       ① 
vy =－ωRcosθ                         ② 
B 球的运动与 A 球的运动是对称的。 
因系统在 x 轴方向上动量守恒、机械能也守恒，因此： 
mv0 + 2mvx = 2mv                     ③ 

2× 1
2

m ( 2
xv + 2

yv ) + 1
2

m 2
0v = 2× 1

2
mv2       ④ 

将①、②式代入③、④式得：3v0 = 2v－2ωRsinθ 

ω2R2 + 2ωRv0sinθ + 2
0v + 1

2
2
0v = v2 

由此解得：v0 =
2
3

(1－
2

sin
3 2sin

θ

− θ
)v 

当两球间距离为 R 时，θ = 30°，代入可解得槽中心运

动的速度为： 

v0 =
2
3

(1－ 1
10

)v 

例 5：用一轻质弹簧把两块质量各为 M 和 m 的木板连接起来，放在水平上，如图 7
—5 所示，问必须在上面木板上施加多大的压力 F ，才能使撤去此力后，上板跳起来恰好

使下板离地？ 
解析：此题可用能量守恒的观点求解，但过程较繁，而用弹簧

形变的“对称性”求解就显得简洁明了。若用拉力 F 作用在 m 上，

欲使 M 离地，拉力 F 至少应为： 
F= (M+m)g 
根据弹簧的拉伸和压缩过程具有的对称性，故要产生上述效

果，作用在 m 上的向下的压力应为 F = (M+m)g 。 
例 6：如图 7—6 所示，长为 l 的两块相同的均匀长方形砖块 A

和 B 叠放在一起，A 砖相对于 B 砖伸出
l
5
，B 砖放在水平桌面上，砖的端面与桌面平行。 

为保持两砖不翻倒，B 砖伸出桌面的最大长度是多少？ 
解析：此题可用力矩平衡求解，但用对称法求解，会直观简洁。把 A 砖右端伸出 B
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端的
l
5
截去，补在 B 砖的右端，则变成图 7—6—甲所示的对称形状。 伸出最多时对称轴

应恰好通过桌边。 

 

所以：l－x = x + l
5

 

解得 B 砖右端伸出桌面的最大长度为：x = 2
5

l 。 

例 7：如图 7—7 所示，OABC 是一张水平放置的

桌球台面。取 OA 为 x 轴，OC 为 y 轴，P 是红球，坐

标为（x ，y），Q 是白球，坐标为（x1 ，y1）（图中未

画出 Q 球在台面上的位置）。已知 OA = BC = 25dm ，
AB = OC= 12dm 。若 P 球的坐标为：x = 10dm ，y = 8dm
处，问 Q 球的位置在什么范围内时，可使击出的 Q 球

顺次与 AB、BC、CO 和 OA 四壁碰撞反弹，最后击中

P 球？ 
解析：由于弹性碰撞反弹服从的规律与光线的反射定律相同，所以作 P 点对 OA 壁的

镜像 P1 ，P1对 CO 壁的镜像 P2 ，P2对 BC 壁的镜像 P3和 P3对 AB 壁的镜像 P4 ，则只需

瞄准 P4 点击出 Q 球，Q 球在 AB 壁上 D 点反弹后射向 P3 ，又在 BC 壁上 E 点反弹后射向

P2 ，依次类推，最后再经 F ，G 二点的反弹击中 P 点，如图 7—7—甲所示。 
但是，若反弹点 E 离 B 点太近，Q

球从 E 点反弹后 EP2 线与 CO 的交点，可

能不在 CO 壁的范围内而在 CO 的延长线

上，这时 Q 球就无法击中 CO 壁（而击到

OA 壁上），不符合题目要求，所以，Q 球

能够最后按题目要求击中 P 球的条件是：

反弹点 D 、E 、F 、和 G 一定要在相应

的台壁范围之内。 
已知 P 点的坐标为（10 ，8），由此

可知，各个镜像点的坐标分别为： 
P1（10，－8），P2（－10，－8），P3（－10，32），P4（60，32） 
设 Q 点的坐标为（x′，y′）；直线 QP4 的方程为： 
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Y－y′= 32 y
60 x

′−
′−
(X－x′)                        ① 

D 点在此直线上，XD = 25 ，由上式得： 

YD = 1
60 x′−

(800－32x′+ 35y′)                ② 

直线 DP3的方程为： 

Y－YD =－ 32 y
60 x

′−
′−
(X－xD)                    ③ 

E 点在此直线上，YE = 12 ，由此式及②式得： 

xE = 25－ 1
32 y′−

(1－80 + 20x′－35y′)          ④ 

直线 EP2 的方程为：Y－YE =－ 32 y
60 x

′−
′−
(X－xE)  

F 点在此直线上，XF = 0 ，所以：YF = 12－ 10
60 x′−

(88－2x′+ y′)  

最后，直线 FP1 的方程为：Y－YF =－ 32 y
60 x

′−
′−
(X－xF)                 ⑤ 

G 点在此直线上，YG = 0 ，所以：XG = 1
32 y′−

(－160 + 8x′－10y′)   ⑥ 

反弹点位于相应台壁上的条件为：

D

E

F

G

0 Y 12
0 X 25
0 Y 12
0 X 25

⎫
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪⎭

≺ ≺
≺ ≺
≺ ≺
≺ ≺

              ⑦ 

将③、④、⑤和⑥式代入⑦，除肯定满足无需讨论的不等式外，Q 球按题目要求击中

P 球的条件成为： 

D

E

Y 35y 20x 80
X 35y 20x 80

′ ′ −⎧
⎨ ′ ′ −⎩

≺
≺

：

：
  

F

G

Y 5y 4x 80
X 5y 4x 80

′ ′ −⎧
⎨ ′ ′ −⎩

≺
≺

：

：
 

上面共两个条件，作直线 l1 ：35Y = 20X－80
及 l2 ：5Y = 4X－80 

如图 7—7—乙所示，若 Q 球位于 l2 下方的三角形 D0AH0内，即可同时满足⑧、⑨两

式的条件，瞄准 P4 击出，可按题目要求次序反弹后击中 P 球，三角形 D0AH0三个顶点的

坐标如图 7—7—乙所示。 
例 8：一无限长均匀带电细线弯成如图 7—8 所示的平面图形，其中 AB 是半径为 R 的

半圆孤，AA′平行于 BB′，试求圆心 O 处的电场强度。 
解析：如图 7—8 甲所示，左上 1/4 圆弧内的线元 ΔL1 与右下直线上的线元ΔL3 具有

角元 Δθ 对称关系。ΔL1电荷与 ΔL3电荷在 O 点的场强 ΔE1与 ΔE3方向相反，若它们的大

小也相等，则左上与右下线元电场强度成对抵消，可得圆心处场强为零。 
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设电荷线密度为常量 λ ，因 Δθ很小，ΔL1电荷与 ΔL3电荷可看做点电荷，其带电量： 
q1 = RΔθ ⋅ λ ，q2 = ΔL3 ⋅ λ 

当 Δθ很小时，有：q2 =
R

cos cos
Δθ⋅λ
θ⋅ θ

 

又因为 ΔE1 = K 1
2

q
R

，ΔE2 = K 2
2

q
r

= K
2

R
cos
Δθ⋅λ

θ
⋅

2

2

cos
R

θ = K
2

R
R
Δθλ

，与 ΔE1的大小相同，

且 ΔE1与 ΔE2 方向相反。 
所以圆心 O 处的电场强度为零。 
例 9：如图 7—9 所示，半径为 R 的半圆形绝缘线上、下 1/4 圆弧

上分别均匀带电+q 和－q ，求圆心处 O 的场强。 
解析：因圆弧均匀带电，在圆弧上任取一个微小线元，由于带电线

元很小，可以看成点电荷。用点电荷场强公式表示它在圆心处的分场强，

再应用叠加原理计算出合场强。由对称性分别求出合场强的方向再求出

其值。 
在带正电的圆孤上取一微小线元，由于圆弧均匀带电，因而线密度

λ = 2q
Rπ
。 

在带负电的圆弧上必定存在着一个与之对称的线元， 两
者产生的场强如图 7—9 甲所示。  显然， 两者大小相等，

其方向分别与 x 轴的正、负方向成 θ 角，且在 x 轴方向上分

量相等。由于很小，可以认为是点电荷，两线元在 O 点的场

强为 ΔE = 2 ⋅
2

KR
R
⋅ Δθλ sinθ =

2

2K h
R
λΔ

，方向沿 y 轴的负方向，

所以 O 点的合场强应对 ΔE 求和。 

即：E = ΣΔE = Σ
2

2K h
R
λΔ =

2

2K
R
λ ΣΔh =

2

2K
R
λ R =

2

4Kq
Rπ

 

例 10：电荷 q 均匀分布在半球面 ACB 上，球面的半径为 R ，CD 为通过半球顶点 C
与球心 O 的轴线，如图 7—10 所示，P 、Q 为 CD 轴线上在 O 点两侧，离 O 点距离相等

的两点，已知 P 点的电势为 UP ，试求 Q 点的电势 UQ 。 
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解析：可以设想一个均匀带电、带电量也

是 q 的右半球，与题中所给的左半球组成一个

完整的均匀带电球面，根据对称性来解。 
由对称性可知，右半球在 P 点的电势 PU′ 等

于左半球在 Q 点的电势 UQ 。即： PU′ = UQ 

所以有：UP + UQ = UP + PU′  
而 UP + PU′ 正是两个半球在 P 点的电势，因

为球面均匀带电，所以 UP + PU′ = K 2q
R

 

由此解得 Q 点的电势：UQ = 2Kq
R

－UP 。 

例 11：如图 7—11 所示，三根等长的细绝缘棒连接成等边三角形，A 点为三角形的内

心，B 点与三角形共面且与 A 相对 ac 棒对称，三棒带有均匀分布的电荷，此时测得 A 、
B 两点的电势各为 UA 、UB ，现将 ac 棒取走，而 ab 、bc 棒的电荷分布不变，求这时 A 、
B 两点的电势 AU′ 、 BU′ 。 

解析：ab 、bc 、ac 三根棒中的电荷对称分布，各自对

A 点电势的贡献相同，ac 棒对 B 点电势的贡献和对 A 点电

势的贡献相同，而 ab、bc 棒对 B 点电势的贡献也相同。 
设 ab 、bc 、ac 棒各自在 A 点的电势为 U1 ，ab 、bc

棒在 B 点的电势为 U2 。由对称性知，ac 棒在 B 点的电势

为 U1 。 
由电势叠加原理得： 
3U1 = UA                             ① 
U1+ 2U2 = UB                          ② 

由①、②两式得：U1 = AU
3

，U2 = B 1U U
2
− =

A
B

UU
3

2

−
= B A3U U

6
−  

将 ac 棒取走后，A 、B 两点的电势分别为： 

AU′ = UA－U1 =
2
3

UA 

BU′ = UB－U2 = BU
2

+ AU
6

 

例 12：如图 7—12 所示为一块很大的接地导体板，

在与导体板相距为 d 的 A 处放有带电量为－q 的点电

荷。 
（1）试求板上感应电荷在导体内 P 点产生的电场

强度； 
（2）试求感应电荷在导体外 P′点产生的电场强

度（P 与 P′点对导体板右表面是对称的）； 
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（3）在本题情形，试分析证明导体表面附近的电场强度的方向与导体表面垂直； 
（4）试求导体上的感应电荷对点电荷－q 的作用力； 
（5）若在切断导体板与地的连线后，再将+Q 电荷置于导体板上，试说明这部分电荷

在导体板上如何分布可达到静电平衡（略去边缘效应）。 
解析：在讨论一个点电荷受到面电荷（如导体表面的感应电荷）的作用时，根据“镜

像法”可以设想一个“像电荷”，并使它的电场可以代替面电荷的电场，从而把问题大大

简化。 
（1）导体板静电平衡后有 E 感 = E 点 ，且方向相反，

因此板上感应电荷在导体内 P 点产生的场强为 EP =
2

kq
r

，其

中 r 为 AP 间距离，方向沿 AP ，如图 7—12 甲所示。 
（2）因为导体接地，感应电荷分布在右表面，感应电

荷在 P 点和 P′点的电场具有对称性，因此有 EP′=
2

kq
r

，方

向如图 7—12—甲所示。 
（3）考察导体板在表面两侧很靠近表面的两点 P1和 1P′。如前述分析，在导体外 1P′点

感应电荷产生的场强大小为 Ei 1P′ = 2
1

kq
r

。点电荷 q 在 1P′点产生的场强大小也是 Eq 1P′ = 2
1

kq
r

。

它们的方向如图 7—12 乙。 
从图看出， 1P′点的场强为上述两个场强的矢量和，即与导

体表面垂直。 
（4）重复（2）的分析可知，感应电荷在－q 所在处 A 点

的场强为 EiA =
2

kq
(2d)

=
2

kq
4d

，方向垂直于导体板指向右方，该

场作用于点电荷－q 的电场力为 F =－qEiA =－
2

2

kq
4d

，负号表示

力的方向垂直于导体板指向左方。 
（5）切断接地线后，导体板上原来的感应电荷仍保持原来的分布，导体内场强为零。

在此情况下再将+Q 电荷加在导体板上，只要新增加的电荷在导体内部各处的场强为零，

即可保持静电平衡，我们知道电荷均匀分布在导体板的两侧表面时，上述条件即可满足。

显然这时+Q 将均匀分布在导体板的两侧面上，才能保证板内场强为零，实现静电平衡。 
例 13：如图 7—13 所示，在水平方向的匀强电场中，

用长为 l 的绝缘细线，拴住质量为 m 、带电量为 q 的小球，

线的上端 O 固定，开始时将线和球拉成水平，松开后，小

球由静止开始向下摆动，当摆过 60°角时，速度又变为零。

求： 
（1）A、B 两点的电势差 UAB多大？ 
（2）电场强度多大？ 
解析：（1）小球在 A 、B 间摆动，根据能量守恒定律
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有：εPA = εPB 

取 A 点为零势能的参考点，即 εPB = 0 
则：EPB =－mglsin60°+ qUBA = 0 

所以：UBA = 3mgl
2q

，UAB =－ 3mgl
2q

 

（2）小球在平衡位置的受力如图 7—13 甲。根据

共点力的平衡条件：有：qE = mgtan60° 

解得电场强度：E = 3mg
q

 

例 14：如图 7—14 所示，ab 是半径为 R 的圆的一条直径，该圆处于匀强电场中，场

强为 E ，在圆周平面内，将一带正电 q 的小球从 a 点以相同的动能抛出，抛出方向不同时，

小球会经过圆周上不同的点，在这些所有的点中，到达 c 点时小球的动能最大。已知∠cab 
= 30°，若不计重力和空气阻力，试求： 

（1）电场方向与直径 ab 间的夹角 θ ； 
（2）若小球在 a 点时初速度方向与电场方向垂直，小球

恰好能落在 c 点，则初动能为多少？ 
解析：由于对 a 点以相同的初动能沿不同方向抛出的小球

到达圆周上的各点时其中到达 c 点的小球动能最大，因此过 c
点的切线一定是等势线，由此可以确定电场线的方向，至于从

a 点垂直于电场线抛出的小球可按类平抛运动处理。 
（1）用对称性判断电场的方向：由题设条件，在圆周平

面内，从 a 点以相同的动能向不同方向抛出带正电的小球，小球会经过圆周上不同的点，

且以经过 c 点时小球的动能最大，可知，电场线平行于圆平面。又根据动能定理，电场力

对到达 c 点的小球做功最多，为 qUac 。因此，Uac最大。即 c 点的电势比圆周上任何一点

的电势都低。又因为圆周平面处于匀强电场中，故连接 Oc ，圆周上各点的电势对于 Oc
对称（或作过 c 点且与圆周相切的线 cf 是等势线），Oc 方向即为电场方向（如图 7—14—
甲所示），它与直径 ab 的夹角为 60°。 

（2）小球在匀强电场中做类平抛运动。 小球沿

垂直于电场方向抛出，设其初速度为 v0 ，小球质量

为 m 。 在垂直于电场线方向，有： 
x = v0t                                ① 

在沿电场线方向，有：y = 1
2

at2           ② 

由图中几何关系可得： 
x = Rcos30°                           ③ 
y = R (1 + cos60°)                      ④ 
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且：a = qE
m

                            ⑤ 

将③、④、⑤式代入①、②两式解得： 2
0v = qER

4m
 

所以初动能：Ek0 =
1
2

m 2
0v = qER

8
 

例 15：如图 7—15 所示，两块竖直放置的平行金属板

A 、B 之间距离为 d ，两板间电压为 U ，在两板间放一半

径为 R 的金属球壳，球心到两板的距离相等，C 点为球壳

上的一点，位置在垂直于两板的球直径的靠 A 板的一端，

试求 A 板与点 C 间的电压大小为多少？ 
解析：将金属球壳放在电场中达到静电平衡后，球壳为等势体，两极板之间的电场由

原来的匀强电场变为如图 7—15 甲所示的电场，这时 C 与 A 板间电势差就不能用公式 UAC 
= EdAC来计算。我们利用电场的对称性求解。 

由于电场线和金属球关于球心 O 对称，所以 A 板与金

属板的电势差 UAO和金属球与 B 板的电势差 UOB相等，即： 
UAO = UOB 
又 A 、B 两板电势差保持不变为 U ，即： 
UAO + UOB = U 

由以上两式解得：UAO = UOB = U
2

 

所以得 A 、C 两点间电势差：UAC = UAO = U
2

 

例 16：如图 7—16 所示，一静止的带电粒子 q ，质量为 m（不计重力），从 P 点经电

场 E 加速，经 A 点进入中间磁场 B ，方向垂直纸面向里，再穿过中间磁场进入右边足够

大的空间磁场 B′（B′= B），方向垂直于纸面向外，然后能够按某一路径再由 A 返回电场

并回到出发点 P ，然后再重复前述过程。已知 l 为 P 到 A 的距离，求中间磁场的宽度 d
和粒子运动的周期。（虚线表示磁场的分界线） 

解析：由粒子能“重复前述过程”，可知粒子运动具有周

期性；又由粒子经过 A 点进入磁场后能够按某一路径再返回

A 点，可知的运动具有对称性。 
粒子从 A 点进入中间磁场做匀速圆周运动，半径为 R ，

过 C 点进入右边磁场，于做半径为 R 的匀速圆周运动经点 F
到点 D ，由于过 D 点后还做匀速圆周回到 A（如图 7—16

—甲所示），故pDA 和 CA 关于直线 OA 对称，且 OA 垂直于

磁场的分界线。同理可知，OA 也同时是pCD 圆弧的对称轴。

因此粒子的运动轨迹是关于直线 OA 对称的。由于速度方向为切线方向，所以圆弧pAC 、
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pCD 、pDA 互相相切。 

（1）设中间磁场宽度为 d ，粒子过 A 点的速度为 v ，由圆周运动的对称性可得：

Rsinθ = R－Rsinθ ，则：θ =
6
π  

带电粒子在加速电场中有： 

qEl = 1
2

mv2                  ① 

在中间和右边磁场中有： 

R = mv
qB

                     ② 

d = Rcosθ                   ③ 

解①、②、③得：d = 6qEml
2qB

 

（2）粒子运动周期 T 由三段时间组成，设在电场中做匀变速直线运动的时间为 t1 ，

则：t1 = 2 2ml
qE

 

设在中间磁场中运动的时间为 t2 ，因为pAC 所对圆心角为
3
π
，所以： 

t2 = 2× 3
2

π

π
T′= 2× 3

2

π

π
⋅

2 m
qB
π = 2 m

3qB
π  

设在右边磁场中运动的时间为 t3 ，因为pCD 所对圆心角为
5
3
π
，所以： 

t3 =

5
3

2

π

π
T′= 2×

5
3

2

π

π
⋅

2 m
qB
π = 5 m

3qB
π  

所以周期为：T = t1 + t2 + t3 = 2 2ml
qE

+ 7 m
3qB
π  

针对训练 

1．从距地面高 19.6m 处的 A 点，以初速度为 5.0m/s 沿水平方向投出一小球。在距 A
点 5.0m 处有一光滑墙，小球与墙发生弹性碰撞（即入射角等于反射角，入射速率等于反

射率），弹回后掉到地面 B 处。试求：B 点离墙的水平距离为多少？ 
2．如图 7—17 所示，在边长为 a 的正方形四个顶点上分别固定电量均为 Q 的四个点

电荷，在对角线交点上放一个质量为 m ，电量为 q（与 Q 同号）的自由点电荷。 若将 q



高中物理奥赛经典 

 对称法第 12 页（共 13 页）   

沿着对角线移动一个小的距离，它是否会做周期性振动？若会，其周期是多少？ 

 
3．如图 7—18 所示是一个由电阻丝构成的平面正方形无穷网络，当各小段电阻丝的电

阻均为 R 时，A 、B 两点之间的等效电阻为 R/2 ，今将 A ，B 之间的一小段电阻丝换成

电阻为 R′的另一端电阻丝，试问调换后 A ，B 之间的等效电阻是多少？ 
4．有一无限大平面导体网络，它由大小相同的正六角形网眼组成，如图 7—19 所示，

所有六边形每边的电阻均为 R0 ，求 a 、b 两结点间的等效电阻。 
5．如图 7—20 所示，某电路具有 8 个节点，每两个节点之间都连有一个阻值为 2Ω的

电阻，在此电路的任意两个节点之间加上 10V 电压，求电路的总电流，各支路的电流以及

电阻上消耗的总功率。 

 

6．电路如图 7—21 所示，每两个节点间电阻的阻值为 R ，求 A 、B 间总电阻 RAB 。 
7．电路如图 7—22 所示，已知电阻阻值均为 15Ω ，求 RAC 、RAB 和 RAD 各为多少欧？ 
8．将 200 个电阻连成如图 7—23 所示的

电路，图中各 P 点是各支路中连接两个电阻

的导线上的点，所有导线的电阻都可忽略。

现将一电动势为 ε ，内阻为 r 的电源接到任

意两个 P 点处，然后将任一个没接电源的支

路在 P 点处切断，发现流过电源的电流与没

切断前一样，则这 200 个电阻 R1 ，R2 ，… ，

R100 和 r1 ，r2 ，… ，r100 应有下列的普遍关系： 1

1

R
r

= 2

2

R
r

= 3

3

R
r

=…= 100

100

R
r

，这时图中 AB

导线与 CD 导线之间的电压等于          。 
9．电路如图 7—24 所示的电阻丝网络中，每一小段电阻丝的电阻值都为 R ，试求图

中 A 、B 两点间的等效电阻 RAB 。 
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10．如图 7—25 所示的四面体框架由电阻同为 R 的 6 根电阻丝联结而成，求任意两个

顶点 A 、B 间的等效电阻 RAB 。 

 

11．一匀质细导线圆环，总电阻为 R ，半径为 a ，圆环内充满方向垂直于环面的匀强

磁场，磁场以速率 K 均匀的随时间增强，环上的 A 、D 、C 三点位置对称。电流计 G 连

接 A 、C 两点，如图 7—26 所示。若电流计内阻为 RG ，求通过电流计的电流大小。 
 
 

参考答案 
1、5.0m 

2、会做周期性振动，周期为 π
3ma

2KqQ
  

3、RAB = RR
R R

′
′+

 

4、Rab = R0 
5、I 总 = 40A ，节点 1~8 之间支路电流 I1 = 5A ；其他支路电流 2.5A ，总功率 400W 
6、RAB = 2R 

7、RAC = 75
8
Ω ，RAB = 15Ω ，RAD = 75

8
Ω 

8、0 

9、RAB = 16
30

R 

10、RAB = R
2

 

11、
2

C

a KR
9R 3R
π

+
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八、作图法 

方法简介 

 作图法是根据题意把抽象复杂的物理过程有针对性的表示成物理图像，将物理问题转

化成一个几何问题，通过几何知识求解，作图法的优点是直观形象，便于定性分析，也可

定性计算，灵活应用作图法会给解题带来很大方便。 

赛题精析 

例 1：如图 8—1 所示，细绳跨过定滑轮，系住一个质量为 m 的球，球靠在光滑竖直墙

上，当拉动细绳使球匀速上升时，球对墙的压力将（    ） 
A、增大       B、减小        C、先增大后减小        D、先减小后增大 
解析：球在三个力的作用下处于平衡。当球上升时，θ 角增大，可用动态的三角形定

性分析，作出圆球的受力图，如图 8—1 甲所示。从图可见，当球上升时，θ角增大，墙对

球的支持力增大，从而球对墙的压力也增大。故选 A 正确。 

 
例 2：用两根绳子系住一重物，如图 8—2 所示。绳 OA 与天花板间夹角 θ不变，当用

手拉住绳子 OB ，使绳 OB 由水平方向转向竖直方向的过程中，OB 绳所受的拉力将（    ） 
A、始终减小     B、始终增大      C、先减小后增大       D、先增大后减小 
解析：因物体所受重力的大小、方向始终不变，绳 OA 拉力的方向始终不变，又因为

物体始终处于平衡状态，所受的力必然构成一个三角形，如图 8—2 甲所示，由图可知 OB
绳受的拉力是先减小后增大。可知答案选 C 

例 3：如图 8—3 所示，质量为 m 的小球

A 用细绳拴在天花板上，悬点为 O ，小球靠

在光滑的大球上，处于静止状态。已知：大

球的球心 O′在悬点的正下方，其中绳长为

l ，大球的半径为 R ，悬点到大球最高点的

距离为 h 。求对小球的拉力 T 和小球对大球

的压力。 
解析：力的三角形图和几何三角形有联

系，若两个三角形相似，则可以将力的三角
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形与几何三角形联系起来，通过边边对应成比例求解。 
以小球为研究对象，进行受力分析，如图 8—3 甲所示，小球受重力 mg 、绳的拉力 T 、

大球的支持力 N ，其中重力 mg 与拉力 T 的合力与支持力 N 平衡。观察图中的特点，可

以看出力的矢量三角形（灰色）与几何三角形 AOO′相似，即： 
T
l

= mg
h R+

，
N
R

= mg
h R+

 

所以绳的拉力：T = l
h R+

mg 

小球对大球的压力：N′= N = R
h R+

mg 

例 4：如图 8—4 所示，质点自倾角为 α的斜面上方定点 O
沿光滑的斜槽从静止开始下滑，为使质点在最短时间内从 O 点

到达斜面，斜槽与竖直方向的夹角 β应等于多少？ 
解析：如图 8—4 甲所示，以经过 O 点的竖直线上的一点 O′ 为圆心，OO′ 为半径作圆，

并使该圆与斜面恰好相切于 A 点，与 OO′延长线交于 B 点。已知从 O 点由静止出发沿倾

角不同的光滑斜面下滑的质点，到达圆周上不同点所需时间

相等，显然，质点沿 OA 方向从静止开始滑到斜面上所需时

间比沿其他方向滑到斜面上所需时间短。 
连接 O′A ，由几何关系得： 
∠AO′B = α 
所以所用时间最短时，斜槽与竖直方向的夹角： 

β =
2
α  

（所题也可用极限法求解，读者可试试。） 
例 5：一条小河，河水以 v1 = 5m/s 的速度匀速流动，一条小船在静水中的速度为 v2 = 

3m/s 。欲使小船渡河的航程最短，小船的船头应指向何方向？ 
解析：若 v1＜v2 ，可垂直渡河，船程最短。但本题 v1＞v2 ，小船就不能垂直渡河。

但欲使航程最短，则应使合速度方向与河岸夹角最大。 
根据矢量合成的三角形法，v1 、v2 、v 合 ，构成封闭三角形，作图如 8—5 所示，作

有向线段 OA 表示河水流速 v1 ，以表示 v2的有向

长度为半径，以 A 为圆心画圆，过 O 该圆的切线，

切点为 B ，作有向线段 AB ，有向线段 AB 的方向

就是所求的方向。由直角三角形 AOB ，得： 

cosθ = 2

1

v
v

= 3
5

 

所以：θ = 53° 
即小船的船头应指向上游并沿与上游的河岸成 53°角的方向。 
例 6：一木箱重为 G ，与地面动摩擦因数为 μ ，现用斜向上的力 F 拉木箱使之沿水平

地面匀速前进，如图 8—6 所示。求拉力 F 与水平方向夹角 θ 为何值时拉力最小？这个最
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小值多大？ 

 

解析：木箱受重力 G 、弹力 N 、摩擦力 f 及拉力 F 四个力的作用，但此题也可以把

木箱看做只受三个力作用，即重力 G 、拉力 F 和摩擦力 f 与支持力 N 的合力 F′，设 F

′与 N 的夹角为 φ ，则 tanφ = f
N

= μ ，再应用矢量三角形求解。 

木箱受力情况如图 8—6 甲所示，已知 G 的大小和方向，F′的方向，显然，要使封闭

的矢量三角形中 F 值最小，只有由 G 的端点作 F′的作用线的垂线时，F 值最小，如图 8
—6 乙所示，此时 F 的最小值为 Fmin = Gsinφ 

其中 φ = arctanμ ，所以最小的拉力 F 与水平方向的夹角为 θ = φ = arctanμ 。F 的最小

值可以表达为：Fmin =
21

μ

+μ
G 。 

例 7：如图 8—7 所示，一带电质点，质量为 m ，电量为 q ，
以平行于 Ox 轴的速度 v 从 y 轴上的 a 点射入图中第一象限所示

的区域，为了使该质点能从 x 轴上的 b 点以垂直于 Ox 轴的速度

v 射出，可在适当的地方加一个垂直于 xy 平面、磁感应强度为 B
的匀强磁场。若此磁场仅分布在一个圆形区域内，试求这圆形磁

场区域的最小半径。重力忽略不计。                                 
解析：当带电质点以垂直于磁场方向的速度 v 进入磁场，在磁场中将做匀速圆周运动，

由此要从 a 点进入从 b 点射出其圆轨道为
1
4
圆弧，因而可用作图法求解。 

过 a 点作平行 Ox 轴的直线，过 b 作平行 Oy 的直线，两直线相交于 c 点，如图 8—7

甲所示，可见只要能保证带电质点的
1
4
圆轨道处在匀强磁场中，

即可使带电质点从 b 点射出，由此可知，磁场区域有一最小值，

其最小半径为
1
4
圆形轨道两个端点连线的一半，即： 

由 qvB = m
2v

r
可得粒子在磁场中的偏转半径为：r = mv

qB
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 所加磁场的最小半径为：R = 2
2

r = 2mv
2qB

 

例 8：图 8—8 中 AB 表示一横放的平面镜，P1P2是水

平放置的米尺（有刻度的一面朝着平面镜），MN 是屏，

三者互相平行，屏 MN 上的 ab 表示一条直缝（即 a 、b
之间是透光的）。某人眼睛紧贴米尺上的小孔 S（其位置

见图），可通过平面镜看到米尺上的一部分刻度。试在本

题的图上用三角板作图求出可看到的部分，并在 P1P2 上

把这部分涂以标志     。 
解析：根据物像位置镜面对称可知：人眼通过平面镜看到的米尺刻度范围，好像人眼

在平面镜中的像直接去看刻度范围，不过要受到挡板 MN
的像 M′N′的阻挡，所以先将眼睛在平面镜中成像点 S
′作出，再作出挡板 MN 在平面镜中的像 M′N′，如图

8—8—甲，其中 a′b′是挡板上的缝 ab 在平面镜中的像，

连接 S′a′并延长交 AB 、P1P2 于 c 、d 两点，再作 S
′和 b 的连线交 AB 于 E 点，并延长后交 P1P2于 F 点，

则 dF 即为人眼通过平面镜和挡板后能看到的刻度范围。 
例 9：光线透过空气中的平行平面厚玻璃板，问下图 8

—9 所示四种情形中，哪一种是正确的？ 
解析：根据光的折射定律，光由光疏介质进入光密介

质时，光线要向着法线的方向偏析，相反时，向远离法线

的方向偏折，且在传播中光路是可逆的。 

 

由上分析可知，B 图是正确的。 
例 10：某人通过焦距为 10cm ，直径为

4.0cm 的薄凸透镜观看方格纸，每个方格的

边长为 0.3cm 。他使透镜的主轴与方格纸

垂直 AB ，透镜与纸面相距 10cm ，眼睛位

于透镜主轴上离透镜 5.0cm 处。问他至多能

看到同一行上几个完整的方可格？ 
解析：可以用光路的可逆性来做，若在
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S 点放一点光源，则成像于 S′点，能照亮方格纸上一定面积，其直径为 x ，如图 8—10
所示，根据光路的可逆性，来自面积 x 上的方格的光经透镜折射后都能进入人眼，即能被

人看到。 

由
1
p

+ 1
p′

= 1
f
可得：p′=－10cm 

由相似三角形对应边成比例得：
x
d

= 20
10

，所以 x = 8cm ，格数 n = x
l

= 8
0.3

= 26.7 

即最多能看到同一行上 26 个完整．．的方格。 

例 11：凸透镜 L1与凹透镜 L2 同轴放置，

L1 左侧媒质的折射率 n ，L2 右侧媒质的折射

率也是 n ，两透镜之间的价质折射率为 n0 ，
且 n＜n0 。F1是 L1的物方焦点，F2是 L2的物

方焦点， 2F′是 L2 的像方焦点。有一物点 S 位

于 L1 的物方焦平面上，如图 8—11 所示。 
（1）画出成像光路图，求出像点 S1的位置。简述作图的依据； 
（2）若 L1 的物方焦距 f1 = 20 厘米，L2的物方焦距 f2 = 10 厘米，物点 S 离光轴的距离

为 2 厘米，问像点 S1 离光轴的距离为多少？ 
解析：放于焦平面上的点光源发出的光经

凸透镜折射后平行于副光轴，平行于副光轴的

平行光经凹透镜发散后，反向延长线将交一凹

透镜的副焦点，光路图如图 8—11—甲所示。 
（1）作法：①过 S 作过光心 O 点的光线，

传播方向不改变；②过 O′点作平行于 SO 的

辅助线及过 F2 作垂直于主轴的直线（焦平面），两线相交于 S1（副焦点）。平行于副光轴

的光线，经凹透镜折射后，折射线的反向延长线将通过 S1点，即 S1为所求的像点。 

（2）由图可知： 1

1 2

SF
S F

= 1

2

f
f

，所以： 1 2S F = 1cm 

即 S1 离主光轴的距离为 1cm 。 

针对训练 

1．如图 8—12 所示，一个重为 G 的匀质球，放在光滑的斜面

上，斜面倾角为 α ，在斜面上有一光滑的斜木板挡住球处于静止

状态。如果挡板与斜面间的夹角 β 缓慢增大到挡板呈水平状态，

此过程中挡板对球的弹力 N1和斜面对球的弹力 N2如何变化？ 
2．一重为 G 的物块放在倾角为 α的斜面上，物块与斜面间的

摩擦因数为 μ ，今在物块上的作用力为 F ，F 可与斜面成任意夹

角，如图 8—13 所示，求拉动物块沿斜面上升所需力 F 的最小值

及对应的 θ角。 
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3．如图 8—14 所示，小环 m1 、m2 能沿着一轻绳光滑地滑动，绳的两端固定于直杆

AB 的两端，杆与水平线成角度 θ 。在此杆上又套一轻小环，绳穿过轻环，并使 m1 、m2

在其两边，设环与直杆的接触是光滑的，当系统平衡时，直杆与轻环两边的绳夹角为 φ ，

试证明：
tan
tan

θ
ϕ

= 1 2

1 2

m m
m m

−
+

。 

4．一条在湖面上以恒定速度行驶的船上，有一与船固定的竖直光滑墙壁。有一个小球

沿水平方向射到墙上。相对于岸，小球的速度大小为 v1 ，方向与墙的法线成 60°角，小

球自墙反弹时的速度方向正好与小球入射到墙上时的速度方向垂直。问船的速度应满足什

么条件。设小球与墙壁的碰撞是完全弹性的。 
5．F = 400N 的力拖着小船，使它沿着河中心线运动。现甲、乙两人在河两岸共同拖

船，已知甲拉力的方向与河中心线的夹角为 30°，要使两人

共同产生的效果与 F 单独作用的效果相同，乙拉力的最小值

应为多少？方向如何？ 
6．如图 8—15 所示，一储油圆桶，底面直径与桶高均为

d 。当桶内无油时，从某点 A 恰能看到桶底边缘上的某点 B 。
当桶内油的深度等于桶高一半时，在 A 点沿 AB 方向看去，

看到桶底上的 C 点，C 、B 相距
d
4
。由此可得油的折射率 n 

=       ；光在油中传播的速度 v =         m/s（结果可用

根式表示）。 
7．要在一张照片上同时拍摄物体正面和几个不同侧面的像，可以在物体的后面放两个

直立的大平面镜 AO 和 BO ，使物体和它对两个平面镜所成

的像都摄入照相机，如图 8—16 所示。图中带箭头的圆圈 P
代表一个人的头部，白色半圆代表人的脸部，此人正面对着

照相机的镜头；有斜线的半圆代表脑后的头发；箭头表示头

顶上的帽子。图 8—16 甲为俯视图。若两平面镜的夹角∠AOB 
= 72°，设人头的中心恰好位于角平分线 OC 上，且照相机到

人的距离远大于人到平面镜的距离。 
（1）试在图 8—16 甲画出 P 的所有的像的位置并用空白

和斜线分别表示人脸和头发，以表明各个像的方位。 
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（2）在图 8—16 乙的方框中画出照片上得到所有的像（分别用空白和斜线表示人脸和

头发，用箭头表示头顶上的帽子）。 
8．图 8—17 中所示是一潜望镜壳体的示意图。MN 为光线

的入口。在上方 AB 处已放置一块与纸面垂直的平面镜，它和

与纸面垂直的竖直面之间的夹角为 45°。眼睛在观察孔 S 处观

察，在 CD（与垂直面的夹角也是 45°）处放置一块平面镜。 
今要使观察到的视场不受 CD 处的平面镜的限制，则平面镜 CD
至少要有多大的线度才行？要求直接在图上用作图法画出即

可，但要说明作图的步骤。 
9．图 8—18 中 MN 是薄透镜的主轴，S 是发光点，S′是

它的像点。 
（1）用作图法求出薄透镜的位置，标在图上； 
（2）分别作光路图求出两个焦点的位置，标在图上。再标明透镜的类别。 

 
10．如图 8—19 所示，某人的眼睛在 E 处通过放大镜 L 观察标尺 M ，F1和 F2 为 L 的

焦点。他既能通过 L 看到 M 上的一部分刻度，又能直接从镜外看到一部分刻度值的范围。

在作图进用①、②、… 标明你画的光线，并写出作图步骤。 
11．如图 8—20 所示，凸透镜 L 的主轴与 x 轴重合，光心 O 就是坐标原点，凸透镜的

焦距为 10 厘米。有一平面镜 M 放在 y =－2 厘米、x＞0 的位置，眼睛从平面镜反射的光

中看到光点 A 的像位于 A2 处，A2 的坐标见图。 
（1）求出此发光点 A 的位置； 
（2）写出用作图法确定 A 的位置的步骤并作图。 
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12．一平凸透镜焦距为 f ，其平面上镀了银，现在其凸面一侧距它 2f 处，垂直于主轴

放置一高为 H 的物，其下端在透镜的主轴上，如图 8—21 所示。 
（1）用作图法画出物经镀银透镜所成的像，并标明该像是虚、是实； 
（2）用计算法求出此像的位置和大小。 
13．焦距均为 f 的两个凸透镜 L1 、L2与两个平面镜 M1 、M2放置在如图 8—22 所示

的位置。两透镜共轴，透镜的主轴与二平面镜垂直，并通过两平面镜的中心，四镜的直径

相同，在主轴上有一点光源 O 。 

 
（1）画出由光源向右的一条光线 OA ，在此光学系统中的光路； 
（2）分别说出由光源向右发出的光线和向左发出的光线各在哪些位置（O 点除外）？

形成光源 O 的能看到的像，哪些是实像？哪些是虚像？ 
14．已知两透镜组合系统如图 8—23 所示，物经整个系统成像，像的位置大小如图所

示。试用作图法求物经 L1 所成的像的位置与大小，作出 L1的焦点及系统的焦点位置。说

明 L1 和 L2是什么透镜？ 
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15．有两个焦距分别为 f1 和 f2的凸透镜，如果把这两个透镜做适当的配置，则可使一

垂直于光轴的小物体在原位置成一等大、倒立的像，如图 8—24 所示，试求出满足上述要

求的配置方案中各透镜的位置。 
 

参考答案 
1、N1 先减小后增大，N2 减小。 

2、F =
2

mg

1+μ
(sinα + μcosα) ，θ = arctanμ 

3、证明过程略。 
4、船的行驶速度必须有沿 y 方向的分速度，亦即具有沿

墙壁平面法线方向的分速度，其大小为
1
2

v1 ，而沿 x 方向的

分速度不受限制，可取包括零在内的任意值。 
5、200N ，方向与河中心线夹角 60° 

6、 10
2

，
3 10

5
×108 

7、（1）如图所示—— 

 
8、①先作出 MN 在 AB 镜中的虚像 M′N′；②再作出眼睛在 CD 处镜中的虚像 S′；

③将 S′与 M′N′相连，与 CD 面交于 C′D′处。  C′D′即为所求的结果。 
9、如图所示—— 
10．（1）作放大镜 L 端点和 E 点的连线并

交 M 于 A 点； 
（2）过 L 中心点作 LE 线的平行线 OO′； 
（3）过 F1作垂直于主光轴的直线（焦平

面）交 OO′直线于 B 点； 
（4）连接 BL 交 M 于 C 点； 
（5）作 A 、B 、C 三点关于主光轴对称
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点，可通过作图得 A′、B′、C′。可见 AA′以外的刻度可直接看到，CC′之间的刻度

可通过放大镜 L 看到，AC、A′C′之间的刻度无法看到。 

 
11、（1）x =－5cm ，y = 4cm ；（2）略。 
12、（1）如图所示—— 
提示：（1）平凸薄透镜平面上镀银后构成一个由会聚透镜 L 和与它密接的平面镜 M 的

组合 LM ，图中 O 为 L 的光心 O ，AOF′为主轴，F 和 F′为 L 的两个焦点，AP 为物，

作图时利用了三条特征光线。 

（2）在透镜左方距离
2
3

f 处，大小为
1
3

H 。 

13、（1）如图所示—— 

 
（2）向右发出的光线： 2F′处成实像；右方无限处成虚像，F2 处成实像；P 处（M1 左

方
f
2
处主轴上）成虚像。向左发出的光线：F1 处成实像；左方无穷远处成虚像；F′处成

实像；Q 处（M2 右方
f
2
处主轴上）成虚像。 

14、略。 
15、略。 
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九、估算法 
方法简介 

 
 有些物理问题本身的结果，并不一定需要有一个很准确的答案，但是，往往需要我们对

事物有一个预测的估计值；有些物理问题的提出，由于本身条件的限制，或者实验中尚未观

察到必要的结果，使我们解决问题缺乏必要的已知条件，无法用常规的方法来求出物理问题

的准确答案，采用“估算”的方法就能忽略次要因素，抓住问题的主要本质，充分应用物理

知识进行快速数量级的计算.近几年来，竞赛试题中频频出现的各类估算题，的确是判断学生

思维能力的好题型. 
 

赛题精析 
 

 例 1  已知地球半径约为 6.4×106m，又知月球绕地球的运动可近似看做匀速圆周运动，

则可估算出月球到地心的距离约为          m.（结果只何留一位有效数字） 
 解析  因为月球绕地球的运动可近似看做匀速圆周运动，所以可根据月球所受的万有引

力提供月球做匀速圆周运动所需要的向心力及月球公转周期求解此问题，也可根据地球上的

光经月球反射 2 秒后返回地球的知识估算. 
 根据运动定律及万有引力定律得： 

 r
T

m
r

GMm 2
2 )2( π

=  

 gm
R

mGM ′=
′

2  

 由①、②两式代入数据可得 r =4.1×108m（其中 T 是月球绕地球旋转周期，T=30 天） 
 例 2  估算在室温下，真空度达 1.33×10－1Pa 时，容器内空气分子的平均距离.（取一位

有效数字即可） 
 解析  要想求容器内空气分子的平均距离，则可以根据克拉珀龙方程求出每个空气分子

所占的体积，由此即可求解. 
 取 1 摩尔空气作为研究对象， 
 视每个空气分子所占的空间是以分子间的平均距离 a 为边长的立方体，每个分子处在立

方体的中心.则每个空气分子占据的空间的体积为
3

0 aV =  

 根据克拉珀龙方程，1 摩尔空气占据的总体积 V=RT/p=N0V0=N0
3a  

 所以空气分子间平均距离 3
0/ pNRTa = ，近似地取室温 T=300K，代入数据可算得： 
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 分子间平均距离为： ma 5101 −×=  

 例 3  密闭容器的气体压强为 Pap 210−= ，温度为 27℃，估算其中分子的间距（保留

一位有效数学字）. 
 解析  以密闭容器内的一定量气体为研究对象，选取标准状况为该气体的一个已知状

态，根据理想气体状态方程可求解. 

 取 1 摩尔气体作为研究对象，在标准状态下为
33

0 104.22 mV −×= ，所包含的分子数为

NA=6.023×1023个.在题设条件下，设其体积为 V，则根据气态方程： 

 有
T
pV

T
Vp

=
0

00  

 每个分子所占的空间体积为
AN

VV =′ ，分子间的距离为 .107 73 mVd −×=′=  

 例 4  已知一密闭容器内的气体分子平均距离为 md 9103 −×= ，温度为 27℃，试估算

容器内气体的压强多大？（保留一位有效数学） 
 解析  要想估算容器内气体的压强，则可根据理想气体状态方程求解，其中选一个标准

状态为已知状态. 

 一个分子占扰的体积为
3273 1027 mdV −×==′ ， 

 1 摩尔分子占据的体积为 VnV ′= 0  

 由
T
pV

T
Vp

=
0

00 ，解得 Pap
VT

TV
p 5

0
0

0 102×=⋅=  

 例 5  已知冰、水和水蒸气在一密闭容器中能在某一外界条件下处于三态平衡共存（容

器内无任何其他物质），这种状态称为水的三相点，其三相点温度为 0.01℃，三相点压强为

4.58mmHg.现有冰、水和水蒸气各 1g 处于三相点，若在保持总体积不变的情况下对此系统缓

慢加热，输入热量 Q=2.25×105J，试估算系统再达平衡后冰、水和水蒸气的质量.已知水的密

度和冰的密度分别为 1×103kg/m3 和 0.9×103kg/m3，冰在三相点时的升华热 L 升=2.83×106J/kg，
水在三相点的汽化热 L 汽=2.49×106J/kg. 
 解析  由题给数据可利用以下近似关系求得冰的熔化热 
 L 熔=L 升－L 气=0.34×106J/kg                                       ① 
 因为缓缓加给系统的热 Q< L 熔，所以冰不能全部熔化，系统在物态变化过程中始终是三

态共存且接近平衡，因此系统的温度和压强均不变. 
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 现在估算在题给温度、压强条件下水蒸气的密度 气ρ ，用理想气体状态方程可得 

 μμρ ,/ tt RTp=气 为水蒸气的摩尔质量 

 代入数值 PammHgpKmolJRmolkg t 61058.4,/31.8,/1018 3 ==⋅=×= −μ 得 

 KTt 273=  

 估算可得
33 /105 mkg−×≈气ρ  

 在同样的条件下，水的密度
33 /101 mkg×≈水ρ ，冰的密度 ./109.0 33 mkg×≈冰ρ 由

此可知，水蒸气的体积远远大于水和冰的体积之和，又由于冰熔化为水时体积变化不大，在

总体积保持不变的条件下，完全可以认为物态变化过程中水蒸气的体积不变，也就是再达到

平衡时，水蒸气的质量仍为 1g，物态变化过程几乎完全是冰熔为水的过程. 
 设后来冰、水、水蒸气的质量分别为 x 、 y 、 z ，则有 
 z=1g                                              ② 
 x+y=2g                                            ③ 
 根据能量守恒定律，有（1－x）L 熔=Q                 ④ 

 由②③④式可得 gzgygx 175.125.0 ===  

 例 6  假想有一水平方向的匀强磁场，磁感强度 B 很大，有一半径 
为 R，厚度为 d（ Rd << ） 的金属圆盘在此磁场中竖直下落，盘面始 
终位于竖直平面内并与磁场方向平行，如图 2—9—1 所示，若要使圆 
盘在磁场中下落的加速度比没有磁场时减小千分之一（不计空气阻力）， 
试估算所需磁感强度的数值，假定金属盘的电阻为零，并设金属的密度 

33 /109 mkg×=ρ ，介电常数 ./109 2212 mNC ⋅×= −ε  

 解析  当盘在磁场中下落速度为 v时，盘中的感应电动势 E= Bvd ，在感应电动势的作

用下，圆盘两个表面上将带有等量异号的电荷（±Q）因为盘电阻为零，所以电荷（±Q）引

起的两表面间的电压 U 等于盘中感应电动势的数值，即 U= Bvd . 
 圆盘上的 Q 与 U 之间的关系跟一个同样尺寸的带电电容器上的 Q 与 U 的关系相同，此

电容器的电容 C= dRdS // 2πεε ⋅=⋅ ，故圆盘表面所带电量 Q=CU= .2 BvRπε ⋅  

 在盘下落过程中，盘的速度 v 随时间增大，盘面上的电量 Q 也随时间增大，由此可求出

盘中电流 I=△Q/△t= tvBR ΔΔ⋅ /2πε ，磁场对此电流的作用力 F 的方向向上，大小为

F=BId= tvBR ΔΔ⋅ /2πε .若盘的质量为 m，则盘受到的力为 F 和重力 mg，盘的加速度
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tva ΔΔ= / 可由下式求出 

 
t
vmmaFmg

Δ
Δ
⋅==−  

 
 
 

 由此得盘的加速度
dBRm

mga 22επ+
=  

 按题意 gga )1000/1(−= ，由此得
1000

12

=
ρ
εB

 

 所以磁感应强度
63 1010 −− =×=

ε
ρB  

 
针对训练 

1．估算地球大气总质量 M 和部分了数 N. 
2．已知铜的 8.9×103kg/m3，原子量为 64.通过估算可知铜中每个铜原子所占的体积为（    ） 
 A．7×10－6m3 B．1×10－29m3 C．1×10－26m3 D．8×10－24m3 
3．只要知道下列哪一组物理量，就可以估算出气体中分子间的平均距离？ （    ） 
 A．阿伏伽德罗常数、该气体的摩尔质量和质量 
 B．阿伏伽德罗常数、该气体的摩尔质量和密度 
 C．阿伏伽德罗常数、该气体的质量和体积 
 D．该气体的密度、体积和摩尔质量 
4．已知油酸的密度为 6.37×102kg/m3，油酸的原子量为 282.试估算油酸分子的直径有多大？

（结果保留一位有效数字） 
 
 
 
 

九、估算法 

1． 4418 1010 ≈≈ NkgM    2．B  3．B  4．B 
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十、假设法 
 

方法简介 
假设法是对于待求解的问题，在与原题所给条件不相违的前提下，人为的加上或减去某

些条件，以使原题方便求解。求解物理试题常用的有假设物理情景，假设物理过程，假设物

理量等，利用假设法处理某些物理问题，往往能突破思维障碍，找出新的解题途径，化难为

易，化繁为简。 

赛题精析 
例 1 如图 2—10—1 所示，一根轻质弹簧上端固定，下端挂一质量为 m0的平盘，盘中有

一物体，质量为 m.当盘静止时，弹簧的长度比其自然长度伸长了 L.今向下拉盘使弹簧再伸长

△L 后停止，然后松手放开.设弹簧总处在弹性限度以内，则刚松开手时盘对物体的支持力等

于（    ） 
A．(1+△L/L)mg   
B．(1+△L/L)(m+m0)g 
C．△Lmg   
D．(△L/L)(m+m0)g 
 
 
解析    此题可以盘内物体为研究对象受力分析，根据牛顿第二定律列出一个式子，然

后再以整体为研究对象受力分析，根据牛顿第二定律再列一个式子和根据平衡位置的平衡条

件联立求解，求解过程较麻烦。若采用假设法，本题将变得非常简单。 
假设题中所给条件△L=0，其意义是没有将盘往下拉，则松手放开，弹簧长度不会变化，

盘仍静止，盘对物体的支持力的大小应为 mg. 以△L=0 代入四个选项中，只有答案 A 能得到

mg.由上述分析可知，此题答案应为 A. 
例 2 如图 2—10—2 所示，甲、乙两物体质量 

分别为 m1=2kg, m2=3kg，叠放在水平桌面上。已知 
甲、乙间的动摩擦因数为μ1=0.6，物体乙与平面间 
的动摩因数为μ2=0.5，现用水平拉力 F 作用于物体 
乙上，使两物体一起沿水平方向向右做匀速直线运动，如果运动中 F 突然变为零，则物体甲

在水平方向上的受力情况（g 取 10m/s2） 
A．大小为 12N，方向向右 B．大小为 12N，方向向左 
C．大小为 10N，方向向右 D．大小为 10N，方向向左 
解析   当 F 突变为零时，可假设甲、乙两 
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物体一起沿水平方运动，则它们运动的加速度可 
由牛顿第二定律求出。由此可以求出甲所受的摩 
擦力，若此摩擦力小于它所受的滑动摩擦力，则 
假设成立。反之不成立。 

如图 2—10—2—甲所示。假设甲、乙两物体一起沿水平方向运动，则 2—10—2—甲由

牛顿第二定律得： 
f2=(m1+m2)a               ① 
f2=μN2=μ2(m1+m2)g       ② 
由①、②得：a=5m/s2 
可得甲受的摩擦力为 f1=m1a=10N 
因为 f=μ1m1=12N 
f1<f 
所以假设成立，甲受的摩擦力为 10N，方向向左。应选 D。 
例 3    一升降机在箱底装有若干个弹簧，如图 2—10—3 所示，设在某次事故中，升降

机吊索在空中断裂，忽略摩擦力，则升降机在从弹簧下端触地后直到最低点的一段运动过程

中     （    ） 
 A．升降机的速度不断减小 

B．升降机的速度不断变大 
C．先是弹力做的负功小于 

重力做的正功，然后是 
弹力做的负功大于重力 
做的正功 

D．到最低点时，升降机加速度的值一定大于重力加速度的值 
解析    升降机在从弹簧下端触地后直到最低点的一段运动过程，它受重力、弹簧弹力

两个力作用。当重力大于弹力时速度继续增大，当重力等于弹力时速度增大到最大，当重力

小于弹力时，速度开始减小，最后减为零，因而速度是先增大后减小，所以选项 C 正确。 
假设升降机前一运动阶段只受重力作用，做初速度为零的匀加速直线运动，它下降了 h

高度，末速度为 v，则 
v2=2gh 
后一运动阶段升降机只受弹力作用，做初速度为 v、末速度为零的匀减速直线运动，把

弹簧压缩了 x，则 
v2=2ax 
所以 2gh=2ax  

而
x
h

mg
kxx

m
kxhg

m

kx

m
F

a 2,)
2

(22,2
0

==

+

== ∑ 即所以  
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因为 ,2,2, g
m

mgmg
m

mgkxa
mg
kxxh =

−
>

−
=>> 低即所以 所以选项 D 也正确. 

例 4   一个光滑的圆锥体固定在水平桌面上，其轴线沿竖直方向，母线与轴线之间的夹

角为θ=30°，如图 2—10—4 所示。一长为 L 的绳（质量不计），一端固定在圆锥体的顶点

O 处，另一端拴着一个质量为 m 的小物体（可看做质点）。物体以速度 v 绕圆锥体的轴线在

水平面内做匀速圆周运动。 

（1）当
61
gLv = 时，求绳对物体的拉力； 

（2） gLv
2
3

2 = ，求绳对物体的拉力。 

解析   当物体以某一速率绕圆锥体的轴线做水平匀面内的匀速圆周运动时，可能存在

圆锥体对物体的弹力为零的临界状况，此时物体刚好与圆锥面接触但不发生形变。而当速率

变大时，物体将脱离圆锥面，从而导致绳对物体的拉力大小和方向都要变化。因此，此题的

关键是先求出临界状态下线速度的值。 
以小物体为研究对象，假设它与圆锥面接触，而没有弹力作用。受力如图 2—10—4—甲

所示，根据运动定律得： 
Tcos θ=mg          ① 

Tsinθ=
θsin

2

L
mv

       ② 

解得：
6
3gLv =    

（1）因为 vgLv <=
61 所以物体 m 与圆锥而接触且有压力，受力如图 2—10—4—乙

所示，由运动定律得 
T1cosθ+Nsinθ=mg          ① 

T1sinθ－Ncosθ=m
θsin

2
1

L
v

   ② 

解得拉力： )133(
61 +=

mgT  
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   （2）因为 vgLv >=
2
3

2 ，所以物体 m 脱离圆锥面，设绳子与轴线的夹角为ϕ，受力

如图 2—10—4—丙所示，由运动定律得： 

ϕ
ϕ

sin
sin

2
2

2 L
v

mT =    ① 

mgT =ϕcos2          ② 

解得绳子拉力：T2=2mg 
例 5  如图 2—10—5 所示，倾角为α的斜面和倾角为β的斜面具有共同的顶点 P，在顶

点上安装一个轻质小滑轮，重量均为 W 的两物块 A、B 分别放在两斜面上，由一根跨过滑轮

的细线连接着，已知倾角为α的斜面粗糙，物块 
与斜面间摩擦因数为μ；倾角为β的斜面光滑， 
为了使两物块能静止在斜面上，试列出α、β必 
须满足的关系式。 

解析    因题目中没有给出具体数值，所以 
精糙斜面上物块的运动趋势就不能确定，应考虑两种可能。 

令细线的张力为 T，假设物块 A 有沿斜面向上运动的趋势时，对 A 物块有 
T－μWcosα=Wsinα 
对 B 物块有：T=Wsinβ 
两式联立解得：sinβ=sinα+μcosα 
同理，假设物块 A 有沿斜面向下运动的趋势时，可解得 
sinβ=sinα－μcosα 
因此，物块静止在斜面上时两倾角的关系为 sinα－μcosα≤sinβ≤sinα+μcosα 

例 6   如图 2—10—6 所示，半径为 r 的铅球内有一半径为
2
r
的球形空腔，其表面与球

面相切，此铅球的质量为 M，在铅球和空腔 
的中心连线上，距离铅球中心 L 处有一质量为 m 的小球 
（可以看成质点），求铅球小球的引力。 

解析    设想把挖去部分用与铅球 
同密度的材料填充，填充部分铅球的质 
量为 M1.为了抵消填充球体产生的引力， 
我们在右边等距离处又放置一个等质量 
的球体。如图 2—10—6 甲所示。 

设放置的球体的质量为 M1， 

则 MMrM
7
1

8
1)

2
(

3
4

0
3

1 ==⋅= πρ  
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填补后的铅球质量：M0=M+M1=8M/7. 
则原铅球对小球引力为 

])2/(1/2)[7/4(
)2(7/47/8

)
2

(/

22

22

2
1

2
0

10

rLLGMm
rLGMmLGMm

rLmGMLmGM

FFF

−−=

−−=

−−=

−=

 

例 7    三个半径为 r、质量相等的球放一在 
一个半球形碗内，现把第四个半径也为 r，质量也 
相等的相同球放在这三个球的正上方，要使四个球 
都能静止，大的半球形碗的半径应满足什么条件？ 
不考虑各处摩擦。 

解析    假设碗的球面半径很大，把碗面变成平面。因为各接触面是光滑的，当放上第

四个球后，下面的三个球会散开，所以临界情况是放上第四个球后，下面三个球之间刚好无

弹力。把上面的球记为 A，下面三个球分别记为 B、C、D，则四个球的球心连起来构成一个

正四面体，正四面体的边长均 2r，如图 2—10—7 所示。 
设 A、B 球心的连线与竖直方向的夹角为α，设碗面球心为 O，O 与 B 球心的连线与竖

直方向的夹角为β，碗面对上面三个球的作用力都为 F，如图 2—10—7—甲所示。先以整体

为研究对象，受重力、碗面对三个球的弹力 F，在竖直方向上有 
3Fcosβ=4mg                    ① 
再以 B 球为研究对象，受重力 mg、碗面对 B 球的作用力 F、A 球对 B 的压力 FN，根据

共点力平衡条件，有 

⎩
⎨
⎧

=
+=
αβ

αβ
sinsin

coscos

N

N

FF
FmgF

 

消去 FN，得： 

mgF
F

−
=

β
β

cos
sintan     ② 

①、②联立，消去 F 得： 

αβ tan
4
1tan =         ③ 

因为四个球的球心构成一个边长为 2r 正四面体，如图 2—10—7 所示，根据几何关系，

可以知道： 
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2
1

)
3

32()2(

2
2
3

3
2

tan
22

22
=

−

××
=

′−

′
=

′
′

=

rr

r

OBAB
OB

OA
OBα  

代入③式得：
24

1tan =β  

于是碗面的半径为 rOBrOBrBOR ++′=+
′

=+= β
β

2cot1
sin

=7.633r 

所以半球形碗的半径需满足 R≤7.633r. 
例 8 如图 2—10—8 所示，一根全长为 L、 

粗细均匀的铁链，对称地挂在轻小光滑的定滑 
轮上，当受到轻微的扰动，铁链开始滑动，当铁 
链下降 L1(L1≤L/2)的瞬间，铁链的速度多大？ 

解析   在铁链下降时，只有重力做功，机 
械能守恒。当铁链下降 L1时，如图 2—10—8—甲所示，假设此位置是把左侧铁链下端 AB=L1

段剪下来再接到右侧铁链的下端 CD 处实现的。 
设铁链的总质量为 m，铁链下降到 L1时，L1段中心下降 L1高，所以重力做功 

L
mgLgLL

L
mW

2
1

11 ==  

根据机械能守恒定律：
L

mgLmv
2
12

2
1

=  

解得铁链的速度： 1
2 L
L
gv =  

例 9    如图 2—10—9 所示，大小不等的两个容器被一根细玻璃管连通，玻璃管中有一

段水银柱将容器内气体隔开（温度相同），当玻璃管竖直放置时，大容器在上，小容器在下，

水银柱刚好在玻璃管的正中间，现将两容器同时降低同样的温度，若不考虑容器的变化，则

细管中水银柱的移动情况是   （    ） 
A．不动 B．上升 C．下降 D．先上升后下降 
解析    只要假设水银柱不动，分析气体压强随温度的变化情况，就可判定水银柱怎样

移动。 
假设水银柱不移动，则两部气体的体积都不变，根据查理定律，有： 
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.,,

,

:

Cpppp

p
T
Tpp

T
Tp

p
T
Tp

TT
pp

T
p

BABA

BBAA

水银柱向下移动故选所以由于

有

化简为

Δ<Δ<

Δ
=Δ

Δ
=Δ

Δ
=Δ

Δ−
Δ−

=

 

例 10    如图 2—10—10 所示，将一定量的水银灌入 
竖直放置 的 U 形管中，管的内径均匀，内直径 d=1.2cm. 
水银灌完后，两管听水银在平衡位置附近做简谐振动，振 
动周期 T=3.43s. 已知水银的密度ρ=1.36×104kg/m3.试求水 
银的质量 m . 

解析    题中水银做简谐振动，已知振动周期要求水银的质量 m . 根据简谐振动的周期

公式
k
mT π2= ，T 已知，关键是求出 k .  简谐振动的物体受的回复力 F=－kx，找出 F 与 x

的关系，求出 k，问题就可以求解. 
如图 2—10—10 所示，设水银离开平衡位置的距离为 xcm, 则回复力为 

gxdF ρπ
⋅⋅= 2

4
2  

由回复力的大小 F=kx,得： gd
x
Fk ρπ 2

2
==  

根据
k
mT π2=  

解得水银的质量 

kggdTkTm 9
14.38

8.9)1036.1()012.0()43.3(
84

42222

2

2

=
×

××××
===

π
ρ

π
 

例 11    热气球是靠加热气球内部空气排除部分气体而获得上升动力的装置，现外界气

体温度是 15℃，密度为 1.2kg/m3,气球内、外气压相等，要用容积 1000m3的气球吊起 200kg
的重物，必须把气球内的空气温度加热到多少才行？（取 g=10m/s2） 

解析    加热气球内的气体时，气体被排出，质量减少，在浮力不变的情况下，使 F 浮

≥G 总时，热气球升空.这里出现了气体质量减小的变质量问题，为应用三大实验定律只有依

靠假设法，在此，为应用等压变化规律，假设升温后排出去的气体与留在热气球内的气体状

态相同，如图 2—10—11 所示。 
初态体积 V1=V0，末态体积 V2=V0+△V0 
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气体质量 m=ρV0=1.2kg/m3×1000m3=1.2×103kg 
         F 浮=ρ空 gV0≥G 总=(m′+m 物)g 
代入已知数据：1.2×10×103≥(m′+200)×10 
得 m′≤1.0×103(kg) 
其中 m 是加热前热气球内空气质量，m′为 
加热后热气球内空气质量. 
△m=m－m′=1.2×103kg－10×103kg=200kg 

当密度相同时，
3

0
0

200, mV
m
mV

V
V

m
m

=
′

Δ
=Δ

Δ
=

′
Δ

所以  

对等质量、等压的气体应用盖·吕萨克定律 
初态 V=V0=103m3 
     T1=273+15=288k 
未态 V2=V0+△V=1.2×103m3 

根据：
2

1

2

1

T
T

V
V

=  

解得加热后气体温度：T2=
1

2

V
V

T1=345.6K=72.6℃. 

例 12    0.2L 的氧气瓶内，装有 4g 氧气，在室温为 0℃时，瓶内氧气的压强是多少？ 
解析    本题乍一看似乎缺少已知量，更无法利用理想气体状态方程，但当我们假设这

些氧气的标准状态为初态时，则问题就可以解决了. 
假设这些氧气的初态为标准状态，则有 

KT
atmp

LV

273
1

4.22
32
4

1

1

1

=
=

×=

 

由已知该氧气的末状态为 V1=0.2L， T2=273K，p2未知， 
由于 T1=T2，所以根据玻意耳定律 p1V1=p2V2 
解得 p2=1.4atm 
例 13    如图 2—10—12 所示，用导热材料制成的两端开口的 U 型管 ABCD，其中 AB

高 L1=24cm,CD 高 L2=20cm，截面积分别为 SAB=1cm2, SCD=2cm2,开始时两管均有高 h=16cm
的水银柱，现用两个橡皮帽将两个管口封闭，打开下方的阀门 K，有注射器从底部缓慢抽出

水银，当其中的一个管内的水银被抽干时立即关闭阀门 K.（已知大气压强为 p0=75cmHg） 
（1）请你判断首先被抽干的是哪一管中的水银？ 
（2）另一只管中剩余的水银柱高度为多少？ 
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解析    求解这一类题时，应根据可解的情况 
先做出必要的假设，然后按着所做出的假设进行推 
理，在推理过程中，对所做假设做出否定或认同即 
可求解. 

假设左管内水银先被抽干，并设这时右管内剩余 
水银柱的高度为 x,对左管内封闭气体用玻意耳定律有 p1V1=p1′V1′ 

可得 cmHg
S

Sp
V
V

p 2575
24

)1624(
1

1

1
1 =×

−
=

′
=′  

所以右管内气体压强为 p2′=(25－x)cmHg 
再对右管内被封气体，根据玻意耳定律得： 
75(20－16)SCD=(25－x)(20－x)SCD 

整理得：x2－45x+200=0 
解得：x=5cm 或 40cm（不合题意舍去） 
在根据以上假设列的方程中，有满足题设的实数解，故所做假设成立，即左管内水银先

抽干，且此时右管内剩余水银柱高度为 5cm . 
例 14    如图 2—10—13 所示，正四面体 

ABCD 各面均为导体，但又彼此绝缘，已知带 
电后四个面的电势分别为ϕ 1，ϕ 2，ϕ 3，ϕ 4， 
求四面体中心点的电势. 

解析    保持四面体不动，假设按照一定 
方式调换四个面上的电荷，即假设四个面的电荷 
绕中心 O 转动，结果会得到正四面体的四个面的若干带电模式，由于转动时并未改变各面电

荷之间的相对位置，所以各种模式在中心 O 点的电势ϕ 0 都相同。现假设将四种模式叠加，

则 O 点电势应为 4ϕ 0。另一方面，四处模式叠加后，正四面体的每个面的电势皆为

ϕ 1+ϕ 2+ϕ 3+ϕ 4，这时正四面体构成一近似封闭的等势面，它所包围的空间（其中无电荷）

就近似为一等势体，因此 O 点的电势为ϕ 1+ϕ 2+ϕ 3+ϕ 4。 
所以上分析得出：4ϕ 0=ϕ 1+ϕ 2+ϕ 3+ϕ 4 

所以中心点的电势ϕ 0=
4
1

(ϕ 1+ϕ 2+ϕ 3+ϕ 4) 

例 15    有一半径为 R 的不导电的半球薄壳，均匀带电，倒扣在 xOy 平面上，如图 2
—10—14 所示，图中 O 为球心，ABCD 为球壳边缘，AOC 为直径。有一电电为 q 的点电荷

位于 OC 上的 E 点，OE=r。已知将此点电荷由 E 点缓慢移至球壳顶点 T 时，外力需要做功

W（W>0），不计重力影响. 
（1）试求将此点电荷由 E 点缓慢移至 A 点外力需做功的正负、大小，并说明理由； 
（2）P 为球心正下方的一点，OP=R.试求将此点 

电荷由 E 点缓慢移至 P 点，外力需做功的正负及大小， 
并说明理由. 
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解析   （1）假设取另一完全相同的带电半球壳 
扣在题给的半球壳下面，构成一个完整的地均匀带电球 
壳，则球壳及其内部各点电势都相等，令 U 表示此电势。 
根据对称性可知，上下两个半球壳分别在圆面 ABCD 上各 
点引起的电势是相等的，再由电势叠加原理可知，当只有上半球壳存在时，圆面 ABCD 上各

点的电势都应为完整球壳内电势的一半，即 U/2，所以将电荷由 E 点移至 A 点的过程中，外

力做功为零。 
（2）对完整球壳，E 点与 T 点等势，电势差为零。由电势叠加原理可知，若上半球壳

在 T、E 两点形成的电势差为(UT－UE),则下半球壳在 T、E 两点形成的电势差必为－(UT－UE).
已知 W=q(UT－UE).所以在下半球产生的电场中，q 由 E 到 T 外力做功必为－W.由对称性可

知，在上半球壳产生的电场中，q 由 E 到 P 外力的功刀必为－W. 
例 16    无穷方格电阻丝网格如图 2—10—15 所示， 

其中每一小段电阻丝的电阻均为 r，试求相邻两个格点 
A、B 间的等效电阻 RAB. 

解析    假设从 A 点注入电流 I，根据对称性， 
追踪一条支路，再根据欧姆定律可求出 RAB. 

假设电流 I 从 A 点流入，不从 B 点流出，I 将 

分流到无穷远处。据对称性，其中有
4
I
流经 AB 段。 

再假设电流 I 不是从 A 点流入，而是从无穷远处流向 
B 点，从 B 点流出，据对称性，其中也有 I/4 流经 AB 段。现在假设电流 I 从 A 点流入，经

过足够长的时间达稳定后，从 B 点流出的电流也应为 I，经 AB 段的电流为两个 I/4 的叠加，

如图 2—10—15—甲所示，即为
2
I
，于是有 UAB=(

2
I

)r.所以 AB 间的等效电阻 RAB=UAB/I=r/2. 

例 17    如图 2—10—16 所示，在半径为 r 的圆柱形区域内，充满与圆柱轴线平行的匀

强磁场，一长为 3 r 的金属棒 MN 与磁场方向垂直地放在磁场区域内，棒的端点 MN 恰在

磁场边界的圆周上，已知磁感应强度 B 随时间均匀变化，其变化率为
t
B
Δ
Δ

=k，求 MN 中产生

的电动势为多大？ 
 
 
 
 
 
 
 

解析    由题可知，MN 上有感应电动势，这种感应电动势无法直接计算。但如果注意
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MN 的长为 3 r，结合题意，可虚构两根与 NM 完全相同的金属棒与 MN 棒一起刚好构成圆

的内接正三角形，如图 2—10—16—甲所示.由法拉第电磁感应定律，这一回路中的感应电动

势 .3
4
3 2krS

t
B

t
⋅

Δ
Δ

=
Δ
Δ

=
φε MN 上的感应电动势是整个回路中电动势的 1/3，所以 

2

4
3

3
1 krMN == εε  

 

针对训练 
 

1．两个物体 A 和 B，质量分别为 M 和 m，用跨过定滑轮的轻绳相连，A 静止于水平地面上， 
   如图 2—10—17 所示，不计摩擦，A 对绳的作用力的大小与地面对 A 的作用力的大小分 
   别为    （    ） 
 A．mg, (M－m)g B．mg , Mg 
 C．(M－m)g, Mg D．(M+m)g, (M－m)g 
2．如 2—10—18 所示，A、B 是静止在水平地面 
  上完全相同的两块长木板，A 的左端和 B 的右端 
  相接触，两板的质量皆为 M=2.0kg，长度皆为 L=1.0m， 
  C 是质量为 m=1.0kg 的小物块。现给它一个初速度 

v0=2.0m/s，使它从板 B 的左端向右滑动，已知地面是 
光滑的，而 C 与板 A、B 之间的动摩擦因数皆为μ=0.10， 
求最后 A、B、C 各以多大的速度做匀速运动。取重力加 
速度 g=10m/s2。 

3．质量为 m 的物体 A 置于质量为 M、倾角为θ的斜面体 
B 上，A、B 之间光滑接触，B 的底面与水平地面也是光滑 
接触。设开始时 A 与 B 均静止，而后 A 以某初速度沿 B 
的斜面向上运动，如图 2—10—19 所示，试问 A 在没有到 
达斜面顶部前是否会离开斜面？为什么？讨论中不必考虑 B 向前倾倒的可能性。 

4．半径为 r、质量为 m 的三个相同的球放在水平桌面上，两两互相接触。用一个高为 1.5r
的圆柱形圆筒（上下均无底）将此三球套在筒内，圆筒的内径取适当值，使得各球间以及

球与筒壁之间均保持无形变接触。现取一质量亦为 m、半径为 R 的第四个球，放在三球

的上方正中。设四个球的表面、圆筒的内壁表现均由相同物质构成，其相互之间的最大静

摩擦系数为μ=3/ 15（约等于 0.775），问 R 取何值时，用手缓慢竖直向上提起圆筒即能

将四个球一起提起来？ 
5．如图 12—10—20 所示的一段封闭、水平放置 
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   的粗细均匀的玻璃管中，有水银柱将气体隔成 
   了体积不同的左右两部分，初温 T 左>T 右，当两 
   部分气体升高相同的温度时，判断水银柱如何移动。 
  （提示：假设用一装置将水银柱固定住，两边气体 
   作等容变化。） 
6．如图 2—10—21 所示，A、B 两容器容积相等，用粗 
   细均匀的细玻璃管相连，容器内装有不同气体，细管 
   中央有一段水银且保持平衡，此时 A 中气体的温度为 
   0℃，B 中气体温度为 20℃，若将它们的温度都降低 
   10℃，则水银柱将    （    ） 
 A．向 A 移动 B．向 B 移动 
 C．不动 D．不能确定 
7．如图 2—10—22 所示，半径为 R 的大球 O 被内切地挖去半径为 R/2 的小球 O′，大球余

下的部分均匀带电量为 Q，试求距大球球心 O 点 r 处（r>R）P 点的场强。已知 OP 的连

线经过小球球心。 
 
 
 
 
 
 
 
8．如图 2—10—23 所示，两种电路中电源相同，各电阻器阻值相等，各电流表的内阻相等

且不可忽略，电流表 A1，A2，A3，和 A4 读出的电流值分别为 I1、I2、I3和 I4。下列关系

式中正确的是 
 A．I1=I3 B．I1<I4 C．I2=2I1 D．I2<I3+I4 
9．如图 2—10—24 所示，匀强磁场的磁感应强度为 B，方向垂直纸面向里，质量为 m、电量

为+q 的微粒在磁场中由静止开始下落，空气阻力不计。求微粒下落的最大高度和最大速

度。 
10．两根相距 d=0.2m 的平行光滑金属长轨道与水平方向成 30°角固定，匀强磁场的磁感应

强度 B=0.2T，方向垂直两导轨组成的平面。两根金属棒 ab、cd 互相平行且始终与导轨

垂直地放在导轨上，它们的质量 m1=0.1kg , m2=0.02kg,两棒电阻均为 0.02Ω，导轨的电

阻不计。如图 2—10—25 所示，ab 棒在平行于导轨平面斜向上的外力作用下，以 v=1.5m/s
的速度沿斜面匀速向上运动，求在此过程中金属棒 cd 运动的最大速度。 
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11．两个定值电阻 R1、R2 串联后接在输出电压 U 稳定于 12V 的直流电源上。有人把一个内

阻不是远大于 R1、R2 的电压表接在 R1 两端，如图 2—10—26 所示，电压表的示数 8V，

如果把此电压表改接在 R2 的两端，则电压表的示数将  （    ） 
 A．小于 4V  B．等于 4V 
 C．大于 4V，小于 8V D．等于或大于 8V 
 
 
 
 
 
 
 
 
12．如图 2—10—27 所示的电路中，电池的电动势为ε，内阻为 r，R1和 R2 是两个阻值固定

的电阻。当可变电阻 R 的滑片向 a 点移动时，通过 R1的电流 I1 和通过 R2的电流 I2将发

生如下的变化中，正确的是   （    ） 
 A．I1 变大，I2变小  B．I1 变大，I2变大 
 C．I1变小，I2 变大  D．I1变小，I2 变小 

 
 

十、假设法 

1．A  2． smvsmvsmv CBA /)61(
15
2,/

10
64,/)61(

15
2

+=
−

=+=  

3．不会离开斜面，因为 A 与 B 的相互作用力为 ]sin/[)cos( 2 θθ mMgmM + ，始终为正值。 

4． rRr )13
33
32()13

3
2( −≤<−   5．水银柱将向左移动 

6．A   7． ]
)2(

12[
7

4
22 Rrr

KQ
−

−     8．B、D     9．
qB
mgv

Bq
gmd mm

2,2 22

2

==  

10．v′=1m/s，方向沿斜面向下   11．A    12．C 
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十一、图象法 

方法简介 

图象法是根据题意把抽象复杂的物理过程有针对性地表示成物理图象，将物理量间的

代数关系转变为几何关系，运用图象直观、形象、简明的特点，来分析解决物理问题，由

此达到化难为易，化繁为简的目的，图象法在处理某些运动问题，变力做功问题时是一种

非常有效的方法。 

赛题精讲 

例 1：一火车沿直线轨道从静止发出由 A 地驶向 B 地，并停止在 B 地。A 、B 两地

相距 s ，火车做加速运动时，其加速度最大为 a1 ，做减速运动时，其加速度的绝对值最

大为 a2 ，由此可可以判断出该火车由 A 到 B 所需的最短时间为          。 
解析：整个过程中火车先做匀加速运动，后做匀减速运动，加速度最大时，所用时间

最短，分段运动可用图象法来解。 
根据题意作 v—t 图，如图 11—1 所示。 

由图可得：a1 =
1

v
t

               ① 

a2 =
2

v
t

                         ② 

s = 1
2

v (t1 + t2) =
1
2

vt              ③ 

由①、②、③解得：t = 1 2

1 2

2s(a a )
a a
+  

例 2：两辆完全相同的汽车，沿水平直路一前一后匀速行驶，速度为 v0 ，若前车突然

以恒定的加速度刹车，在它刚停住时，后车以前车刹车时的加速度开始刹车。已知前车在

刹车过程中所行的距离为 s ，若要保证两辆车在上述情况中不相碰，则两车在做匀速行驶

时保持的距离至少为（    ） 
A、s        B、2s       C、3s        D、4s 
解析：物体做直线运动时，其位移可用速度—时间图象中

的面积来表示，故可用图象法做。 
作两物体运动的 v—t 图象如图 11—2 所示，前车发生的位

移 s 为三角形 v0Ot 的面积，由于前后两车的刹车加速度相同，

根据对称性，后车发生的位移为梯形的面积 S′= 3S ，两车的

位移之差应为不相碰时，两车匀速行驶时保持的最小车距 2s 。 
所以应选 B 。 
例 3：一只老鼠从老鼠洞沿直线爬出，已知爬出速度 v 的大小与距老鼠洞中心的距离

s 成反比，当老鼠到达距老鼠洞中心距离 s1 = 1m 的 A 点时，速度大小为 v1 = 20cm/s ，问

图 11—1 

图 11—2 
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当老鼠到达距老鼠洞中心 s2 = 2m 的 B 点时，其速度大小 v2 = ? 老鼠从 A 点到达 B 点所用 
的时间 t =? 
解析：因为老鼠从老鼠洞沿直线爬出，已知爬出的速度与

通过的距离成反比，则不能通过匀速运动、匀变速运动公式直

接求解，但可以通过图象法求解，因为在
1
v
—s 图象中，所围

面积即为所求的时间。以距离 s 为横轴，
1
v
为纵轴建立直角坐

标系，则 s 与
1
v
成正比，作

1
v
—s 图象如图 11—3 所示，由图

可得 s = 2m 时，老鼠的速度为 10cm/s 。在 1m 到 2m 之间图象与横轴包围的面积即为所求

的时间，所以老鼠从 A 到 B 爬行的时间为：t = ( 1
0.2

+ 1
0.1

)× 1
2

= 7.5s 。 

例 4：在一汽缸的活塞下面封闭有 μ摩尔理想气，由于受到骤然加热，气体迅速膨胀，

且膨胀过程中其热力学温度与其体积的平方成正比，即 T = KV2 。在其体积由 V1膨胀至

V2的过程中，气体从外界吸收的热量为 Q1 ，试求此过程中气体的内能增加了多少？ 
解析：求此过程中气体的内能增加了多少，要用热力学第一定律，由已知条件可知，

关键是要求出气体对外做了多少功，而功可用 p—V 图象中所围的面积来计算。 
以缸内气体为研究对象，根据克拉珀龙方程： 
pV = μRt                      ① 
又由已知条件有：T = KV2       ② 
①、②两式可得：p = μRKV 
可见气体膨胀时，其压强 p 与体积 V 成正比例。 
因此作 p—V 图，如图 11—4 所示，图中阴影区的面积表

示气体在此过程中，对外所做的功 W 。 

W = 1 2p p
2
+ (V2－V1) =

1
2
μRK( 2

2V － 2
1V ) 

再由热力学第一定律，可知此过程中气体内能的增加量为： 

ΔE = Q1－W = Q1－
1
2
μRK( 2

2V － 2
1V ) 

例 5：如图 11—5 所示，在一个开有小孔的原来不带电的导

体球壳中心 O 点，有一个点电荷 Q ，球壳的内外表面半径分别

为 a 和 b ，欲将电荷 Q 通过小孔缓慢地从 O 点移到无穷远处，

应当做功多少？ 
解析：球内、外表面上的感应电荷的电量随着放在球心的电

荷电量的改变而改变，感应电荷在球心处产生的电势 U = KQ 感 

( 1
a
－

1
b

)，也与感应电荷的电量 Q 感成正比，利用 U—Q 感的图象

也可以求出外力做的功。 

图 11—3 

图 11—4 

图 11—5 
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感应电荷在球心 O 处产生的电势为 U0 ，则： 

U0 = KQ 感( 1
a
－

1
b

) 

作出 U—Q 感的图象如图 11—5 甲所示，假设电量 Q 是一份

一份地从无穷远处移到球心，而球内外表面上的感应电荷 Q 感

随球心处的电荷增加而增加，在此过程中移动电荷所做的功就

应等于 U1—Q 感图象中阴影部分所示的三角形的面积，则有： 

W = 1
2

Q 感 U 

当 Q 感 = Q 时，U = U0 = KQ( 1
a
－

1
b

) 

那么移走 Q 时所做的功应为
2KQ

2
( 1

a
－

1
b

) ，所以：W =
2KQ

2
( 1

a
－

1
b

) 

例 6：电源电动势为 ε ，内电阻为 r ，试求其外电阻为何值时，电源的输出功率最大？ 
解析：根据全电路欧姆定律得 ε = U + Ir ，由此可知当 ε 、r 不变时，U 随 I 线性变化，

作 U—I 图，图中所围面积为功率。 
设电源的输出电流为 I ，路端电压为 U ，由于 U = ε－Ir ，

故作 U—I 图如图 11—6 所示，以 AB 线上任意一点和坐标原点为

相对顶点所围成的矩形的面积为： 
S = IU 
显然 S 表示此时电源对应的输出功率，要使电源的输出功率

最大，即要此矩形的面积最大，由几何知识得，当一个顶点位于

AB 线段中点 C 处的矩形面积最大，从图中可得： 

U = 1
2
ε                             ① 

根据欧姆定律有：U =
R r
ε
+

R          ② 

由①、②解得：R = r 

即当外电阻 R+r 时，电源的输出功率最大，其最大值为：
2

4r
ε  

例 7：在 11—7 图中，安培表的读数为 I1 = 20mA 。如果电池 εx 反向联结，电流增加

到 I2 = 35mA 。如果电灯发生短路时，电路中的电流 I 等于多少？灯泡的伏安特性曲线如

图 11—7 甲所示。 
解析：题目中给出 ε1 的数值为 9V ，εx

的大小不确定。当 εx 从正向变为反向联结

时，回路的总电动势增大，在 εx＜ε1 和 εx

＞ε1 的两种情况下，I2 都有可能增加。所以

要分两种情况讨论。 
由灯泡的伏安特性曲线可知：当 I1 = 

图 11—5 甲 

图 11—6 

图 11—7 图 11—7 甲 
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20mA 时，有 U 灯 1 = 3V ，I2 = 35mA 时，U 灯 2 = 9V 。 
设两个电源的内阻与电流表内阻总和为 R 内 ，根据回路电压方程有： 
（1）当 ε1＞εx 时，有：ε1－εx－U 灯 1 = I1R 内           ① 
εx反向时，有：ε1 + εx－U 灯 2 = I2R 内                 ② 
由①+②得：2ε1－U 灯 1－U 灯 2 = (I1 + I2)R 内 

所以：R 内 = 6
0.055

Ω 

将③式代入①式得：εx = 3.8V               ③ 
短路瞬间，可视电灯两端电压为零，所以原电路中的电流： 

1I′ = 0.048A 
（2）当 ε1＜εx 时，有：εx－ε1－U 灯 1 = I1R 内          ④ 
εx反向时，有：εx + ε1－U 灯 2 = I2R 内                 ⑤ 
⑤—④得：2ε1－2U 灯 2 + U 灯 1 = (I2－I1)R 内 

所以：R 内 = 12000
15

Ω                              ⑥ 

将⑥式代入④式得：εx = 28V 

当回路短路时，电流为： 2I′ = x 1

R
ε − ε

内

= 0.024A 

例 8：如图 11—8 所示，电源 ε =12.0V ，内电阻 r = 0.6Ω ，滑动变阻器与定值电阻

R0（R0 = 2.4Ω）串联，当滑动变阻器的滑片 P 滑到适当位置时，滑动变阻器的发热功率为

9.0W ，求这时滑动变阻器 aP 部分的阻值 Rx 。 
解析：由闭合电路欧姆定律作

aP 两端的 Uap—I 图象，因图上任意

一点的Uap与 I所对应的矩形面积是

外电路电阻 Rx的输出功率，从而由

已知 Rx 的功率求出对应的 Rx值。 
根据闭合电路欧姆定律 U = ε

－Ir 得： 
Uap = 12－(0.6 + 2.4)I = 12－

3I ，作 Uap—I 图象如图 11—8 甲所

示，由图可分析找到滑动变阻器的发热功率为 9W 的 A 点和 B 点，所以 Rx 有两个值： 
Rx1 = 90Ω ，Rx1 = 90Ω 
例 9：如图 11—9 所示，一宽 40cm 的匀强磁场区域，磁场方向垂直

纸面向里。一边长为 20cm 的正方形导线框位于纸面内，以垂直于磁场

边界的恒定速度 v = 20cm/s 通过磁场区域，在运动过程中，线框有一边

始终与磁场区域的边界平行。取它刚进入磁场的时刻 t = 0 ，在下列图

线中，正确反映感应电流随时间变化规律的是图 11—9 甲中的哪一个

（     ） 
 

图 11—8 图 11—8 甲 

图 11—9 
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图 11—9 甲 
解析：可将切割磁感应线的导体等效为电源按闭合电路来考虑，也可以直接用法拉第

电磁感应定律按闭合电路来考虑。 
半导线框部分进入磁场时，有恒定的感应电流，当整体全部进入磁场时，无感应电流，

当导线框部分离开磁场时，又能产生相反方向的感应电流。所以应选 C 。 
例 10：LC 振荡回路中电容器两端的电压 U 随时间 t 变化的关系如图 11—10 所示，则

（    ） 
A、在时刻 t1 ，电路中的电流最大 
B、在时刻 t2 ，电路中磁场能最大 
C、从时刻 t2 至 t3 ，电路中的电场能不断增大 
D、从时刻 t3至 t4 ，电容的带电量不断增大 
解析：在电磁振荡中，电路中的电流、磁场能、电容器

的带电量、电场能都随时间做周期性的变化，但步调不同。

电流和磁场能总是同步调变化，电压、电量和电场能也是同步调变化的。但电流和电容器

的带电量步调不同。电流为零时电量最大，故 BC 正确。 

针对训练 

1．汽车甲沿着平直的公路以速度 v0 做匀速直线运动。当它路过某处的同时，该处有

一辆汽车乙开始做初速为零的匀加速运动去追赶甲车。根据上述的已知条件（    ） 
A、可求出乙车追上甲车时乙车的速度 
B、可求出乙车追上甲车时乙车所走的路程 
C、可求出乙车从开始起动到追上甲车时所用的时间 
D、不能求出上述三者中任何一个 
2．一物体做匀变速直线运动，某时刻速度的大小为 4 米/秒，1 秒钟后速度的大小变

为 10 米/秒。在这 1 秒钟内该物体的（    ） 
A、位移的大小可能小于 4 米 B、位移的大小可能大于 10 米 
C、加速度的大小可能小于 4 米/秒 2 D、加速度的大小可能大于 10 米/秒 2 
3．在有空气阻力的情况下，以初速 v1竖直上抛一个物体，经过时间 t1 到达最高点。

又经过时间 t2 ，物体由最高点落回到抛出点，这时物体的速度为 v2 ，则（    ） 
A、v2 = v1 ，t2 = t1  B、v2＞v1 ，t2＞t1 

C、v2＜v1 ，t2＞t1 D、v2＜v1 ，t2＜t1 
4．一质点沿 x 轴做直线运动，其中 v 随时间 t 的变化如图 11—11（a）所示，设 t = 0 时，

质点位于坐标原点 O 处。试根据 v—t 图分别在 11—11（b）及图 11—11（c）中尽可能准确地

画出（    ） 
 

图 11—10 
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图 11—11 
（1）表示质点运动的加速度 a 随时间 t 变化关纱的 a—t 图； 
（2）表示质点运动的位移 x 随时间 t 变化关系的 x—t 图。 
5．物体从某一高度由静止开始滑下，第一次经光滑斜面滑至底端时间为 t1 ，第二次

经过光滑曲面 ACD 滑至底端时间为 t2 ，如图 11—12 所示，设两次通过的路程相等，试

比较 t1与 t2的大小关系。 

 

图 11—12 图 11—13 
6．两光滑斜面高度相等，乙斜面的总长度和甲斜面的总长度相等，只是由两部分接

成，如图 11—13 所示。将两个相同的小球从斜面的顶端同时释放，不计在接头处的能量损

失，问哪个先滑到底端。 
7．A、B 两点相距 s ，将 s 平分为 n 等份。今让一物体（可视为质点）从 A 点由静

止开始向 B 做加速运动，但每过一个等分点，加速度都增加
a
n
，试求该物体到达 B 点的

速度。 
8．质量 m = 1kg 的物体 A 开始时静止在光滑水平地面上，在第 1 、3 、5 、…奇数

秒内，给 A 施加同向的 2N 的水平推力 F ，在 2 、4 、6 、…偶数秒内，不给施加力的

作用，问经多少时间，A 可完成 s = 100m 的位移。 
9．沿光滑水平面在同一条直线上运动的 A 、B 两物体相碰后共同运动，该过程的位

移图象如图 11—14 所示。可以得出 A、B 的质量比为           。 
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图 11—14 图 11—15 

10．一均匀的直角三角形木板 ABC ，可绕垂直纸面通过 C 点的水平转动，如图 11
—15 所示。现用一始终沿直角边 AB 的、作用于 A 点的力 F 使 BC 边缓慢地由水平位置转

至竖直位置，在此过程中，力 F 的大小随角α变化的图线是图 11—15 甲中的（    ） 

 
图 11—15 甲 

11．火车重为 G ，恒定牵引力为 F ，阻力为 f 。当它从静止出发，由车站沿直线驶

过 s 距离到另一站停止，如果途中不用刹车。 
（1）求车行驶的最少时间是多少？ 
（2）途中最大速度是多少？ 
 

参考答案 

1、A 
2、AD 
3、C 
4、如图所示： 
5、t1＞t2 
6、乙图中小球先到底端 

7、vB = s n 12a (n )
n 2

−
+  

= 1as(3 )
n

−  

8、13.64s 
9、2∶1 
10、D 

11、t = 2sFG
g(F f )f−

，vm = 2gfs(F f )
FG

−  
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十二、类比法 

方法简介 

类比法是根据两个研究对象或两个系统在某些属性上类似而推出其他属性也类似的

思维方法，是一种由个别到个别的推理形式。 其结论必须由实验来检验，类比对象间共

有的属性越多，则类比结论的可靠性越大。 
在研究物理问题时，经常会发现某些不同问题在一定范围内具有形式上的相似性，其

中包括数学表达式上的相似性和物理图像上的相似性。 类比法就是在于发现和探索这一

相似性，从而利用已知系统的物理规律去寻找未知系统的物理规律。 

赛题精讲 

例 1：图 12—1 中 AOB 是一内表面光滑的楔形槽，固定在水平桌面（图中纸面）上，

夹角 α = 1°（为了能看清楚，图中画的是夸大了的）。现将一质点在 BOA 面内从 A 处以

速度 v = 5m/s 射出，其方向与 AO 间的夹角 θ = 60°，OA = 10m 。设质点与桌面间的摩

擦可忽略不计，质点与 OB 面及 OA 面的碰撞都是弹性碰

撞，且每次碰撞时间极短，可忽略不计，试求： 
   （1）经过几次碰撞质点又回到 A 处与 OA 相碰？（计

算次数时包括在 A 处的碰撞） 
   （2）共用多少时间？ 
   （3）在这过程中，质点离 O 点的最短距离是多少？ 

解析：由于此质点弹性碰撞时的运动轨迹所满足的

规律和光的反射定律相同，所以可用类比法通过几何光学的规律进行求解。 即可用光在

平面镜上反射时，物像关于镜面对称的规律和光路是可逆

的规律求解。 
   （1）第一次，第二次碰撞如图 12—1—甲所示，由三

角形的外角等于不相邻的一两个内角和可知∠MBA = 60
°+ 1°= 61°，故第一次碰撞的入射角为 90°－61°= 
29°。 

第二次碰撞，∠BCA = 61°+ 1°= 62°，故第二次

碰撞的入射角为 90°－62° = 28°。 
因此，每碰一次，入射角要减少 1°，即入射角为 29°、28°、…、0°，当入射角

为 0°时，质点碰后沿原路返回。 包括最后在 A 处的碰撞在内，往返总共 60 次碰撞。 
（2）如图 12—1—乙所示，从 O 依次作出与 OB 边

成 1°、2°、3°、……的射线，从对称规律可推知，

在 AB 的延长线上，BC′、C′D′、D′E′、……分

别和 BC、CD、DE、……相等，它们和各射线的交角即

为各次碰撞的入射角与直角之和。 碰撞入射角为 0°
时，即交角为 90°时开始返回。 故质点运动的总路程

 
图 12—1—乙 
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为一锐角为 60°的 Rt△AMO 的较小直角边 AM 的二倍。 
即：s = 2AM = 2AO ⋅ cos60°= 10m 

所用总时间：t = s
v

= 10
5

= 2s 

（3）碰撞过程中离 O 的最近距离为另一直角边长：OM = AO ⋅ sin60°= 5 3 m 
（此题也可以用递推法求解，读者可自己试解。） 
例 2：有一个很大的湖，岸边（可视湖岸为直线）停放着一艘小船，缆绳突然断开，

小船被风刮跑，其方向与湖岸成 15°角，速度为 2.5km/h 。 同时岸上一人从停放点起追

赶小船，已知他在岸上跑的速度为 4.0km/h ，在水中游的速度为 2.0km/h ，问此人能否追

及小船？ 
解析：费马原理指出：光总是沿着光程为极小值的路径传播。据此可以证明，光在平

面分界面上的折射是以时间为极小值的路程传播。本题求最短时间问题，可类比类在平面

分界面上的折射情况，这样就把一个运动问题通过类比可转化为光的折射问题求解。 
如图 12—2 所示，船沿 OP 方向被刮跑，设人从 O

点出发先沿湖岸跑，在 A 点入水游到 OP 的 B 点，如果

符合光的折射定律，则所用时间最短。根据折射定律： 
osin 90

sin γ
= 4.0

2.0
，解得：γ = 30° 

α = 180°－15°－(90°+γ) = 45° 
在这最短时间内，若船还未到达 B 点，则人能追上

小船，若船已经通过了 B 点，则人不能追上小船，所以

船刚好能到达 B 点所对应的船速就是小船能被追及的最大船速 vm 。 

根据正弦定理： m
o

v t
sin120

= 1 1
o

v t
sin 45

= 2 2
o

v t
sin15

                          ① 

又：t = t1 + t2 

由以上两式可解得：vm =
o

1 2
o o

1 2

v v sin120
v sin15 v sin 45+

= 2 2 km/h          ② 

此即小船能被人追上的最大速度，而小船实际速度只有 2.5km/h ，小于 2 2 km/h ，
所以人能追上小船。 

例 3：一只蚂蚁洞沿直线爬出，已知爬出速度 v的大小与距蚂蚁洞中心的距离 L 成反

比，当蚂蚁爬到距蚂蚁洞中心距离 L1 = 1m 的 A 点时，速度大小为 v1 = 20cm/s ，问当蚂

蚁爬到距蚂蚁洞中心 L2 = 2m 的 B 点时，其速度大小 v2 = ?蚂蚁从 A 点到达 B 点所用的时

间 t =？ 
解析：虽然蚂蚁的运动我们不能直接用已学过的运动学公式求解，但只要能找到描述

蚂蚁运动的公式和学过的公式的形式相同，便可借助学过的公式形式使问题得以解决。 

由已知得：蚂蚁在距离巢中心△处的速度为 v = k 1
L
，代入已知得：k = vL = 0.2×1 = 

0.2m2/s ，所以当 L2 = 2m 时，其速度 v2 =
2

k
L

= 0.1m/s 
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由速度的定义得蚂蚁从 L 到 L + ΔL 所需时间为 Δt 

所以：Δt = L
v
Δ = 1

k
⋅ ΔL ⋅ L                                ① 

类比初速 v0 = 0 的匀加速直线运动的两个基本公式
s v t
v at

Δ = Δ⎧
⎨ =⎩

 

在 t 到 Δt 时刻所经位移 Δs 为：Δs = a ⋅ Δt ⋅ t                 ② 
比较①、②两式可以看出两式的表述形式相同。 
据此，可得蚂蚁问题中的参量 t 和 L 分别类比为初速为零的匀加速直线运动中的 s 和

t 。而
1
k
相当于加速度 a ，于是可得：在此蚂蚁问题中 t = 1

2
⋅

1
k
⋅ L2 

令 t1 对应 L1 ，t2对应 L2 ，则所求时间为：

2
1 1

2
2 2

1t L
2k
1t L

2k

⎧ =⎪⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

 

代入已知可得从 A 到 B 所用的时间为： 

Δt = t2－t1 =
1

2k
2
2L －

1
2k

2
1L =

22
2 0.2×

－
21

2 0.2×
= 0.75s 

（此题也可以用图象法、等效法求解，读者可试试。） 
例 4：如图 12—3 所示为一很大的接地导体板，在与导体板

相距为 d 的 A 处放一带电量为－q 的点电荷。 
（1）试求板上感应电荷在导体内 P 点产生的电场强度； 
（2）试求感应电荷在导体外 P′点产生的电场强度，P 与 P

′对导体板右表面是对称的； 
（3）在本题情形中根据场强分析证明导体表面附近的电场

强度的方向与导体表面垂直； 
（4）试求导体上的感应电荷对点电荷－q 的作用力； 
（5）若在切断导体板与地的连线后，再将+Q 电荷置于导体板上，试说明这部分电荷

在导体板上如何分布可达到静电平衡。（略去边缘效应） 
解析：面电荷问题有时可用点电荷场来类比，使问题大大简化。（1）因导体处于静电

平衡状态，内部场强为零，因此感应电荷在 P 点产生的场强可用点电荷场类比，若在 A 点

放+q 在导体中 P 点产生的场和感应电荷

在 P 点产生的场相同，因此有 E = k
2

q
r
，

方向如图 12—3—甲所示。（r 为 AP 间距

离） 
（2）同理，感应电荷在导体外 P′

点产生的电场跟把+q 放在与 A 关于导体

右表面对称的 A′点产生的电场相同，即

图 12—3 

图 12—3—甲 图 12—3—乙 
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PE′ = k
2

q
r
，方向如图 12—3 甲所示。 

（3）取导体外极靠近导体表面的一点 P1 ，此处电场由感应电荷和－q 共同产生，可

类比等量异号点电荷形成的电场，导体表面可类比为等势面，场强和等势面是垂直的，因

此 P1点的场强方向跟导体表面垂直。如图 12—3—乙所示。 
（4）感应电荷对－q 的作用力也可类比在 A′点放的+q 对它的库仑力来求。如图 12

—3—乙所示。 

F =
2

kq
(2d)

⋅ q =
2

2

kq
4d

 

（5）切断接地线后，感应电荷分布不变，感应电荷和－q 在导体中产生的电场强度为

零（相当于不带电情况），将+Q 置于导体板上时，类比孤立无限大带电平板，电荷将均匀

分布 
例 5：如图 12—4 所示为一无限多电容器连成的网络，若其中每个电容器的电容均为

C ，求此网络 A 、B 间的等效电容 CAB 。 
解析：电容器两极板间所加电压为 U ，正极板上

的电量为 Q 时，电容为：C = Q
U
。 电阻器两端所加电

压为 U ，通过的电流为 I 时，电阻为 R = U
I
。 

在 C 、R 表达式中 U 相同，Q 与 I 类比，但两个式子显然有颠倒的关系，若为电容

器引入 C* = 1
C

= U
Q
，C*便可与 R 类比，通过对 R 的求解，求出 C* ，再求出它的倒数即

为 C 。 
当将阻值为 R 的电阻替换电容 C 时，可以求得：AB

间的总电阻为：RAB = ( 3 + 1)R 

现在用 C*取代 R ，可解得： ABC∗ = ( 3 + 1) C* 

也即：
AB

1
C

= ( 3 + 1) 1
C

 

所以 AB 间的等效电容为：CAB = 3 1
2
− C 

例 6：电容器网络如图 12—5 所示，各电容器以 μF 为

单位的电容量数值已在图中标出。求 A、B 两点之间的等效电容 CAB 。 

解析：同样用类比法为电容器引入辅助参量 C* = 1
C
，则 C*的串并联公式与电阻 R 的

串并联公式完全一样，而且如图 12—5—甲中两个电容网络元之间有完全类似于电阻网络

元的 Y—△变换。 

变换公式为： aC∗ = AB CA

AB BC CA

C C
C C C

∗ ∗

∗ ∗ ∗+ +
， bC∗ = AB BC

AB BC CA

C C
C C C

∗ ∗

∗ ∗ ∗+ +
， aC∗ = BC CA

AB BC CA

C C
C C C

∗ ∗

∗ ∗ ∗+ +
 

图 12—4 

图 12—5 
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图 12—5—丙 图 12—5—乙 图 12—5—丙 
通过变换公式对题中的网络进行交换，从而求解。 

设 C* = 1
C

 

将中间同为 C = 2μF 的电容变为 C* = 1
2

(μF)－1 ，再将三个 C*组成的△网络元变换为

C* =

1 1
2 2

1 1 1
2 2 2

×

+ +
= 1

6
(μF)－1 的三个 Y 网络元，于是将原网络等效为如图 12—5—乙网络，图

12—5—乙中所标数值均为 C*值，为此网络可等效如图 12—5—丙网络，图中所标数值仍

是 C*值。 
因为此网络中没有电流图 12—5—丙可当作平衡的

桥式电路，中间的
5

12
电容可拆去，此网络又可等效为图

12—5—丁，再类比电阻串并联公式可得： 

ABC∗ = 1
6

(μF)－1 

故原网络 A 、B 间的等效电容为：CAB =
AB

1
C∗

= 6μF  

例 7：如图 12—6 所示，一个由绝缘细线构成的刚性圆形轨道，其半径为 R 。此轨道

水平放置，圆心在 O 点，一个金属小珠 P 穿在此轨道上，可沿轨道无摩擦地滑动，小珠 P
带电荷 Q 。已知在轨道平面内 A 点（OA = r＜R）放有一电荷 q 。若在 OA 连线上某一点

A1 放电荷 q1 ，则给 P 一个初速度，它就沿轨道做匀速圆周运动。求 A1 点位置及电荷 q1

之值。 
解析：因为 P 可沿圆轨道做匀速圆周运动，说明此圆轨道

是一等势线，将此等势线看成一个球面镜的一部分。已知半径

为 R ，所以此球面镜的焦距为
R
2
。 

由成像公式
1
P

+ 1
P′

= 1
f

 

若 q 为物点，q1为像点不成立，只能是 q1 为物点成虚像于

图 12—5—丁 

图 12—6 
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q ，所以有： 
1
P′

－
1

R r−
= 2

R
−

，得到：P′= R(R r)
2r R

−
−

 

又因为
1

q
q

=
P
P′

= (R r)(R 2r)
R(R r)
− −

−
= R 2r

R
−  

解得：q1 =
R

R 2r−
q 

例 8：将焦距为 10cm 的一块双凸透镜沿其表面的垂直方向切割成相同的两部分，把

这两部分沿垂直于主轴的方向移开一段距离 δ = 1cm ，并用不透明的材料将其挡住。 若
在原透镜左侧主轴上，距透镜光心 20cm 处放一点光源 M ，如图 12—7 所示，点光源能射

出波长为 0.5μm 的单色光，那么在透镜另一侧距透镜 50cm 的屏幕（垂直于透镜主轴放置）

上，将出现多少亮条纹？ 
解析：由透镜成像规律可知，单色点光源 M，经切割成的

两个半透镜分别成两个像 M1 ，M2（此时每个半透镜相当于一

个透镜）。 这两个像距相等，关于主光轴对称，形成相干光源，

从而在屏幕上可看到干涉条纹，屏幕中央是零级亮条纹，两侧

依次分布着各级干涉条纹。 

根据透镜成像公式
1
P

+ 1
P′

= 1
f
得：P′= Pf

P f−
       ① 

设两个像之间的距离 M1M2 = d 

由图 12—7—甲中的几何关系可知：
d
δ

= P P
P

′+    ② 

由①、②两式得：d =
P
δ (P + Pf

P f−
) = P

P f
δ
−

         ③ 

由图 12—7—甲知： 

L = H－P′= H－
Pf

P f−
= H(P f ) P f

P f
′− −

−
             ④ 

类比光的双缝干涉作图 12—7—乙。 设屏幕上 Q 为一级

亮条纹，则光程差为： 
Δδ = M2Q－M1Q≈dsinα = λ                     ⑤ 

因为 α解很小，所以有：sinα≈tanα≈ S
L

 

将其代入⑤式得：S = L
d
λ                        ⑥ 

将③、④代入⑥式得：S =
P
λ
δ
［H (P－f)－fP］    ⑦ 

由于干涉条纹是等间距的，所以屏幕上出现的亮条纹数目为：N = D
S

   ⑧ 

图 12—7 
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由图 12—7—甲中几何关系得：
D
δ = P

P H+
 

解得：D = (H P)
P

δ +                                               ⑨ 

将⑨代入⑧式得：N = (H P)
P

δ +
⋅

[ ]
P

H(P f ) Pf
δ

λ − −
=

[ ]
2 (H P)

H(P f ) Pf
δ +

λ − −
       ⑩ 

将已知代入⑩得：N = 46.6 ，所以亮条纹的条数为 46 条。 
例 9：如图 12—8 所示，半径 R = 10cm 的光滑凹球面容器固定在地面上，有一小物块

在与容器最低点 P 相距 5mm 的 C 点由静止无摩擦滑下，则物块自静止下滑到第二次通过

P 点时所经历的时间是多少？若此装置放在以加速度 a 向上运动的实验舱中，上述所求的

时间又是多少？ 
解析：本题中的小物块是在重力、弹力作用下做变速曲线运动，

我们若抓住物体受力做 θ＜5°往复运动的本质特征，便可以进行模型

等效，即把小物块在凹球面上的运动等效为单摆模型。 

将上述装置等效为单摆，根据单摆的周期公式 T = 2π l
g

 

得：t = 3
4

T = 3
2
π R

g
 

若此装置放在以加速度 a向上运动的实验舱中，比较两种情形中物体受力运动的特征，

可以等效为单摆的重力加速度为 g′= g + a 的情形，经类比推理可得： 

t′= 3
4

T′= 3
2
π R

g a+
 

针对训练 

1．宇航员站在一星球表面上的某高处，沿水平方向抛出一个小球，经过时间 t ，小

球落到星球表面，测得抛出点与落地点之间的距离为 L 。 若抛出时的初速度增大到 2 倍，

则抛出点与落地点之间的距离为 3 L 。 已知两落地点在同一水平面上，该星球的半径为

R ，万有引力常数为 G 。 求该星球的质量 M 。 
2．如图 12—9 所示，有一半径为 R 的接地导体球，在距离球心 a 处放有一点电荷 Q ，

由于静电感应，球的表面出现感应电荷，求点电荷 Q 和导体球之间的相互作用力。 

 

3．如图 12—10 所示，如果导体球不接地，且与外界绝缘，带电量为 q ，则点电荷 Q

图 12—8 
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和导体球之间的作用力大小是多少？ 
4．已知，C1 = C2 = C3 = C9 = 1μF ，C4 = C5 = C6 = C7 = 2μF ，C8 = C10 = 3μF ，试求

如图 12—11 所示的电路中 A 、B 间的等效电容 CAB 。 

 
5．电容器网络如图 12—12 所示，各电容器以 μF 为单位的电容量数值已在图中标出，

试求 A 、B 两点间的等效电容 CAB 。 
6．许多电容量都为 C 的电容器组成一个多级网络，如图 12—13 所示。 
（1）问在最后一级右边的电容器上并联一个多大的电容 C′，可使整个网络的总电

容也等于 C ？ 
（2）如不加 C′，但无限增加级数，问整个网路的总电容是多少？ 
（3）当电路中的级数足够多时，如果在最后一级右边的电容器上并联一个任意大小

的电容 Cx ，问整个网路的总电容是多少？ 
7．将焦距为 f 的一块透镜沿其表面的垂直方向切割成两部分。如图 12—14 所示，把

两块半透镜移开一小段距离，如果在透镜的一方距离 l＞f 处放置一个单色点光源，问在透

镜的另一方距 H 处的屏幕上，将出现多少条干涉条纹？ 

 

8．将焦距 f = 20cm 的凸薄透镜从正中切去宽度为 a 的小部分，如图 12—15 所示，再

将剩下两半粘在一起，构成一个“粘合透镜”，见图 12—15 甲中 D = 2cm 。 在粘合透镜

一侧的中心轴线上距镜 20cm 处，置一波长 λ = 0.5×10－6m 的单色点光源 S，另一侧垂直

于中心轴线处放置屏幕，见图 12—15—乙。 屏幕上出现干涉条纹，条纹间距 Δx = 0.2cm 。
试问： 

（1）切去部分的宽度 a 是多少？ 
（2）为获得最多的干涉条纹，屏幕应离透镜多远？ 
 

参考答案 

1、
2

2

2 3LR
3Gt
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2、
2

2 2 2

kQ aR
(a R )−

 

3、
2

RkQ( Q q)
a
a

+
－

2

2 2 2

kQ aR
(a R )−

 

4、CAB = 2.9μF 
5、CAB = 6.0μF 

6、（1）C′= 5 1
2
− C ；（2）C 总 = C′；（3）C′= 5 1

2
− C 

7、N =
[ ]

2L (H t)
H(t f ) tf
Δ +

λ − −
（注：将“两块半透镜移开一小段距离”后加“ΔL”。在“t＞f

处放置一个”与“单色点光源”之间加“波长为 λ的”） 
8、（1）a = 0.5×10－3m ；（2）d = 4m 



 - 1 - 

十三、降维法 

方法简介 
降维法是将一个三维图变成几个二维图，即应选两个合适的平面去观察，当遇到一个空

间受力问题时，将物体受到的力分解到两个不同平面上再求解。由于三维问题不好想像，选

取适当的角度，可用降维法求解。降维的优点是把不易观察的空间物理量的关系在二维图中

表示出来，使我们很容易找到各物理量之间的关系，从而正确解决问题。 
 

赛题精讲 
例 1：如图 13—1 所示，倾角θ=30°的粗糙斜面上放 

一物体，物体重为 G，静止在斜面上。现用与斜面底边平 
行的力 F=G/2 推该物体，物体恰好在斜面内做匀速直线运 
动，则物体与斜面间的动摩擦因数μ等于多少？物体匀速 
运动的方向如何？ 

解析：物体在重力、推力、斜面给的支持力和摩擦力 
四个力的作用下做匀速直线运动，所以受力平衡。但这四 
个力不在同一平面内，不容易看出它们之间的关系。我们 
把这些力分解在两个平面内，就可以将空间问题变为平面 
问题，使问题得到解决。 

将重力沿斜面、垂直于斜面分解。我们从上面、侧面 
观察，图 13—1—甲、图 13—1—乙所示。 

如图 13—1—甲所示，推力 F 与重力沿斜面的分力 G1 的合力 F′为： 

GGFF
2
22

1
2 =+=′  

F′的方向沿斜面向下与推力成α角， 

则 °=∴== 451tan 1 αα
F
G

 

这就是物体做匀速运动的方向 

物体受到的滑动摩擦力与 F′平衡，即  2/2GFf =′=  

所以摩擦因数：
3
6

30cos
2/2

=
°

==
G

G
F
f

N

μ  

例 2：如图 13—2 所示，一个直径为 D 的圆柱体，其侧面刻有螺距为 h 的光滑的螺旋形

凹槽，槽内有一小球，为使小球能自由下落，必须要以多大的加速度来拉缠在圆柱体侧面的

 

 

 



 - 2 - 

绳子？ 
 
 
 
 
 
 

解析：将圆柱体的侧面等距螺旋形凹槽展开成为平面上的斜槽，如图 13—2—甲所示，

当圆柱体转一周，相当于沿斜槽下降一个螺距 h，当圆柱转 n 周时，外侧面上一共移动的水

平距离为
2

2
1

2
2 atnD

=π  ① 

圆弧槽内小球下降的高度为
2

2
1 gtnh =   ② 

解①、②两式，可得，为使螺旋形槽内小球能自由下落，圆柱体侧面绳子拉动的加速度

应为
h
Dga π

=  

例 3：如图 13—3 所示，表面光滑的实心圆球 B 的半径 
R=20cm，质量 M=20kg，悬线长 L=30cm。正方形物块 A 的 
厚度△h=10cm，质量 m=2kg，物体 A 与墙之间的动摩擦因 
数μ=0.2，取 g=10m/s2。求： 

（1）墙对物块 A 的摩擦力为多大？ 
（2）如果要物体 A 上施加一个与墙平行的外力，使物体 A 在未脱离圆球前贴着墙沿水

平方向做加速度 a=5m/s2 匀加速直线运动，那么这个外力大小方向如何？ 
解析：这里物体 A、B 所受的力也不在一个平面内，混起来考虑比较复杂，可以在垂直

于墙的竖直平面内分析 A、B 间压力和 A 对墙的压力；在与墙面平行的平面内分析 A 物体沿

墙水平运动时的受力情况。 
（1）通过受力分析可知墙对物块 A 的静摩擦力大小等于物块 A 的重力。（2）由于物体

A 贴着墙沿水平方向做匀加速直线运动，所以摩擦力沿水平方向，合力也沿水平方向且与摩

擦力方向相反。又因为物体受竖直向下的重力，所以推力 F 方向应斜向上。 
设物体 A 对墙的压力为 N，则沿垂直于墙的方向，物体 B 受到物体 A 的支持力大小也

为 N，有 θμ tan, MgNNf == 而  

又因为
4
3tan

5
3sin ==

+
+Δ

= θθ 所以
RL
Rh  

在与墙面平行的平面内，对物体 A 沿竖直方向 
做受力分析，如图 13—3—甲所示有 

mgF =αsin  

沿水平方向做受力分析，有 mafF =−αcos  
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由以上各式，解得  )5/5arcsin(,520)()( 22 ==++= aNmafmgF  

因此，对物体 A 施加的外力 F 的大小为 20 5 N，方向沿墙面斜向上且与物体 A 水平运

动方向的夹角为 ).5/5arcsin(  

例 4：一质量 m=20kg 的钢件，架在两根完全相同的平 
行长直圆柱上，如图 13—4 所示，钢件的重心与两柱等距， 
两柱的轴线在同一水平面内，圆柱的半径 r=0.025m，钢件 
与圆柱间的动摩擦因数μ=0.20。两圆柱各绕自己的轴线做 
转向相反的转动，角速度 ./40 srad=ω 若沿平行于柱轴的 

方向施力推着钢件做速度为 sm /050.00 =υ 的匀速运动， 

求推力是多大？（设钢件不发生横向运动） 
解析：本题关键是搞清滑动摩擦力的方向，滑动摩擦力 

的方向与相对运动的方向相反，由于钢件和圆柱都相对地面 
在运动，直接不易观察到相对地面在运动，直接不易观察到 
相对运动的方向，而且钢件的受力不在同一平面内，所以考 
虑“降维”，即选一个合适的角度观察。我们从上往上看，画 
出俯视图，如图 13—4—甲所示。 

我们选考虑左边圆柱与钢件之间的摩擦力，先分析相对运动的方向，钢件有向前的速度

0υ ，左边圆住有向右的速度 ωr ,则钢件相对于圆柱的速度是 0υ 与 ωr 的矢量差，如图中△v，

即为钢件相对于圆柱的速度，所以滑动摩擦力 f 的方向与△v，的方向相反，如图 13—4—甲

所示。 
以钢件为研究对象，在水平面上受到推力 F 和两个摩擦力 f 的作用，设 f 与圆柱轴线的

夹角为θ，当推钢件沿圆柱轴线匀速运动时，应有 

22
0

00

)(
22cos2

ω
θ

rv

v
f

v
v

ffF
+

=
Δ

==    ① 

再从正面看钢件在竖直平面内的受力可以求出 FN， 
如图 13—4—乙所示，钢件受重力 G 和两个向上的支 
持力 FN，且 G=2FN， 

所以把 NN FfGF μ== ,
2

 代入①式，得 

推力 N
rv

vmg
rv

v
FF N 2

)(2
2

)(
2

22
0

0

22
0

0 =
+

⋅=
+

⋅=
ω

μ
ω

μ  

例 5：如图 13—5 所示，将质量为 M 的匀质链条套在一个表面光滑的圆锥上，圆锥顶角

为α，设圆锥底面水平，链条静止时也水平，求链条内的张力。 
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解析：要求张力，应在链条上取一段质量元 mΔ 进行研究。因为该问题是三维问题，各

力不在同一平面内，所以用“降维法”作出不同角度的平面图进行研究。 
作出俯视图 13—5—甲，设质量元 mΔ 两端所受张力为 T，其合力为 F，因为它所对的圆

心角θ很小，所以
2

sin2 θTF = ，即 F=Tθ。 

 
 
 
 
 
 
 
再作出正视图 13—5—乙，质量元受重力 mΔ g、支持力 N 和张力的合力 F 而处于平衡状

态，由几何知识可得：
2

cot
22

cot α
π
θα

⋅=⋅Δ= MgmgF  

所以链条内的张力
2

cot
22

α
π
⋅==

MgFT  

例 6：杂技演员在圆筒形建筑物内表演飞车走壁。演员骑摩托车从底部开始运动，随着

速度增加，圈子越兜越大，最后在竖直圆筒壁上匀速率行驶，如图 13—6 所示。如果演员和

摩托车的总质量为 M，直壁半径为 R，匀速率行驶的速率为 v，每绕一周上升的距离为 h，
求摩托车匀速走壁时的向心力。 

 
 
 
 
 
 
 
 
解析：摩托车的运动速度 v，可分解为水平速度 v1 和竖直分速度为 v2，则向心力速度为 

R
va

2
1= 。处理这个问题的关键是将螺旋线展开为一个斜面，其倾角的余弦为 

22)2(
2cos

hR
Ra
+

=
π

π
，如图 13—6—甲所示。 

所以有 v
hR

Rvv
221

)2(
2cos

+
==

π

πα  
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向心加速度为：
2

22

22
1 )

)2(
2(

hR
R

R
v

R
v

a
+

==
π

π
 

向心力  
)4(

4
222

2
2

hR
RMvMaF
+

==
π

π
 

例 7：A、B、C 为三个完全相同的表面光滑的小球，B、C 两球各被一长为 L=2.00m 的

不可伸和的轻线悬挂于天花板上，两球刚好接触，以接触点 O 为原点作一直角坐标系 zOxyz,

轴竖直向上，Ox 与两球的连心线重合，如图 13—7 所示。今让 A 球射向 B、C 两球，并与

两球同时发生碰撞。碰撞前，A 球速度方向沿 y 轴正方向，速率为 smvA /00.4
0
= 。相碰后，

A 球沿 y 轴负方向反弹，速率 Av =0.40m/s。 

（1）求 B、C 两球被碰后偏离 O 点的最大位移量； 
（2）讨论长时间内 B、C 两球的运动情况。（忽略空气阻力，取 g=10m/s2） 
解析：（1）A、B、C 三球在碰撞前、后的运动发生 

在Oxy平面内，设刚碰完后，A 的速度大小为 Av ，B、 

C 两球的速度分别为 Bv 与 Cv ，在 x 方向和 y 方向的分速 

度的大小分别为 Bxv ， CyCxBy vvv ,和 ，如图 13—7—甲所示， 

由动量守恒定律，有 0=− BxCx mvmv   ① 

ACyByAx mvmvmvmv −+=  ② 

由于球面是光滑的，在碰撞过程中，A 球对 B 球的作用力方向沿 A、B 两球的连心线，

A 球对 C 球的作用力方向沿 A、C 两球的连心线，由几何关系，得 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=

=

6
tan

6
tan

π

π

CyCx

ByBx

vv

vv
  ③ 

由对称关系可知   CyBx vv =   ④ 

解①、②、③、④式可得 smvv CyBx /27.1==  

smvv CyBx /20.2==  

 

 
图 13—7 甲 
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由此解得   smvv CyBx /54.2==  

设 C 球在 x>0, y>0, z>0 的空间中的最大位移为 ,OQ Q 点的 z 坐标为 zQ，则由机械能守

恒定律可写出  QC mgzmv =2

2
1

  ⑤ 

所以  
g

v
z C

Q 2

2

=    代入数值解得  zQ=0.32m 

而 Q 点到 Oz轴的距离为  )2()( 22
QQQ zLzzLLQD −=−−=  

所以 C 球离 O 点的最大位移量  QQ LzODzOQ 222 =+=   ⑥ 

代入数值，得  mOQ 13.1=   ⑦ 

由对称性，可得 B 球在 0,0,0 >>< zyx 的空间的最大位移量OP 为 

mOQOP 13.1==   ⑧ 

（2）当 B、C 两球各达到最大位移后，便做回到原点的摆动，并发生两球间的碰撞，两

球第一次返回 O 点碰撞前速度的大小和方向分别为 

smvBx /27.1=   方向沿正 x 轴方向 

Byv =2.20m/s     方向沿 y 轴方向 

smvCx /27.1=   方向沿正 x 轴方向 

Cyv =2.20m/s     方向沿 y 轴方向 

设碰撞后的速度分别为
11 CB vv 和 ，对应的分速度的大小分别为 xBv 1 、 yBv 1 、 xCv 1 和 yCv 1 ，

由于两球在碰撞过程中的相互作用力只可能沿 x 轴方向，故碰撞后，沿 y 轴方向的速度大小

和方向均保持不变（因为小球都是光滑的），即 

yBv 1 = Byv    方向沿负 y 轴方向  ⑨ 

yCv 1 = Cyv    方向沿负 y 轴方向   ⑩ 

碰撞过程中，沿 x 轴方向的动量守恒，则  CxBxxBxC mvmvmvmv −=− 11  
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因为 CxBx vv =      所以 xBxC vv 11 =  

即碰撞后两球在 x 方向的分速度大小也相等，方向相反，具体数值取决于碰撞过程中是

否机械能损失。在 A 球与 B、C 两球同时碰撞的过程中，碰撞前，三者的机械能 

mmvE AD 8
2
1 2

1 ==     碰撞后三者的机械能 

12
222

2 59.6
2
1

2
1

2
1 EEmmvmvmvE CBA <=++=  

表明在碰撞过程中有机械能损失，小球的材料不是完全弹性体，故 B、C 两球在碰撞过

程中也有机械能损失，即 

)(
2
1)(

2
1)(

2
1 222222

1111 YXXXYX BBCCBB vvmvvmvvm +<+++   ○11  

由⑨、⑩和○11 三式，和  CxBxCB vvvv
xX

=<=
11

    ○12  

或 CBCB vvvv =<= 11
 

当 B、C 两球第二次返回 O 点时，两球发生第二次碰撞，设碰撞后两球的速度分别为

22 CB vv 和 ，对应的分速度的大小分别为 yCxCBB vvvv
yX 22,,

22
和 ， 

则有
yyyy CBCB vvvv

1122
===     

yxxx CBCB vvvv
1122

=<=  

或   12 BB vv <     12 CC vv <  

由此可见，B、C 两球每经过一次碰撞，沿 x 方向的分速度都要变小，即 

xxxxxxX CBCBCBCxB vvvvvvvv
332211

=>=>=>=   …… 

而 y 方向的分速度的大小保持不变，即 

  
ytyyyyy CBCBCBCyB vvvvvvvv

332211
=======   …… 

当两球反复碰撞足够多次数后，沿 x 方向的分速度为零，只有 y 方向的分速度。设足够

多的次数为 n，则有     0==
nxnx CB vv    ○13  

smvvv
ynyny BCB /20.2===     ○14  

即最后，B、C 两球一起的 Oyz 平面内摆动，经过最低点 O 的速度由○14式给出，设最高

点的 z 轴坐标为 Qnz ，则  QnCny mgzmv =2

2
1

   得
g

v
z Cny

Qn 2

2

=  

代入数值，得   mzQn 24.0=    ○15  
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最高点的 y 坐标由下式给出： QnQnQnQn zzLzLLy )2()( 22 −±=−−±=  

代入数值，得： myQn 95.0±=    ○16  

例 8：一半径 R=1.00m 的水平光滑圆桌面，圆心为 O， 
有一竖直的立柱固定在桌面上的圆心附近，立柱与桌面的交线是 
一条凸的平滑的封闭曲线 C，如图 13—8 所示。一根不可伸 
长的柔软的细轻绳，一端固定在封闭曲线上某一点，另一端 
系一质量为 m=7.5×10—2kg 的小物块。将小物块放在桌面上 

并把绳拉直，再给小物块一个方向与绳垂直、大小为 smv /0.40 = 的初速度，物块在桌面上

运动时，绳将缠绕在立柱上。已知当绳的张力为 T0=2.0N 时，绳即断开，在绳断开前物块始

终在桌面上运动。 
（1）问绳刚要断开时，绳的伸直部分的长度为多少？ 
（2）若绳刚要断开时，桌面圆心 O 到绳的伸直部分与封闭曲线的接触点的连线正好与

绳的伸直部分垂直，问物块的落地点到桌面圆心 O 的水平距离为多少？已知桌面高度

H=0.80m，物块在桌面上运动时未与立柱相碰。取重力加速度大小为 10m/s2。 
解析：（1）这一问题比较简单。绳断开前，绳的张力即为物块所受的向心力，因为初速

度与绳垂直，所以绳的张力只改变物块的速度方向，而速度大小不变，绳刚要断开时，绳的

伸直部分的长度可求出。 

设绳的伸直部分长为 x，则由牛顿第二定律得：
x

v
mT

2
0

0 =  

代入已知数值得：x=0.60m 
（2）选取桌面为分析平面，将物块的落地点投影到此分析平面上，然后由平抛运动的

知识求解。 
如图 13—8—甲所示，设绳刚要断开时物块位于 

桌面上的 P 点，并用 A 点表示物块离开桌面时的位置， 
先取桌面为分析平面，将物块的落地点投影到此分析 
平面上，其位置用 D 点表示，易知 D 点应在直线 PA 

的延长线上，OD 即等于物块落地点与桌面圆心 O 的 

水平距离，而 AD 等于物块离开桌面后做平抛运动的 

水平射程。 

即  
g
HvAD 2

0=   故 2
0

222 )2(
g
HvxRxOD +−+=  

代入已知数值得物块落地点到桌面圆心 O 的水平距离 mOD 47.2=  

 
图 13—8 

 



 - 9 - 

例 9：如图 13—9 所示是一种记录地震装置的水平摆，摆球 m 固定在边长为 L，质量可

忽略不计的等边三角形的顶点 A 上。它的对边 BC 跟竖直线成不大的夹角α，摆球可以绕固

定轴 BC 摆动。求摆做微小振动的周期。 
解析：若 m 做微小振动，则其轨迹一定在过 A 点，垂直于 BC 的平面内的以 O 为圆心，

OA 为半径的圆弧上。因此我们可以作一个过 A 点垂直于 BC 的平面 M，如图 13—9—甲所

示，将重力 mg 沿 M 平面和垂直于 M 平面方向分解，则在平面 M 内，m 的振动等效于一个

只在重力 αsinmggm =′ 作用下简谐运动，摆长 .
2
360sin LLL =°=′  

所以周期   
α

ππ
sin2
322

g
L

g
LT =
′
′

=  

 
 
 
 
 
 
 

例 10：六个相同的电阻（阻值均为 R）连成一个电 
阻环，六个结点依次为 1、2、3、4、5 和 6，如图 13—10 
所示。现有五个完全相同的这样的电阻环，分别称为 D1、 
D2、…、D5。现将 D1的 1、3、5 三点分别与 D2 的 2、4、 
6 三点用导线连接，如图 13—10—甲所示。然后将 D2 的 
1、3、5 三点分别与 D3 的 2、4、6 三点用导线连接…… 
依次类推，最后将 D5的 1、3、5 三点分别连接到 D4 的 2、4、6 三点上。 

证明：全部接好后，在 D1上的 1、3、两点间的等效是电阻为 R
627
724

。 

解析：由于连接电阻 R 的导线，连接环 D 之间的导线均不计电阻，因此，可改变环的半

径，使五个环的大小满足：D1<D2<…<D5. 
将图 13—10—甲所示的圆柱形网络变成圆台形网络，在沿与底面垂直的方向将此圆台形

网络压缩成一个平面，如图 13—10—乙所示的平面电路图。 
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现将圆形电阻环变成三角形，1、3、5 三点为三角形的顶点，2、4、6 三点为三角形三

边的中点，图 13—10—乙又变为如图 13—10—丙所示电路图。不难发现，图 13—10—丙所

示的电路相对虚直线 3、6 具有左右对称性。 
可以用多种解法求。如将电路等效为图 13—10—丁。 
A1B1 以内的电阻 

RR BA 5
4

11
=  

A2B2 以内的电阻 

R

RRR
RRR

R
BA

BA
BA

19
14

)2(
)2(

11

11

22

=

++

+
=

 

A3B3 以内的电阻 R
RRR
RRR

R
BA

BA
BA 71

52
)2(
)2(

22

22

33
=

++

⋅+
=  

A4B4 以内的电阻 R
RRR
RRR

R
BA

BA
BA 265

194
)2(
)2(

33

33

44
=

++

⋅+
=  

A5B5 以内的电阻 R
RRR
RRR

R
BA

BA
BA 627

724
)2(
)2(

44

44

55
=

++

⋅+
=  

即为 D1 环上 1、3 两点间的等效电阻。 
例 11：如图 13—11 所示，用 12 根阻值均为 r 的相同的电阻丝构成正立方体框架。试求

AG 两点间的等效电阻。 
解析：该电路是立体电路，我们可以将该立体电路“压扁”，使其变成平面电路，如图

13—11—甲所示。 
 
 
 
 
 
 
 
考虑到 D、E、B 三点等势，C、F、H 三点等势，则电路图可等效为如图 13—11—乙所

示的电路图，所以 AG 间总电阻为  rrrrR
6
5

363
=++=  

例 12：如图 13—12 所示，倾角为θ的斜面上放一木 
制圆制，其质量 m=0.2kg，半径为 r，长度 L=0.1m，圆柱 
上顺着轴线 OO′绕有 N=10 匝的线圈，线圈平面与斜面 
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平行，斜面处于竖直向上的匀强磁场中，磁感应强度 
B=0.5T，当通入多大电流时，圆柱才不致往下滚动？ 

解析：要准确地表达各物理量之间的关系， 
最好画出正视图，问题就比较容易求解了。如 
图 13—12—甲所示，磁场力 Fm对线圈的力矩 
为 MB=NBIL·2r·sinθ，重力对 D 点的力矩为： 
MG=mgsinθ，平衡时有：MB=MG 

则可解得： A
NBL
mgI 96.1

2
==  

例 13：空间由电阻丝组成的无穷网络如图 13—13 
所示，每段电阻丝的电阻均为 r，试求 A、B 间的等效 
电阻 RAB。 

解析：设想电流 A 点流入，从 B 点流出，由对称 
性可知，网络中背面那一根无限长电阻丝中各点等电 
势，故可撤去这根电阻丝，而把空间网络等效为图 13—13—甲所示的电路。 

（1）其中竖直线电阻 r′分别为两个 r 串联和一个 r 并联后的电阻值， 

所以 r
r
rrr

3
2

3
2

=
⋅

=′  

横线每根电阻仍为 r，此时将立体网络变成平面网络。 
（2）由于此网络具有左右对称性，所以以 AB 为轴对折，此时网络变为如图 13—13—

乙所示的网络。 
 
 
 
 
 
 
 

其中横线每根电阻为
21
rr =        竖线每根电阻为

32
rrr =

′
=′′  

AB 对应那根的电阻为 rr
3
2

=′     此时由左右无限大变为右边无限大。 

（3）设第二个网络的结点为 CD，此后均有相同的网络，去掉 AB 时电路为图 13—13
—丙所示。再设 RCD=Rn－1（不包含 CD 所对应的竖线电阻） 

则 NBA RR =′ ，网络如图 13—13—丁所示。 

此时  
1

1

1

1

1

1
1 3

3

3
2

22
−

−

−

−

−

−

+
+=

+

⋅
+⋅=

+′′
′′

+=
n

n

n

n

n

n
n Rr

rR
r

Rr

Rr
r

Rr
Rr

rR  
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当 ∞→n 时，Rn=Rn－1   ∴ 上式变为
n

n

n

n
n Rr

rRr
Rr

rR
rR

3
4

3

2

+
+

=
+

+=  

 
 
 
 
 
 

由此解得： rrRn 6
213+

=    即 rrR BA 6
213+

=′  

补上 AB 竖线对应的电阻 r
3
2

，网络变为如图 13—13—戊所示的电路。 

rrr

rr

r

Rr

Rr
R

BA

BA

AB 21
212

)321(21
)213(2

21321
)213(2

6
213

3
2

6
213

3
2

3
2
3
2 2

=
+

+
=

+
+

=
+

+

+
⋅

=
+

⋅
=

′

′

 

例 14：设在地面上方的真空室内，存在匀强电场和 
匀强磁场，已知电场强度和磁感应强度的方向是相同的， 
电场强度的大小 E=4.0V/m，磁感应强度的大小 B=0.15T， 
今有一个带负电的质点以 v=20m/s 的速度在此区域内沿 
垂直场强方向做匀速直线运动，求此带电质点的电量与 
质量之比 q/m 以及磁场的所有可能方向（角度可用反三 
角函数表）。 

解析：因为带负电的质点做匀速直线运动，说明此质点所受的合外力为零。又因为电场

强度和磁感应强度的方向相同，所以该带电质点所受的电场力和洛仑兹力的方向垂直共面，

且必受重力作用，否则所受合外力不可能为零，设质点速度方向垂直纸面向里。由此该带电

质点的受力图如图 13—14 所示。由平衡条件有 

有水平方向： θθ sincos BqvEq =   ① 

在竖直方向： mgBqvEq =+ θθ cossin   ② 

解得：
3
4tan =θ    

3
4arctan=θ   q/m=2 

同理，当质点速度方向垂直纸面向外时受力情况如图 13—14—甲，由平衡条件可解出θ

值与上式解出的一样，只是与纸平面的夹角不同，故此带电质点的电量与质量之比为 2。 

磁场的所有可能方向与水平方向的夹角都是 
3
4tan

3
4arctan == θθ 或  
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针对训练 
1．如图 13—15 所示，一个重 1000N 的物体放在倾角为 30°的斜面上，物体与斜面间的摩 
   擦系数μ为 1/3。今有一个与斜面最大倾斜线成 30°角的力 F 作用于物体上，使物体在斜 
   面上保持静止，求力 F 的大小。 
 
 
 
 
 
 
 
2．斜面倾角θ=37°，斜面长为 0.8m，宽为 0.6m，如图 13—16 所示。质量为 2kg 的木块与 
   斜面间的动摩擦因数为μ=0.5，在平行于斜面方向的恒力 F 的作用下，沿斜面对角线从 A 
   点运动到 B 点（g=10m/s2，sin37°=0.6）。求： 
  （1）力 F 的最小值是多大？ 
  （2）力 F 取最小值时木块的加速度。 
3．质量为 0.8kg 的长方形木块静止在倾角为 30°的斜面上，若用平行于斜面沿水平方向大 
   小等于 3N 的力推物体，它仍保持静止，如图 13—17 所示，则木块所受摩擦力大小为 
                    ，方向为               。 
4．如图 13—18，四面体框架由电阻同为 R 的 6 个电阻连接而成，试求任意两个顶点 AB 间 
   的等效电阻。 
 
 
 
 
 
 
 
5．如图 13—19 所示三棱柱由电阻同为 R 的电阻线连接而成，试求 AB 两个顶点间的等效电 
   阻。 
6．将同种材料粗细均匀的电阻丝连接成立方体的形状，如图 13—20 所示，每段电阻丝电阻 
   均为 r。试求： 
   （1）AB 两点间等效电阻 RAG； 
   （2）AD 两点间等效电阻 RAD。 
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十四、近似法 

方法简介 
 近似法是在观察物理现象、进行物理实验、建立物理模型、推导物理规律和求解物理问

题时，为了分析认识所研究问题的本质属性，往往突出实际问题的主要方面，忽略某些次要

因素，进行近似处理.在求解物理问题时，采用近似处理的手段简化求解过程的方法叫近似法.
近似法是研究物理问题的基本思想方法之一，具有广泛的应用.善于对实际问题进行合理的近

似处理，是从事创造性研究的重要能力之一.纵观近几年的物理竞赛试题和高考试题，越来越

多地注重这种能力的考查. 

赛题精讲 

 例 1：一只狐狸以不变的速度 1υ 沿着直线 AB 逃跑，一只猎犬 

以不变的速率 2υ 追击，其运动方向始终对准狐狸.某时刻狐狸在 F 处， 

猎犬在 D 处，FD⊥AB，且 FD=L，如图 14—1 所示，求猎犬的加速 

度的大小. 
 解析：猎犬的运动方向始终对准狐狸且速度大小不变， 

故猎犬做匀速率曲线运动，根据向心加速度 r
r

a ,
2
2υ= 为猎 

犬所在处的曲率半径，因为 r 不断变化，故猎犬的加速度 
的大小、方向都在不断变化，题目要求猎犬在 D 处的加 

速度大小，由于 2υ 大小不变，如果求出 D 点的曲率半径， 

此时猎犬的加速度大小也就求得了. 
 猎犬做匀速率曲线运动，其加速度的大小和方向都在不断改变.在所求时刻开始的一段很

短的时间 tΔ 内，猎犬运动的轨迹可近似看做是一段圆弧，设其半径为 R，则加速度 

 =a
R

2
2υ  

 其方向与速度方向垂直，如图 14—1—甲所示.在 tΔ 时间内，设狐狸与猎犬分别 到达

DF ′′与 ，猎犬的速度方向转过的角度为 =α 2υ tΔ /R 

 而狐狸跑过的距离是： 1υ tΔ ≈ Lα       因而 2υ tΔ /R≈ 1υ tΔ /L，R=L 2υ / 1υ  

 所以猎犬的加速度大小为 =a
R

2
2υ = 1υ 2υ /L 

图 14—1 

图 14—2—甲 
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 例 2  如图 14—2 所示，岸高为 h ，人用绳经滑轮拉船靠岸，若当绳与水平方向为θ 时，

收绳速率为υ，则该位置船的速率为多大？ 
 
 
 
 
 
 
 解析  要求船在该位置的速率即为瞬时速率，需从该时刻起取一小段时间求它的平均速

率，当这一小段时间趋于零时，该平均速率就为所求速率. 
 设船在θ 角位置经 tΔ 时间向左行驶 xΔ 距离，滑轮右侧的绳长缩短 LΔ ，如图 14—2—
甲所示，当绳与水平方向的角度变化很小时，△ABC 可近似看做是一直角三角形，因而有 

LΔ = θcosxΔ  

 两边同除以 tΔ 得： θcos
t
x

t
L

Δ
Δ

=
Δ
Δ

，即收绳速率 θυυ cos船=  

 因此船的速率为
θ

υυ
cos

=船  

 例 3   如图 14—3 所示，半径为 R，质量为 m 的圆形绳圈， 
以角速率ω绕中心轴 O 在光滑水平面上匀速转动时，绳中的张 
力为多大？ 

 解析   取绳上一小段来研究，当此段弧长对应的圆心角 θΔ 很小时，有近似关系式

.sin θθ Δ≈Δ  
 若取绳圈上很短的一小段绳 AB= LΔ 为研究对象，设这段绳所对应的圆心角为 θΔ ，这

段绳两端所受的张力分别为 AT 和 BT （方向见图 14—3—甲），因为绳圈匀速转动，无切向加

速度，所以 AT 和 BT 的大小相等，均等于 T. AT 和 BT 在半径方向上的合力提供这一段绳做匀

速圆周运动的向心力，设这段绳子的质量为 mΔ ，根据牛顿第二定律有： RmT 2

2
sin2 ωθ

Δ=
Δ ； 

 因为 LΔ 段很短，它所对应的圆心角 θΔ 很小所以
22

sin θθ Δ
=

Δ  

 将此近似关系和
π
θ

π
θ

22
Δ

=⋅Δ⋅=Δ
m

R
mRm  

 代入上式得绳中的张力为
π
ω
2

2 RmT =  

 例 4  在某铅垂面上有一固定的光滑直角三角形细管轨道 
ABC，光滑小球从顶点 A 处沿斜边轨道自静止出发自由地滑到 
端点 C 处所需时间，恰好等于小球从顶点 A 处自静止出发自 

图 14—2 图 14—2—甲 

图 14—3 

图—14—3—甲 
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由地经两直角边轨道滑到端点 C 处所需的时间.这里假设铅垂轨 
道 AB 与水平轨道 BC 的交接处 B 有极小的圆弧，可确保小 
球无碰撞的拐弯，且拐弯时间可忽略不计. 
 在此直角三角形范围内可构建一系列如图 14—4 中虚线所示的光滑轨道，每一轨道是由

若干铅垂线轨道与水平轨道交接而成，交接处都有极小圆弧（作用同上），轨道均从 A 点出

发到 C 点终止，且不越出该直角三角形的边界，试求小球在各条轨道中，由静止出发自由地

从 A 点滑行到 C 点所经时间的上限与下限之比值. 
 解析  直角三角形 AB、BC、CA 三边的长分别记为 

 1l 、 2l 、 3l ，如图 14—4—甲所示，小球从 A 到 B 的时间 

记为 1T ，再从 B 到 C 的时间为 2T ，而从 A 直接沿斜边到 C 

所经历的时间记为 3T ，由题意知 321 TTT =+ ，可得 1l ： 2l ： 3l =3：4：5， 

 由此能得 1T 与 2T 的关系. 

 因为 211
2

11 2
1 TgTlgTl ==  

 所以
2

1

2

1

2T
T

l
l
=  

 因为 1l ： 2l =3：4，所以 12 3
2 TT =  

 小球在图 14—4—乙中每一虚线所示的轨道中，经各垂直线段所需时间之和为 11 Tt = ，

经各水平段所需时间之和记为 2t ，则从 A 到 C 所经时间总和为 21 tTt += ，最短的 2t 对应 t 的

下限 mint ，最长的 2t 对应 t 的上限 .maxt  

 小球在各水平段内的运动分别为匀速运动，同一水平段路程放在低处运动速度大，所需

时间短，因此，所有水平段均处在最低位置（即与 BC 重合）时 2t 最短，其值即为 2T ，故

mint = .
3
5

121 TTT =+   

 2t 的上限显然对应各水平段处在各自可达到的最高位置，实现它的方案是垂直段每下降

小量 1lΔ ，便接一段水平小量 2lΔ ，这两个小量之间恒有 αcot12 ll Δ=Δ ，角α即为∠ACB，

水平段到达斜边边界后，再下降一小量并接一相应的水平量，如此继续下去，构成如图所示
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的微齿形轨道，由于 1lΔ 、 2lΔ 均为小量，小球在其中的运动可处理为匀速率运动，分别所经

的时间小量 )(1 itΔ 与 )(2 itΔ 之间有如下关联： 

 αcot
)(
)(

1

2

1

2 =
Δ
Δ

=
Δ
Δ

l
l

it
it

 

 于是作为 )(2 itΔ 之和的 2t 上限与作为 )(1 itΔ 之和的 1T 之比也为 .cotα 故 2t 的上限必为

1T αcot ，即得： .
3
7cot 111max TTTt =+= α  

 这样 :maxt mint =7:5 

 例 5  在光滑的水平面上有两个质量可忽略的相同弹簧， 
它们的一对端点共同连接着一个光滑的小物体，另外一对端 
点 A、B 固定在水平面上，并恰使两弹簧均处于自由长度状 
态且在同一直线上，如图 14—5 所示.如果小物体在此平面上 
沿着垂直于 A、B 连线的方向稍稍偏离初始位置，试分析判 
断它是否将做简谐运动？ 
 解析  因为一个物体是否做简谐运动就是要看它所受的回复力是否是一个线性力，即回

复力的大小与位移大小成正经，方向相反.因此分析判断该题中的小物体是否做简谐运动，关

键是求出所受的回复力的表达式（即此题中所受合外力的表达式）. 
 以 AB 中点为原点，过中点且垂直于 AB 的直线为 x 轴，如图 14—5—甲所示，取 x 轴正

方向为正方向，小物体所受回复力为： θsin)(2 0llkFx −−=    ① 

 其中 k 为弹簧的劲度系数， 0l 为弹簧的自由长度， l 为弹簧伸长后的长度，θ 为弹簧伸

长后与 AB 直线的夹角.由几何知识可得 

 
l
x

=θsin                      ② 

 22
0 xll +=                   ③ 

 将②、③代入①式得： 

 2
0

3

2
0

2
2
1

22
0

0 )]
2
11(1[2])(1[2

l
kxx

l
xkx

xl
l

kFx −=−−−=
+

−−=
=

 

 由此可见，小物体受的合外力是一个非线性回复力，因此小物体将不做简谐运动.同时本

题表明，平衡位置附近的小振动未必都是简谐运动. 
 例 6  三根长度均为 m2 ，质量均匀的直杆，构成一正三角形框架 ABC，C 点悬挂在一
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光滑水平转轴上，整个框架可绕转轴转动.杆 AB 是一导轨，一电动玩具松鼠可在导轨上运动，

如图 14—6 所示，现观察到松鼠正在导轨上运动，而框架却静止不动，试论证松鼠的运动是

一种什么样的运动. 
 解析  松鼠在 AB 轨道运动，当框架不动时，松鼠受到轨道 
给它的水平力 F′作用，框架也受到松鼠给它的水平力 F 作用， 
设在某一时刻，松鼠离杆 AB 的中点 O 的距离为 x ，如图 
14—6 所示，松鼠在竖直方向对导轨的作用力等于松鼠受到的 
重力mg ，m 为松鼠的质量.以 C 点为轴，要使框架平衡，必须满足 

条件 FLFLmgx
2
360sin =°= ，松鼠对 AB 杆的水平力为 

)3/(2 LmgxF = ，式中 L 为杆的长度.所以对松鼠而言，在其运动过程中，沿竖直方向受

到的合力为零，在水平方向受到杆 AB 的作用力为 F′，由牛顿第三定律可知 F′=F，即

kxLmgxF =−=′ )3/(2  

 其中
L

mk
3

2
−=  

 即松鼠在水平方向受到的作用力 F′作用下的运动应是以 O 点为平衡位置的简谐运动，

其振动的周期为 .64.22/322 sgL
k
mT === ππ  

 当松鼠运动到杆 AB 的两端时，它应反向运动，按简谐运动规律，速度必须为零，所以

松鼠做简谐运动的振幅小于或等于 L/2=1m. 
 由以上论证可知，当框架保持静止时，松鼠在导轨 AB 上的运动是以 AB 的中点 O 为平

衡位置，振幅不大于 1m、周期为 2.64s 的简谐运动. 
 例 7  在一个横截面面积为 S 的密闭容器中，有一个质量 
为 m 的活塞把容器中的气体分成两部分.活塞可在容器中无摩 
擦地滑动，活塞两边气体的温度相同，压强都是 p ，体积分别 
是 V1 和 V2，如图 14—7 所示.现用某种方法使活塞稍微偏离平 
衡位置，然后放开，活塞将在两边气体压力的作用下来回运动. 
容器保持静止，整个系统可看做是恒温的. 
   （1）求活塞运动的周期，将结果用 p 、V1、V2、m 和 S 表示； 
   （2）求气体温度 0=t ℃时的周期τ 与气体温度τ ′ =30℃时的周期τ ′之比值. 
 解析  （1）活塞处于平衡时的位置 O 为坐标原点 .0=x 当活塞运动到右边距 O 点 x 处

时，左边气体的体积由 V1 变为 V1+ Sx ，右边气体的体积由 V2变为 V2 Sx− ，设此时两边气

体的压强分别为 1p 和 2p ，因系统的温度恒定不变，根据玻意耳定律有： 
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 222111 )()( pVSxVppVSxVp =−=+  

 而以上两式解出：

)1(2
,

)1(
2

2

2
2

1
1

1
1

V
SxV

pV
p

V
SxV

pV
p

+
=

+
=              ① 

 按 题意 ， 活 塞只 稍 许 离开 平 衡 位置， 故 上式 可 近 似 为 ： ),1(
1

1 x
V
Spp −≈  

)1(
2

2 x
V
Spp +≈ ，于是活塞受的合力为 .)11()(

21

2
21 x

VV
pSSpp +−=− 所以活塞的运动方

程是 x
VV
VV

pSx
VV

pSma
21

212

21

2 )11(
+

−=+−=  

 其中 a 是加速度，由此说明活塞做简谐运动，周期为
)(

2
21

2
21

VVpS
VmV
+

= πτ  

（2）设温度为 t 时，周期为τ ，温度为 t ′时，周期为τ ′ .由于
T
p

T
p

′
′

= ，得出 

T
T

T
TVVpS

VmV
VVSp

VmV
′

=

′
⋅+

=
+′

=′ τππτ
)(

2
)(

2
21

2

21

21
2

21  

所以
T
T
′

=
′
τ
τ

，将数值代入得 95.0: =′ ττ  

例 8  如图 14—8 所示，在边长为 a 的正三角形三个 
顶点 A、B、C 处分别固定电量为 Q 的正点电荷，在其中 
三条中线的交点 O 上放置一个质量为 m，电量为q 的带正 
电质点，O 点显然为带电质点的平衡位置，设该质点沿某 
一中线稍稍偏离平衡位置，试证明它将做简谐运动，并求 
其振动周期. 

解析  要想证明带电质点是否做简谐运动，则需证明 
该带电质点沿某一中线稍稍偏离平衡位置时，所受的回复 
力是否与它的位移大小成正比，方向相反.因此该题的关键 
是求出它所受回复力的表达式，在此题也就是合外力的表 
达式. 

以 O 为坐标原点，以 AOD 中线为坐标 x 轴，如图 
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14—8—甲所示，设带电质点在该轴上偏移 x ，A 处 Q 对 

其作用力为 1F ，B、C 处两个 Q 对其作用的合力为 2F ，取 x 轴方向为正方向 . 有

2
221 )1(

)(
−−−=

−
−=

r
x

r
kQq

xr
kQqF  

因为 aOCOBOAr
3
3

====  

"++=− −

r
x

r
x 21)1( 2

当 x 很小时可忽略高次项所以 )
3

61(3 21 a
x

a
QqkF +−=  

2
3

22

2222
2

])()
2

)[((2

)
)()

2
()()

2
(

(2

−
+++=

++

+
⋅

++
=

xhaxhkQq

xha
xh

xha
kQqF

 

2
3

2
2

)2
4

)((2
−

+++= hxhaxhkQq   （略去
2x 项） 

2
32

)
3
3

3
)((2

−
++= axaxhkQq  

2
3

2
32

)31()
3

)((2
−−

++= x
a

axhkQq  

)3
2
31(36 3 x

aa
xhkQq −

+
=  

)
2

33(36 3 xhx
a

h
a
Qqk +−=   （略去

2x 项） 

)
2

331(36 3 h
xx

a
h

a
Qqk +−=  
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)
2

31(3 3 x
aa

Qqk +=  

因此带电质点所受合力为 qx
a
Qkx

aa
xq

a
QkFFFx 3221 2

39)
2

3
3

6(3 −=−−=+=  

由此可知，合外力 xF 与 x 大小成正比，方向相反. 

即该带电质点将做简谐运动，其振动周期为
kQq
ama

k
mT

3
2

3
22 ππ ==  

例 9  欲测电阻 R 的阻值，现有几个标准电阻、一个电池 
和一个未经标定的电流计，连成如图 14—9 所示的电路.第一次与 
电流计并联的电阻 r 为 50.00Ω，电流计的示度为 3.9 格；第二 
次 r 为 100.00Ω，电流计的示度为 5.2 格；第三次 r 为 10.00Ω， 
同时将待测电阻 R 换成一个 20.00kΩ的标准电阻，结果电流计的 
示度为 7.8 格.已知电流计的示度与所通过的电流成正比，求电阻 
R 的阻值. 

解析  在测试中，除待求量 R 外，电源电动势 E，电源内阻 r ，电流计内阻 gR 以及电

流计每偏转一格的电流 0I ，均属未知.本题数据不足，且电流计读数只有两位有效数字，故

本题需要用近似方法求解. 

设电源电动势为 E，电流计内阻为 gR ，电流计每偏转一格的电流为 0I ，用欧姆定律对

三次测量的结果列式如下： 

09.31
50
50

50
50

I
RR

R

rR
R

R
E

gg

g

g

g
=⋅

+
⋅

++
+

 

02.51
100
100

100
100

I
RR

R

rR
R

R
E

gg

g

g

g
=⋅

+
⋅

++
+

 

08.71
10
10

20000
10
10

I
RR

R

r
R

R
E

gg

g

g

g
=⋅

+
⋅

++
+

 

从第三次测量数据可知，当用 20kΩ电阻取代 R，而且 r 阻值减小时电流计偏转格数明

图 14—9 
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显增大，可推知 R 的阻值明显大于 20kΩ，因此电源内阻完全可以忽略不计，与 R 相比，电

流计内阻 gR 与 r 的并联值对干路电流的影响同样也可以忽略不计，故以上三式可近似为： 

09.3
50

50 I
RR

E

g

=
+

⋅   ① 

02.5
100

100 I
RR

E

g

=
+

⋅   ② 

08.7
10

10
20000

I
R

E

g

=
+

⋅                              ③ 

待测电阻 R=120kΩ  

解①、②、③三式，可得 gR =50Ω 

 例 10  如图 14—10 所示，两个带正电的点电荷 
A、B 带电量均为 Q，固定放在 x 轴上的两处，离原 
点都等于 r .若在原点 O 放另一正点电荷 P，其带电量 
为 q ，质量为 m，限制 P 在哪些方向上运动时，它在 
原点 O 才是稳定的？ 

 解析  设 y 轴与 x 轴的夹角为θ ，正电点电荷 P 在原点沿 y 轴方向有微小的位移 s 时，

A、B 两处的点电荷对 P 的库仑力分别为 AF 、 BF ，方向如图 14—10 所示，P 所受的库仑力

在 y 轴上的分量为 βα coscos BAy FFF −=                         ① 

 根据库仑定律和余弦定理得
θcos222 rssr

kqQFA ++
=       ② 

θcos222 rssr
kqQFB +−

=                             ③ 

θ

θα
cos2

coscos
22 rssr

sr
++

+
=                        ④ 

θ

θβ
cos2

coscos
22 rssr

sr
++

−
=                       ⑤ 

 将②、③、④、⑤式代入①得： 

图 14—10 
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        23222322 )cos2(
)cos(

)cos2(
)cos(

θ
θ

θ
θ

rssr
srkqQ

rssr
srkqQFy −+

−
−

++
+

=  

 因为 s 很小，忽略
2s 得： 

        ]
)cos21(

cos

)cos21(

cos[
2323

3
θ

θ

θ

θ

r
s

sr

r
s

sr
r

kqQFy

−

−
−

+

+
=  

 又因为 1cos2, <≤ θ
r
srs  

 所以利用近似计算 xx
2
31)1( 2

3

∓≈±
−

得 

         )]cos31)(cos()cos31)(cos[(3 θθθθ
r
ssr

r
ssr

r
kqQFy +−−++≈  

 忽略
2s 得 )1cos3( 2

3 −−= θ
r

kqQsFy  

 当（ 0)1cos3 2 >−θ 时 yF 具有恢复线性形式，所以在
3
1cos2 >θ 范围内，P 可围绕原

点做微小振动，所以 P 在原点处是稳定的. 
 例 11  某水池的实际深度为 h ，垂直于水面往下看， 
水池底的视深为多少？（设水的折射率为 n ） 
 解析  如图 14—11 所示，设 S 为水池底的点光源， 
在由 S 点发出的光线中选取一条垂直于面 MN 的光线， 
由 O 点垂直射出，由于观察者在 S 正方，所以另一条光 
线与光线 SO 成极小的角度从点 S 射向水面点 A，由点 A 
远离法线折射到空气中，因入射角极小，故折射角也很小， 
进入人眼的两条折射光线的反向延长线交于点 S′，该点 
即为我们看到水池底光源 S 的像，像点 S′到水面的距离 h′，即为视深. 

 由几何关系有 ,/tan,/tan hAOihABr =′= 所以 hhir ′= /tan/tan ，因为 r 、 i 均很

小，则有 iirr sintan,sintan ≈≈ ，所以 hhir ′≈ /sin/sin  又因
i
rn

sin
sin

=  

所以视深 nhh /=′  
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针对训练 

1．活塞把密闭气缸分成左、右两个气室，每室各与 U 形管压强 

   计的一臂相连，压强计的两臂截面处处相同.U 形管内盛有密度 

   为 5.7=ρ ×102kg/m3 的液体.开始时左、右两气室的体积都为 

   V0=1.2×10－2m3，气压都为 0.40 =ρ ×103Pa，且液体的液面处 

   在同一高度，如图 14—12 所示.现缓缓向左推动活塞，直到液体在 

   U 形管中的高度差 h=40cm.求此时左、右气室的体积 V1、V2.假 

   定两气室的温度保持不变.计算时可以不计 U 形管和连接管道中 

   气体的体积.取 g=10m/s2. 
2．一汽缸的初始体积为 V0，其中盛有 2mol 的空气和少量的水（水的体积可忽略），其平衡 
   时气体的总压强是 3.0 大气压.经过等温膨胀使其体积加倍，在膨胀过程结束时，其中的 
   水刚好全部消失，此时的总压强为 2.0 大气压.若让其继续作等温膨胀，使其体积再次加 
   倍，试计算此时： 
   （1）汽缸中气体的温度； 
   （2）汽缸中水蒸气的摩尔数； 
   （3）汽缸中气体的总压强. （假定空气和水蒸气均可当做理想气体处理） 
3．1964 年制成了世界上第一盏用海浪发电的航标灯，它的气 
   室示意图如图 14—13 所示.利用海浪上下起伏力量，空气 
   能被吸进来，压缩后再推入工作室，推动涡轮机带动发电 
   机发电.当海水下降时，阀门 S1 关闭，S2 打开，设每次吸 
   入压强为 1.0×106Pa、温度为 7℃的空气 0.233m3（空气可 
   视为理想气体），当海上升时，S2 关闭，海水推动活塞 

   绝热压缩空气，空气压强达到 32 ×105Pa 时，阀门 S1 才 

   打开.S1 打开后，活塞继续推动空气，直到气体全部推入工 

   作室为止，同时工作室的空气推动涡轮机工作.设打开 S1后，活塞附近的压强近似保持不 

   变，活塞的质量及活塞筒壁间的摩擦忽略不计.问海水每次上升时所做的功是多少？已知 

   空气从压强为 1ρ 、体积为 V1 的状态绝热的改变到压强为 2ρ 、体积为 V2的状态过程中， 

   近似遵循关系式 1ρ / 2ρ =（V2/V1）
5/3，1mol 理想气体温度升高 1K 时，内能改变为 

   3R/2.[R=8.31J/(mol·K)] 

4．如图 14—14 所示，在 O x 轴的坐标原点 O 处， 

   有一固定的电量为 )0( >QQ 的点电荷，在 Lx −=  

    处，有一固定的、电量为 Q2− 的点电荷，今有一 

   正试探电荷 q放在 x 轴上 0>x 的位置，并设斥力 

   为正，引力为负. 

图 14—13 

图 14—14 
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   （1）当q 的位置限制在 O x 轴上变化时，求 q 的受力平衡的位置，并讨论平衡的稳定性； 
   （2）试定性地画出试探电荷 q 所受的合力 F 与 q 在 O x 轴上的位置 x 的关系图线. 
5．如图 14—15 所示，一人站在水面平静的湖岸边，观察到离岸边有一段距离的水下的一条 
   鱼，此人看到鱼的位置与鱼在水下的真实位置相比较，应处于什么方位. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6．如图 14—16 所示，天空中有一小鸟 B，距水面高 mh 31 = ，其正下方距水面深 mh 42 = 处 

   的水中有一条小鱼 A.已知水的折射率为 4/3，则小鸟看水中的鱼距离自己是多远？小鱼看 
   到鸟距离自己又是多远？  
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参考答案 
 

十一、图象法 
1．A  2．A、D  3．C 
4． 
 
 
 
 
 
 
 
 

5． 21 tt >     6．乙图中小球先到底端  7． )
2

1(2 −
+=

nn
n
savB = )13(

n
as −    8．13.64s  

9．2:1      10．D   11．
FG

fFgfsv
ffFg

sFGt m
)(2

)(
2 −

=
−

=  

 
十二、类比法 

 

1． 22 3/32 GtLR   2． 222

2

)( Ra
aRkQ

−
  3． 222

2

2 )(

)(

Ra
aRkQ

a

qQ
a
RkQ

−
−

+
 

4． FCAB μ9.2=      5． FCAB μ6=     

6．（1） CC
2

15 −
=′   （2） CC ′=总    （3） CC

2
15 −

=′  

7．
])([

)(2

tfftH
tHLN
−−

+Δ
=
λ

（注：将“两块半透镜移开一小段距离”后加“ LΔ ”.在“ ft >  

处放置一个”与“单色点光源”之间加“波长为λ的”.） 

8．（1） ma 3105.0 −×=   （2） md 4=  
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十三、降维法 
 

1．0.288×103N≤F≤0.577×103N    2．(1)7.2N   （2）0.8m/s2   
3．5N 沿斜面指向右上方水平方向的夹角为 53 ° 

4．
2
RRAB =     5． RRAB 9

4
=    6．（1） rRAG 6

5
=    （2） rRAD 12

7
=  

 
十四、近似法 

 
1．V1=0.8×10－2m3 ，V2=1.6×10－2m3   2．（1）373K  （2）2mol  （3）1.0 大气压   
3．8.15×104J  4．（1）平衡是稳定的  （2） 
5．应在鱼的右上方  
6．6m，8m 
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