智浪教育—普惠英才文库

1—1  代数式的恒等变换方法与技巧

一、代数式恒等的一般概念

定义1  在给定的数集中，使一个代数式有意义的字母的值，称为字母的允许值。字母的所有允许值组成的集合称为这个代数式的定义域。对于定义域中的数值，按照代数式所包含的运算所得出的值，称为代数式的值，这些值的全体组成的集合，称为代数式的值域。

定义2  如果两个代数式A、B，对于它们定义域的公共部分（或公共部分的子集）内的一切值，它们的值都相等，那么称这两个代数式恒等，记作A=B。

两个代数式恒等的概念是相对的。同样的两个代数式在它们各自的定义域的某一个子集内是恒等，但在另一个子集内可能不恒等。例如，
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，在x≥0时成立，但在x<0时不成立。因此，在研究两个代数式恒等时，一定要首先弄清楚它们在什么范围内恒等。

定义3  把一个代数式变形成另一个与它恒等的代数式，这种变形称为恒等变换。

代数式的变形，可能引起定义域的变化。如lgx2的定义域是
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，2lgx的定义域是
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，因此，只有在两个定义域的公共部分
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内，才有恒等式lgx2=2lgx。由lgx2变形为2lgx时，定义域缩小了；反之，由2lgx变形为lgx2时，定义域扩大了。这种由恒等变换而引起的代数式定义域的变化，对研究方程和函数等相关问题时也十分重要。由于方程的变形不全是代数式的恒等变形，但与代数式的恒等变形有类似之处，因此，在本节里，我们把方程的恒等变形与代数式的恒等变形结合起来讨论。

例1：设p为实常数，试求方程
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有实根的充要条件，并求出所有实根。

由于代数式的变形会引起定义域的改变，因此，在解方程时，尽量使用等价变形的方法求解。这样可避免增根和遣根的出现。

解：原方程等价于
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由上式知，原方程有实根，当且仅当p满足条件
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这说明原方程有实根的充要条件是
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。这时，原方程有惟一实根
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二、恒等变换的方法与技巧

恒等变换的目的是使问题变得简单，便于求解。因此，式的恒等变换是根据需要进行的，根据不同问题的特点，有其不同的规律性。

1．分类变换

当式的变换受到字母变值的限制时，可对字母的取值进行分类，然后对每一类进行变换，以达到求解的目的。分类变换方法适用于式的化简与方程（组）的化简、求解。

例1：当x取什么样的实数值时，下列等式成立：

（a）
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（c）
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解：我们来求解更一般的方程：
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记方程左边为f(x)，则
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由此可知，当
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时，原方程的解集为
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即当
[image: image25.wmf](2,)

m

Î+¥

时，原方程的解集为
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例2：在复数范围内解方程组
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解：考虑数列
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利用基本恒等式，得
[image: image31.wmf]2

12

1

()3

2

xyyzzxaa

++=-=

，
[image: image32.wmf]3123

11

[()]

33

xyzaaaxyyzzxa

=--++=

，∴
[image: image33.wmf]{}

n

a

的递推式化为
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由此得
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由
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综上所述知，原方程组等价于
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由韦达定理知，x，y，z是关于t的三次方程
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的三根，此三次方程
即
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，这说明原方程组在复数范围内的解集为{（1，1，1）}。

注：此题还可以利用三次单位根
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的性质来解。

2．利用对称性

定义4  一个n元解析式
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称为对称式，当且仅当对于任意的
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由定义可知，对称式的各变元所处的地位相同，因此，一个对称式
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具有下列性质：

（1）若对于变元x1，x2，f具有性质p，则对于任意的变元
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（2）对于x1，x2，…，xn的任意排
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，因此，对于讨论f具有某一性质时，可不妨设
[image: image52.wmf]12

n

xxx

³³³

L

。

定义5  一个n元解析式称为轮换对称式，当且仅当x2代x1，x3代x2，…，xn代xn-1，x1代xn时有
[image: image53.wmf]12231

(,,,)(,,,,)

nn

fxxxfxxxx

º

LL

。

显角，对称式一定是轮换式，但轮换式不一定是对称式。例如，x2y+y2z+z2x是轮换式，但不是对称式。因此，对称式所具有的性质（1）、（2）对轮换式一般不成立。由轮换的特点，在解题中，为了方便起见，我们可指定变元中x1最大（或最小）。

例3：设x，y，z>0，求证(x+y+z)5-(x5+y5+z5)≥10(x+y)(y+z)(z+x)(xy+yz+zx)等号成立当且仅当x=y=z。

证：令
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是对称式。
∵当x+y=0时，f(x，y，z)=0，∴
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等号成立的条件为
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例4：设a，b，c是三角形的边长，证明
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并说明等号何时成立。

证：令欲证不等左边为
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再令
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令
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显然，当且仅当a=b=c时f=0。

注：对于
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3．逆推分析

从一个数学过程的结果出发，按与原来相反的程序去推求初始条件的方法叫做逆推分析法，它的特点是每一步逆推均可逆。由此可见，逆推分析法是证明恒等式的重要方法。

例5：设a，b，c，d，x，y为正实数，且满足
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证：注意到
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利用①式，将欲证等式两边通分化简，等价于
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②式左边=
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②式右边。故原等式得证。

4．整体代换

把若干变元的整个式子换成一个新的字母，于是问题中的变元就减少了，有利于式的变形求解。

例6：求出所有四元实数组
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解：根据题意，四元数组
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易知，所有
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（1）若p=1，则
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（2）若p<1，则有三种可能：

（i）三个根为
[image: image117.wmf]11

p

+-

，一个根为
[image: image118.wmf]11

p

--

，这时
[image: image119.wmf]32

(11)(11)(11)

ppppp

=+---=+-×



[image: image120.wmf]2
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（ii）三个根为
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[image: image125.wmf]1113

pp

Û-=--Û=-

，故有一个
[image: image126.wmf]i

x

为3，其他三数为-1。

（iii）两个根为
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综上所述，原方程组共有五组不同的实数解：
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6．重新组合

所谓重新组合是指把几个独立的式子依据某一运算组合成新的式子，其目的是使组合后的解析式变得简单，以便于问题求解。

例8：确定所有能使不等式组
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成立的
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解：注意到此不等式组关于
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成轮换对称，因此可考虑将五个不等式重新组合（相加）起来，得
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再重新组合各项，得
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从而可推出x1=x2=x3=x4=x5。

经检验每组五个相等的正实数是原不等式组的解。故原不等式组的解为x1=x2=x3=x4=x5=a，a∈R+。

在解题中既要注意到题目各个部分，又要从整体上把握题目。因此，必须把化整为零与重新组合的思想有机地结合起来。

7．消去部分

所谓消去部分是指或者让一部分式子互相抵消，或者让一部分式子代替另一部分式子。比如，在解方程中的加减消元法、代入消元法、比较消元法；数列求和（积）中的交叉消去（交叉相约）等。

例11：求出所有的实数a，使得存在非负实数
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解：我们对
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）。则对任意xk有下列两种情况：

（1）
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均为零，得a=0；

（2）
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，其余
[image: image152.wmf]i

x

均为零，得
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综上所述，a的取值集为
[image: image154.wmf]222
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8．构造对偶式

根据题中某式A的结构特征，构造A的对偶式B。利用A与B之间的运算（主要是加、减、乘）求得A、B的两种关系式，从而使问题获得解决。

常见的对偶式有a+b与a-b；ab与
[image: image155.wmf]a

b

；sinx与cosx；tanx与cotx；
[image: image156.wmf]n
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与
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等等。

例13：设
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证：令不等式左边为A，其对偶式
[image: image161.wmf]2
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，由平均不等式可得：
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①+②得，
[image: image166.wmf]1
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10．数形结合

对于某些特殊的代数式，它有其特殊的几何意义，我们可利用这种几何意义将代数式之间的变换转化为几何量之间的变换，使最终达到我们求解问题的目的。

例16：已知正实数p，q，r满足关系式
[image: image167.wmf]21
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。求证方程组
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解：显然，
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成立。故以A，B，C为内角可构造ΔABC。设其外接圆半径为
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同理，
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即得
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同理
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习题1—1

1．解方程
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2．设
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。求证：不等式
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3．设
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4．设
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1．答案：当
[image: image203.wmf]0

m

£

或
[image: image204.wmf]22

m

>

时，原方程的解集为
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3．提示：构造数列
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4．简解：在边长为1的正三角形内必存在一点P，它到三边的距离依次为
[image: image215.wmf],,
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若
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