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2007年女子数学奥林匹克 

第一天 

 

1．设 m为正整数，如果存在某个正整数 n，使得 m可以表示为 n和 n的正约数个数（包

括 1 和自身）的商，则称 m是“好数”。求证： 

      （1）1，2，…，17 都是好数； 

      （2）18不是好数。 

 

2．设△ABC 是锐角三角形，点 D、E、F 分别在边 BC、CA、AB 上，线段 AD、BE、CF

经过△ABC的外心 O。已知以下六个比值 
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中至少有两个是整数。求证：△ABC是等腰三角形。 

 

3．设整数 )3( nn ，非负实数 .2,,, 2121  nn aaaaaa  满足  

求
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a n 的最小值。     

 

4．平面内 )3( nn 个点组成集合 S，P 是此平面内 m 条直线组成的集合，满足 S 关于

P中的每一条直线对称。求证： nm  ，并问等号何时成立？ 

 

 

第二天 

5．设 D 是△ABC内的一点，满足∠DAC=∠DCA=30°，∠DBA=60°，E是边 BC的中  点，

F是边 AC的三等分点，满足 AF=2FC。求证：DE⊥EF。 

 

 

6．已知 a、b、c≥0， .1 cba 求证： 

.3)(
4

1 2  cbcba  

 

7．给定绝对值都不大于 10 的整数 a、b、c，三次多项式 cbxaxxxf  23)( 满

足条件 32:.0001.0|)32(|  问f 是否一定是这个多项式的根？ 
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8．n 个棋手参加象棋比赛，每两个棋手比赛一局。规定：胜者得 1 分，负者得 0 分，

平局各得 0.5分。如果赛后发现任何 m个棋手中都有一个棋手胜了其余 m—1 个棋手，也有

一个棋手输给了其余 m—1 个棋手，就称此赛况具有性质 P(m). 

对给定的 )4( mm ，求 n 的最小值 )(mf ，使得对具有性质 )(mP 的任何赛况，都有

所有 n名棋手的得分各不相同。 

综上，最少取出 11 枚棋子，才可能满足要求。 

三、定义集合 }.,|1{ PkmkmA  N  

由于对任意的 k、
1

1
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k
ikPi 且 是无理数，则对任意的 k1、 Pk 2 和正整数

m1、m2， 

.,11 21212211 kkmmkmkm   

注意到 A 是一个无穷集。现将 A 中的元素按从小到大的顺序排成一个无穷数列。对于

任意的正整数 n，设此数列中的第 n项为 .1k  

接下来确定 n与 m、k 间的关系。 

若 .
1

1
,11 11





i

k
mmkmim 则  

由 m1是正整数知，对 5,4,3,2,1i ，满足这个条件的 m1的个数为 ].
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因此，对任意 .),(,,, nkmfPkNmNn   使得存在  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



参考答案 

第一天 

1．记 )(nd 为正整数 n 的正约数的个数。

  （1）因为 )17,13,11,7,5,3(
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所以，1，2，…，17 都是好数。 

  （2）假设存在正整数 n，使得 

.18
)(


nd

n
  ①

则可设 ),,2,1(,,10302 1 kipkppn ik   其中
是大于 3 的相异质数， 

).,,2,1(1,2,1 00 kii  

令 .0,0.2,1 00  baba 显然

由式①得 

kppa a
k

aba 13 1

= ).1()1)(3)(2( 1  kba     ② 

由于对任意质数 1 i
a
ii ipp 都有 ，从而，

.32)3)(2( baba 

如果 ).3(33,3  bb b则

而 ),2(
2

1
2,0  aa a时 则
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.4,3,2,1,0,0

;2,1,0,1;0,2,

.2.
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因此

故矛盾

（i）当 0,2  ab 时，式②为

).1()1(1013 11
2  k

a
k

a kpp 

（ii）当 2,1,0,1  ab 时，式②为

).1()1)(2(2123 1
2

1  k
a
k

aa akpp  

（iii）当 4,3,2,1,0,0  ab 时，式②为

).1()1)(2(312 11  k
a
kj

aa akpp  

  （i）（ii）（ii）均不成立。

综上，18 不是好数。 

2．从六个比值中取出两个，共有两种类型： 

  （1）涉及同一边；（2）涉及不同的边。 

  （1）如果同一边上的两个比值同时是整数，不妨设为
DC

BD
、 .

DB

CD
因它们互为倒数，又

同是整数，所以，必须都取 1，则 BD=DC。 

由于 O 是△ABC的外心，进而得 AD 是边 BC的中垂线。于是，AB=AC。 

  （2）记∠CAB=α，∠ABC=β，∠BCA=γ。 

因为△ABC是锐角三角形，所以， 

∠BOC=2α，∠COA=2β，∠AOB=2γ。 

于是， .
2sin

2sin








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OAB

S

S
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同理， .
2sin

2sin
,

2sin

2sin








FB

AE

EA

CE

若上述六个比值中有两个同时是整数且涉及不同的边时，则存在整数 m、n，使得 

znyzmx 2sin2sin2sin2sin  且   ① 

或 ynzxmz 2sin2sin2sin2sin  且 ，     ② 

其中，x、y、z是α、β、γ的某种排列。 

以下构造△A1B1C1，使得它的三个内角分别为 

180°—2α，180°—2β，180°—2γ。如图 1， 

过点 A、B、C分别作△ABC外接圆的切线， 
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所围成的△A1B1C1即满足要求。 

根据正弦定理，知△A1B1C1 的三边与 2sin 、 2sin 、 2sin 成正比。在式①、②两

种情况下，可知其三边之比分别为 1:m:n或 m: n: mn. 

对于式①，由三角形两边之和大于第三边，可知必须 m = n； 

对于式②，要保证 1)1)(1(,  nmmnnm 即 ，由此，m、n 中必有一个为 1。

无论哪种情况，都有△A1B1C1是等腰三角形。 

因此，△ABC也是等腰三角形。 

3．由  naaa 21 2，知问题等价于求
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设引理的证明

则若引理

故

下面用数学归纳法证明 

.0),,,( 21 naaaf    ① 

当 4n 时，不等式①等价

.)())((4 2
43214231 aaaaaaaa 

由平均值不等式知，命题成立。 

假设不等式①对 )4(  kkn 时成立。
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对于 1 kn ，不妨设
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由归纳假设知，上式右边小于或等于 0，即当 1 kn 时，不等式①成立。

回到原题。 

由引理知 
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因此，所以最小值为 .
2

3

4．（1）记 S中的 n 个点为 A1，A2，…，An. 

建立直角坐标系，设 ).,,2,1)(,( niyxA iii 

易证 .)
1

,
1

(0
1 1 1
  
  


n

i
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i
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i
iii y

n
x

n
BBA    

这说明，平面内存在唯一的一点 B，使 .0
1




n

i
iBA 我们称 B为点集 S的“质心”。 

如果任取 P中一条直线 l为 x 轴，建立直角坐标系，则 .0
1




n

i
iy

故点 B在 l上。即 P中每一条直线均过质心 B。 

  （2）设 

}.|),,{(

},|),,{(

},,,,|),,({

2

1

上在

对称关于与三元有序组

lXFlYXF

YXFlYXF

lYXPlSYXlYXF






显然， ., 2121  FFFFF      ① 

考虑 P 中任一直线 l，X 为 S 中任一点，X 关于 l 的对称点 Y 是唯一的。即对每一个 l，
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三元有序组（X，Y，l）有 n 个，故 

.|| mnF                                                          ②

对于 F1中的三元有序组（X，Y，l），因为不同的两点 X、Y的对称轴只有 1 条，所以， 

).1(2 2  nnCn                                           ③

  （i）当 S中任一点至多在 P中的一条直线 l上时， 

.}|{|| 2 nSXXF    ④ 

由式①、②、③、④得 .,)1( nmnnnmn  即

  （ii）当 S中存在一点同时在 P中的两条直线上时，由（1）所证，此点即为质点 B。 

考虑集合 PSBSS 仍关于此时  ,},{\ 中的每条直线对称，由（i）所证，

得 .1||  nSm

综合（i）、（ii）得 .nm 
      （3）当 m=n 时，由（2）所证，式③、④同时取等号，即 S中任意两点的中垂线均属于

P，S中每点恰在 P中的一条直线，同时，质心 B不在 S中。 

首先，指出 ),,2,1( niBAi  相等。否则，如果存在 j、 kj BABAnkjk  使得),1( ，

则线段 kj AA 的对称轴不过点 B，与（1）所证矛盾。因此，A1，A2，…，An均在以点 B为圆

心的圆上，记此圆为⊙B。不妨设 A1，A2，…，An按顺时针排列。 

其次，A1，A2，…，An是⊙B的 n 个等分点。否则， 

如果存在 211),,,2,1(   iiii AAAAnii 使 （定义

2211 , AAAA nn   ）。不妨设 .211   iiii AAAA

如图 2，线段 lAPlAA iii   关于而的对称轴 12 ,

的对称点在 21  ii AA （不含端点）上。这与 1iA 、 2iA 是相邻两点矛盾。

因此，当 nm  时，集 S中的点是正 n 边形的 n 个顶点。

易知正 n 边形确有 n 条对称轴。 

故当且仅当 S中的点组成正 n 边形 n个顶点，P是正 n 边形的 n 条对称轴时， .nm 

第二天 

5．证法 1：如图 3，作 DM⊥AC于点M，FN⊥CD 于点 N，联结 EM、EN。
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u2  +v2  +w2  =1.

设 CF=a，AF=2a，则 

CD
a

CFCN
2

1

2

3
30cos  

，

即 N是 CD 的中点。 

又因为M 是边 AC上的中点，E是边 BC上的中点，所以，EM//AB，EN//BD，得 

∠MEN=∠ABD=60°=∠MDC。 

故M、D、E、N四点共圆。 

又因 D、M、F、N四点共圆，所以，D、E、F、M、N五点共圆。 

从而，∠DEF=90° 

证法 2：建立复平面，令 
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经计算可得 
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即因此

故
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6．证法 1：不妨设 .cb  令
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最后一步由柯西不等式得到。 

证法 2：令
222 ,, wcvbua  ，则
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于是，所证不等式变为 
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其中

将上式代入式①，所证不等式变为 
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将上述不等式改写为令

以下同证法 1。 

注：证法 2解释了证法 1 中替换的动机。 

7．将 32  代入得
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一定是上述多项式的根因此
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由此且则
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8．先证明两个引理。 

引理 1    当 nmn 如果时, 个棋手的赛况具有性质 )(mP ，则必有一个棋手全胜。

引理 1 的证明：当 n=m时，命题显然成立。 

假设命题对 n 成立。 

则对 1n 个棋手，从中任取 n 个棋手，由归纳假设，这 n 个棋手中必有一个棋手全胜。

不妨设 121 ,,, AAAA n中 全胜。

若 A1胜 全胜棋手中则在 11 ,1, AnAn  ； 

若 A1平 ,,,,,, 11211  nnn AAAAA 考察棋手 这 n 个棋手中没人全胜，不可能；

若 ,,,,,,, 143111  nnn AAAAAAA 考察棋手胜 这 n 个棋手中全胜的只能是

1214311 1,.,.,,,,   nnnnn AnAAAAAAA 个棋手中在这因此也胜同理胜即  全胜。

由归纳原理知，命题对任意 mn  成立。

类似地可证： 

引理 2    当 mn  时，如果 n 个棋手的赛况具有性质 )(mP ，则必有一个棋手全败。

回到原题。 

接下来证明：当 32  mn 时，所有棋手的得分必各不相同。

由引理 1，有一个棋手 A1胜了其余 n—1 个棋手，有一个棋手 A2胜了除 A1外的 n—2 个

棋手，……有一个棋手 1,,, 211  mAAAA mnmn 外的胜了除  个棋手。

由引理 2，有一个棋手 1nAn负于其余 个棋手，有一个棋手 nn AA 负于除了1 外的
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2n 个棋手，……有一个棋手 2,,, 413  mnAAAA mnnnmn 外的负于除  个棋手，另

外，还有一棋手为 .2mnA

这样，这 n 个棋手 nAAA ,,, 21  编号小的棋手都战胜了编号大的棋手，因此，他们的

得分为 0,1,,2,1  nn ，各不相同。

对 nmn 设,42  个棋手水平为   

,52,,1,2,2,3,,2,1  mmmmm  其中，编号小的棋手胜编号大的棋手，编

号相等的棋手打平。则对任取 m 个棋手，必有一个最小编号为 ),31(  mii 另一个最大

编号为 )521(  mjmj ，从而，在这 m个棋手中编号为 i的棋手全胜，编号为 j 的棋

手全败。 

所以，这 n个棋手具有性质 )(mP ，但其中有两个棋手的得分相同。   

综上， .32)(  mmf
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