
竞赛之窗

2005 年 IMO 中国国家集训队选拔考试

第 一 天

一、设 ⊙O 的内接凸四边形 ABCD 的两

条对角线 AC、BD 的交点为 P ,过 P、B 两点

的 ⊙O1 与过 P、A 两点的 ⊙O2 相交于两点

P、Q ,且 ⊙O1、⊙O2 分别与 ⊙O 相交于另一

点 E、F. 求证 :直线 PQ、CE、DF 共点或者互

相平行. (冷岗松 　供题)

二、给定正整数 n ( n ≥2) ,求最大的λ,

使得 :若有 n 个袋子 ,每一个袋子中都是一

些重量为 2 的整数次幂克的小球 ,且各个袋

子中的小球的总重量都相等 ,则必有某一重

量的小球的总个数至少为λ. (同一个袋子中

可以有相等重量的小球. ) (王建伟 　供题)

三、n 是正整数 , aj ( j = 1 , 2 , ⋯, n) 为复

数 ,且对集合{ 1 ,2 , ⋯, n}的任一非空子集 I ,

均有

∏
j ∈I

(1 + aj) - 1 ≤1
2

.

证明 : ∑
n

j = 1
| aj| ≤3. (朱华伟 　供题)

第 二 天

四、设 a1 , a2 , ⋯, a6 ; b1 , b2 , ⋯, b6 ; c1 ,

c2 , ⋯, c6 都是 1 , 2 , ⋯, 6 的排列. 求 ∑
6

i = 1

aibici

的最小值. (熊 　斌 　供题)

五、设 n 是任意给定的正整数 , x 是正实

数. 证明 :

∑
n

k = 1

x
k
x

- ( x + 1)
k

x + 1
≤n ,

其中[ a ]表示不超过实数 a 的最大整数.

(余红兵 　供题)

六、设α是给定的正实数. 求所有的函

数 f∶N+ →R,使得对任意满足条件

αm ≤k < (α+ 1) m

的正整数 k、m ,都有

f ( k + m) = f ( k) + f ( m) .

(陈永高 　供题)

参 考 答 案

一、如图 1.

图 1

因为 ∠PJ F = ∠PAF = ∠CAF = ∠CDF ,

所以 , PJ ∥CD.

同理 , IP ∥CD.

故 I、P、J 三点共线 .

又 ∠EFD = 180°- ∠ECD = 180°- ∠EIJ ,

故 E、F、J 、I 四点共圆 .

这样 ,由根轴定理 ,知四边形 IEFJ 的外接圆、

⊙O1、⊙O2 两两的公共弦 IE、PQ、J F 共点或者互相

平行 ,即直线 PQ、CE、DF 共点或者互相平行 .

二、不妨设最重的小球重量为 1. 先证 :

λmax ≥ n
2

+ 1.

设每个袋子中小球的总重量为 G,则 G≥1.

假设任一重量的小球的总个数都小于或等于

n
2

. 考察这 n 个袋子中所有小球的总重量 ,得
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n ≤nG <
n
2

·(1 + 2 - 1 + 2 - 2 + ⋯)

= 2
n
2

≤2·n
2

= n.

矛盾.

反之 ,取充分大的正整数 s ,使得

2 - 2 - s ≥ 2 n
n + 1

.

由于 n
2

+ 1 ≥n + 1
2

,故

2 - 2 - s ≥ 2 n
n + 1

≥ n
n
2

+ 1
.

从而 ,
n
2

+ 1 (1 + 2 - 1 + ⋯+ 2 - s) ≥n ×1.

所以 ,可在

1 ,1 , ⋯,1 ,
n
2 + 1 个

2 - 1 ,2 - 1 , ⋯,2 - 1

n
2 + 1 个

, ⋯,2 - s ,2 - s , ⋯,2 - s

n
2 + 1 个

中从前至后取出和为 1 的连续若干项 ,且至少可取

n 次. 所以 ,

λmax ≤ n
2

+ 1.

综上可知 ,λmax =
n
2

+ 1.

三、设 1 + aj = rje
i θ

j , | θj | ≤π, j = 1 , 2 , ⋯, n. 则

题设条件变为

∏
j ∈I

rj·e
i ∑

j ∈I

θ
j

- 1 ≤1
2

. ①

先证如下引理.

引理 　设 r、θ为实数 , r > 0 , |θ| ≤π, | reiθ - 1|

≤1
2

,则

1
2
≤r ≤ 3

2
, |θ| ≤π

6
, | reiθ - 1 | ≤| r - 1 | +

|θ| .

图 2

引理的证明 :

如图 2 , 由复数的

几何意义 ,有

1
2

≤r ≤3
2

,

|θ| ≤π
6

.

于是 ,有

| reiθ - 1|

= | r(cosθ+ i sinθ) - 1|

= | ( r - 1) (cosθ+ i sinθ) + [ (cosθ- 1) + i sinθ]|

≤| r - 1| + (cosθ- 1) 2 + sin2θ

= | r - 1| + 2 (1 - cosθ)

= | r - 1| + 2 sin
θ
2

≤| r - 1| + |θ| .

引理得证 .

由式 ①及引理 ,对| I| 用数学归纳法 ,知

1
2

≤∏
j ∈I

rj ≤
3
2

, ∑
j ∈I

θj ≤π
6

, ②

由式 ①及引理 ,知

| aj| = | rje
iθ

j - 1| ≤| rj - 1| + |θj| ,

因此 , ∑
n

j = 1

| aj| ≤∑
n

j = 1

| rj - 1| + ∑
n

j = 1

|θj|

= ∑
r
j
≥1

| rj - 1| + ∑
r
j

< 1

| rj - 1| + ∑
θ

j
≥0

|θj| + ∑
θ

j
< 0

|θj| .

由式 ②,知

∑
r
j
≥1

| rj - 1| = ∑
r
j
≥1

( rj - 1)

≤∏
r
j
≥1

(1 + rj - 1) - 1 ≤3
2

- 1 =
1
2

,

∑
r
j

< 1

| rj - 1| = ∑
r
j

< 1

(1 - rj)

≤∏
r
j

< 1

[1 - (1 - rj) ] - 1 - 1 ≤2 - 1 = 1 ,

∑
n

j = 1

|θj| = ∑
θ

j
≥0

θj - ∑
θ

j
< 0

θj ≤
π
6

- ( -
π
6

) ≤π
3

.

综上所述 ,有

∑
n

j = 1

| aj| ≤1
2

+ 1 +
π
3

< 3.

四、记 S = ∑
6

i = 1

aibici . 由平均不等式 ,得

S ≥6

6

∏
6

i = 1

aibici = 6
6

(6 !) 3

= 6 6 ! = 72 5 > 160.

下面证明 S > 161.

因为 a1 b1 c1 , a2 b2 c2 , ⋯, a6 b6 c6 这 6 个数的几

何平均值为 12 5 , 而 26 < 12 5 < 27 , 则 a1 b1 c1 ,

a2 b2 c2 , ⋯, a6 b6 c6 中必有 1 个数不小于 27 ,也必有 1

个数不大于 26 ,而 26 不是 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 中某 3 个数

(可以重复) 的积 ,所以 ,必有 1 个数不大于 25. 不妨

设 a1 b1 c1 = 27 , a2 b2 c2 = 25 ,于是 ,有

S = ( a1 b1 c1 - a2 b2 c2 ) 2 + 2 a1 b1 c1 a2 b2 c2

+ ( a3 b3 c3 + a4 b4 c4) + ( a5 b5 c5 + a6 b6 c6)
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　　≥( 27 - 25) 2 + 2 a1 b1 c1 a2 b2 c2 +

2 a3 b3 c3 a4 b4 c4 + 2 a5 b5 c5 a6 b6 c6

≥(3 3 - 5) 2 + 2 ×3

6

∏
6

i = 1

aibici

= (3 3 - 5) 2 + 72 5 > 161 ,

所以 , S ≥162.

又当 a1 , a2 , ⋯, a6 ; b1 , b2 , ⋯, b6 ; c1 , c2 , ⋯, c6

分别为

1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ; 　5 ,4 ,3 ,6 ,1 ,2 ; 　5 ,4 ,3 ,1 ,6 ,2

时 ,有

S = 1 ×5 ×5 + 2 ×4 ×4 + 3 ×3 ×3 + 4 ×6 ×1 +

5 ×1 ×6 + 6 ×2 ×2

= 162.

故 S 的最小值为 162.

五、首先证明一个引理 .

引理 　对任意大于零的实数α、β,有整数 u 及

实数γ,使得

α=βu +γ,

其中 0 ≤γ<β,且 u 及γ唯一确定 .

引理的证明 :取 u =
α
β 及γ=α- β

α
β ,易

知 0 ≤γ<β. 此外 ,若另有整数 u′及实数γ′(0 ≤γ′

<β) ,满足α=βu′+γ′,则

β( u - u′) =γ′- γ.

因上式左边的绝对值或是 0 或大于等于β,而

右边的绝对值小于β,故必须 u = u′及γ′=γ. 这就

证明了所说的唯一性.

下面证明原题.

由引理知 ,对任意的 k = 1 ,2 , ⋯, n ,有

k = akx + bk = ck ( x + 1) + dk , ①

这里 ak =
k
x

, ck =
k

x + 1
,0 ≤bk < x ,0 ≤dk < x + 1.

记不等式左边的和为 S ,则

S = ∑
n

k = 1

[ akx - ck ( x + 1) ]

= ∑
n

k = 1

[ ( k - bk) - ( k - dk) ]

= ∑
n

k = 1

dk - ∑
n

k = 1

bk . ②

记 I = { 1 ≤k ≤n| dk > 1} .

令 f ( k) = k - ck - 1 ,因当 k ∈I 时 ,有

k = ck ( x + 1) + dk > ck + 1 ,

故 0 < f ( k) < n.

所以 , f 是 I 到集合{ 1 ,2 , ⋯, n}的一个映射.

我们证明 f 必是单射 .

事实上 ,若有 k、l ∈I ( k ≠l) 使 f ( k) = f ( l) ,则

k - l = ck - cl ,结合式 ①,易知

( ck - cl) x = dl - dk . ③

另一方面 ,因 k、l ∈I ,知 dk 、dl ∈(1 , x + 1) ,故

| dk - dl | < | x| . 但

| ck - cl | ·| x| = | k - l| ·| x| ≥| x| ,

从而 ,式 ③两边绝对值不等. 矛盾.

此外 ,由 k = ck ( x + 1) + dk ,易知

f ( k) = ckx + ( dk - 1) .

因当 k ∈I 时 ,有 0 < dk - 1 < x ,故由引理中的

唯一性 ,知 ck = af ( k) 及 dk - 1 = bf ( k) .

因此 ,由式②可知(注意对所有 k 有 bk ≥0)

S = ∑
k ∈I

dk + ∑
k ∈I

dk - ∑
n

k = 1

bk

≤∑
k ∈I

dk - ∑
k ∈I

bf ( k) + ∑
k ∈I

dk

= ∑
k ∈I

( dk - bf ( k) ) + ∑
k ∈I

dk

= ∑
k ∈I

1 + ∑
k ∈I

dk

≤| I| + ( n - | I| ) = n.

六、f ( n) = bn , b 为任意给定的实数 .

首先证明 :当 n ≥2α+ 3 时 ,有

f ( n + 1) - f ( n) = f ( n) - f ( n - 1) .

只要证明存在正整数 u ,使得

f ( n + 1) - f ( n) = f ( u + 1) - f ( u) , ①

f ( n) - f ( n - 1) = f ( u + 1) - f ( u) . ②

式 ①等价于

f ( n + 1) + f ( u) = f ( n) + f ( u + 1) .

由题设条件知 ,只要有

α( n + 1) ≤u < (α+ 1) ( n + 1) ,

αn ≤u + 1 < (α+ 1) n

即可. 也就是

α( n + 1) ≤u < u + 1 < (α+ 1) n. ③

同理 ,式 ②等价于

αn ≤u < u + 1 < (α+ 1) ( n - 1) . ④

由式 ③、④知 ,只要存在正整数 u ,使得

α( n + 1) ≤u < u + 1 < (α+ 1) ( n - 1) .

由(α+ 1) ( n - 1) - α( n + 1) = n - 2α- 1≥2 ,
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知上式成立.

其次 ,设 n0 为整数 , n0 - 1 < 2α+ 3 ≤n0 ,则 n0

≥3. 由上述知

f ( n + 1) - f ( n) = f ( n0) - f ( n0 - 1) , n ≥n0 - 1.

因此 ,

f ( n) = ( n - n0 + 1) [ f ( n0) - f ( n0 - 1) ] + f ( n0 - 1) ,

n ≥n0 - 1. ⑤

取正整数 k、m ,使得

m ≥n0 ,αm ≥n0 ,αm ≤k < (α+ 1) m.

又由 f ( k + m) = f ( k) + f ( m) ,知

( k + m - n0 + 1) [ f ( n0) - f ( n0 - 1) ] + f ( n0 - 1)

= ( k - n0 + 1) [ f ( n0) - f ( n0 - 1) ] + f ( n0 - 1) +

　( m - n0 + 1) [ f ( n0) - f ( n0 - 1) ] + f ( n0 - 1) .

由此得 ( n0 - 1) f ( n0) = n0 f ( n0 - 1) .

令 f ( n0 - 1) = b ( n0 - 1) ,则 f ( n0) = bn0 .

代入式 ⑤,知 f ( n) = bn , n ≥n0 - 1.

下面证明 :对所有正整数 n ,有 f ( n) = bn.

若不然 ,设使得 f ( n) ≠bn 的最大正整数为 n1 .

当α> 1 时 ,取正整数 k ,使得

αn1 ≤k < (α+ 1) n1 ,

则 k > n1 , k + n1 > n1 , f ( k + n1) = f ( k) + f ( n1) .

因此 , f ( n1) = f ( k + n1) - f ( k)

= ( k + n1) b - kb = n1 b ,

矛盾.

当α≤1时 ,有αn1 ≤n1 < (α+ 1) n1 .因此 ,

b·2 n1 = f (2 n1) = f ( n1) + f ( n1) .

从而 , f ( n1) = n1 b ,矛盾.

又当 f ( n) = bn , b 为任意给定的实数时 ,显然满足

题意.

综上所述 ,所求的函数为 f ( n) = bn , b 为任意给定

的实数.

(2005中国数学奥林匹克主试委员会　提供)

首 届 中 国 东 南 地 区 数 学 奥 林 匹 克

第 一 天

一、设实数 a、b、c 满足

a2 + 2b2 + 3c2 =
3
2

.

求证 :3 - a + 9 - b + 27 - c ≥1.

(李胜宏　供题)

二、设 D 是 △ABC 的边 BC 上的一点 ,点

P在线段 AD 上 ,过点 D 作一直线分别与线段

AB 、PB 交于点 M、E ,与线段 AC、PC 的延长线

交于点 F、N.如果 DE = DF ,求证 :DM = DN.

(陶平生　供题)

三、(1)是否存在正整数的无穷数列{ an} ,

使得对任意的正整数 n ,都有

a2
n + 1 ≥2 anan + 2.

(2)是否存在正无理数的无穷数列{ an} ,使

得对任意的正整数 n ,都有

a2
n + 1 ≥2 anan + 2.

(金荣生　供题)

四、给定大于 2 004 的正整数 n ,将 1 ,2 , ⋯,

n2 分别填入 n ×n 棋盘 (由 n 行 n 列方格构

成)的方格中 ,使每个方格恰有 1 个数. 如果 1

个方格中填的数大于它所在行至少 2 004 个方
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