
12 中等数学

2017年全国高中数学联赛加试题另解
中图分类号：012 文献标识码：A 文章编号：1005—6416(2017)12-0012一cr7

第一题如图1，在△ABC中，AB=AC，

，为△ABC的内心．以AB为半径作OA，以

馏为半径作O，，过点B、，的圆厂与OA、oJ『

分别交于点P、Q(不同于点B)．设俨与8Q

交于点R．证明：BR上CR．

图1

证法1 如图2，联结圯、叼、PA、船、
PC，作AD LBP于点D，Is LBQ亍点s．

图2

有元素口、b的集合有两个时，满足条件的集

合的个数最多为七个；同时含有元素口、b的

集合有三个时，满足条件的集合的个数最多

也是七个．

由AB=AC=AP，IB=IC=IQ，且曰、，、P、

Q四点共圆，知

么B佃=么PAD=么BCP．

么BIS=么QIS，

么ABI=么CBI=么BCI=么A口．

么脚=么IQ8=么IBQ。
么PIQ=么PBQ．

则么BAD"4-么ABI-I-么IBC．4-么CBP=90。，

么BIS+么IBC+么CBP+么PBQ=90 o．

故么BCP．4-么BCI=么踟+么QIS，即
ZsIR=[ICP．

又么脚=么RIB，于是，
么IBP=么IRB

j IB为△艘R外接圆的切线
j IB2=IP．IR=，c2．

又么CIP=么RIC，故

△CIP∽△砌C j Z ICP=ZIRC

j IC为△CPR外接圆的切线

j么IRC=么，cP=么SIR

j IS?{CR．

因此，BR上CR．

(李耀文 山东省枣庄市第十八中学，

277200王梅丽重庆市铁路中学，400000)
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证法2 以o，为基圆作反演变换，圆厂

的像为直线BQ，点P的像为R．

据反演的保角性得

么z8P=／BRI，／ICP=么CRI，

／BRC=／BRI+／CRI

=么IBP+／ICP

=2rt一／BIC一／BPC

=知一(詈+j1 BAC)一(兀一虿1么鲋c)
一旦
。。2’

因此，BR上CR．

(杨续亮 安徽省安庆市岳西县汤池中

学，246620金智豪 江西省景德镇一中高

一(16)班，333000 李奕冲 吉林省四平市

第一高级中学高三(16)班，136001)

证法3 如图3，设圆厂的圆心为D，过

点D作OD上AB于点D，OE上舡于点E，

设AO与BC交于点F联结OB、OI、OA．

图3

由A，上BC，则OE∥BC．

故么IOE=900一么OIE

=900一／BIE+[BIo

=90。一／BAI一／ABI+么OBI

=么IBC+／OBI=／OBD．

又OB=Ol，么ODB=么D肼=900，则

△ODB丝△D肼j OE=BD．

由两圆相交的性质，知B、Q关于直线讲

对称，B、P关于直线OA对称．

因此，BQ j-加．

又BC上腰，故

么CBQ=／D腰=／BOD．

注意到，
1

么脚=÷么BOP=1800一么A∞，
二

么IRB=1800一么BIP一么CBQ一／IBC

=／AOB一么BOD一么IBC
1

=／A叩一÷么船c
二

1

=900一／尉D一÷么ABC．
二

过点C作CR7j-BQ于点R’．

则歙7=BCcos么CBQ．
在△姗中，由正弦定理得
8R 日，

BI=
BC

2cos[IBc‘

故BR=BR’

车令sin／BIR

=2sin／IRB·C08么IBC·COS／CSQ

铮sin么AOB

=2c。s(L BAO+吉二LABCl，·
cos÷么ABC·cos么BOD

々亨sin／BAO·COS／ABO+

sin／ABO·C08么BAO

=(eos／BAO+cos(么t140+么ABC))·

sin么ABO

铮sin么BAO·C08／ABO

=COS么AFC·sin／ABO
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14 中等数学

铮sin么戤D=cos么AOE·tan么ABO

铮塑：塑．塑铮DE：肋I"1．乍≥——=——·——车亨f，一= ，，．

OA A0 DB。。、’‘。——‘。‘

上式显然成立．

因此，点尺与尺7重合，即BR上CR．

(薛辰昕 浙江省杭州第二中学高三

(12)班，310053 申武杰 山西省太原市第

五中学389班，030012)

证法4如图4，设c、，、P三点确定圆

，。，与o，交于点|s(若两圆相切，则视作点c

与Js重合，直线嬲视为两圆公切线)．

图4

对圆厂。、O，、圆，应用根心定理，有cS、

IP、BQ三线共点于兄

从而，C、S、尺三点共线．

故么P叩+么PSR

=么BIP-4-么CIP=么BIC．

又么QPR=么IBR=么IQB=么脚，类
似地，么艘S=么俨C，于是，

么QPS=么QPR+么RPS

=么IPB+么IPC=么BPC．

注意到，么BIC=90。+÷么A，
厶

么BPC=180。一么BAC=180。一÷么A．
厶

则么QRS

=360。一(么PQR+么只孵)一么QPS

=3600一么BIC一么BPC

=360。一(∞。+丢么A)一(·so。一互1一A)
=900．

因此，船j_CR．

(段宇昕 湖南省长沙市长郡中学高二

(1601)班，410000)

第二题设数列{口。}定义为

a1=1，

ro。+n，口。≤n；
口。+1={ (n=1，2，⋯)．

【an—n， an>凡

求满足a，<r≤32 017的正整数r的个数．

解法1先证明一个引理．

引理a1=1，凡≥2时，设

犁<孔≤乏}(m≥1)．—F<孔≤——广(m≥)·

艄／'t--等叫·≤k≤竿)时，
a。=3“+k>n；

当n=等+2k+l(0≤尼≤等)时，
3“+1 一

a。一i——i—一一k≤n，

当且仅当k=O时，上式等号成立．

证明对／／,用数学归纳法．

(1)当n
I
2，3，4时，易证．

(2)假设结论对／／,≥4成立，考虑n+1

的情形．

(i)若r／,--等秘(·≤尼≤等M
口。=3“+k>n．

故口。+1=a。一／7,

_3m小等一2k=半⋯1．
(ii)若rt-"等+2k+-(0≤J}≤竿细
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口。：掣一后飘口n 2——i—一一厅≤n·
-

故a。+l=a。+n

+2尼+1

(iii)若n=等蚴+1卜3丁m--1p
3““一1
n

2—i—

n+1

则a。

3“+1

2

3“+
，’

+1∈

七=

3““一1 3““一1

2
'

故‰。弧⋯·+宰
3“+1

2

引理得证．

=n+1．

现考虑口，<r≤32仇7．

2

易知r≠1．故r≥2．

当r∈(等，学】(m=1,2,-．．,2 016)
时，因为。，<r，所以，由引理，知r一3丁m--1为
不小于3的奇数，即

r=3丁rn--1+2k+·峥≤等)．
故这样的r群芸个

Z

当等<闲2 017时，因她<r，所以，
由引理，知r一!要土为不小于3的奇数由引理，知r—生≠为不小于的奇数
故这样的，．有

32 017一华一2 32 017—3一———了f——一一二 口 气

2

因此，满足a，

4

<r≤32 017的r

(个)．

的个数为

登型+一32 017--3：一1 039+塑．矧2 。4
1

2
’

(陈春湖北省武钢三中，430080)

解法2易得a1=1，a2=2．

设口“=rk(七=1，2，⋯)．

下面运用算两次计算口s”z．

当庇>t3时，有

“3r^-2

=(口3“一2一a3r,-3)+(a3飞一3一a3“一4)+⋯+

(aq+2一a_+1)+(ark+1一血q)+a“·

又a，I=rk，ark+1 2a，I+“，

口1+2=o飞+1一(“+1)，

o”3=o”2+(rk+2)，

口“+4=口k+3一(rk+3)，

a”5
2a”4+(rk+4)，

口3，‘一3=a3，^一4+(3r＆一4)，

2 a3 3
3r )，”=”一L^一J，

并利用a，。=“得

ak+(“一(h+1))+((rk+2)一(rk+3))+

⋯+((3rt-4)一(3r^一3))

=a，。+(r^一(“+1))+((r^+2)一

(“+3))+⋯+((r^+(2r^一4))一

(“+(2r^一3))

=rt+(一1)(r^一1)=1．

于是，a3”2=1．

又03”1=口3”2+3r％一2=3rk一1满足

口，‘=‰，则rk+1=3rk一1，即
1

-Trk+l--T：3．1
一

九一i』o

故卜一丢)是以号为首项、3为公比的等
Lt数列．

从而。=半．

●l

，JIlIl、

●
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16 中等数学

经检验，k=1，2也满足要求．

对任意的正整数r∈(k，“+。)有

a，≠r．

令“<3“，l"k+l>t3“．

取k=[1+1093(2×3”一1)]，其中，[z]

表示不超过实数戈的最大整数．

从而，在区间[1，3“]内共有

蠡=[1+l093(2 X 3“一1)]

个数满足口，=r．

故满足口，<r<3“的正整数，．的个数为

3“一[1+l093(2×3“一1)]一1
2

。。．。，牟、t 32 017—2 019

因此，所求为L—i一．
(杨续亮，安徽省安庆市岳西县汤池中

学，246620周阳锋，宁波诺丁汉大学附属中

学，315048)

第三题将33×33的方格表中每个格

染三种颜色之一，使得每种颜色的格的个数

相等．若相邻两格的颜色不同，则称其公共边

为“分隔边”．试求分隔边条数的最小值．

解假设分隔边条数不大于55，记三种

颜色为A、曰、C．

若一条分隔边对应的两格为A色、B色

或4色、C色，则称该分隔边为A色分隔边．

类似定义B色、c色分隔边．

由于55<66，故必有一列无水平分隔边

或必有一行无竖直分隔边．

设有一列无水平分隔边，该列均为A色．

(1)若A色分隔边条数不大于32，则必

有一行无A色分隔边(否则，A色分隔边条数

不小于33，矛盾)．

故该行也为单色行，且为A色行．

于是，水平或竖直的A色分隔边条数不

大于16．

不妨设A色水平分隔边条数不大于16，

则必有17列全为A色，这与每色小方格数相

等矛盾．

(2)若A色分隔边条数不小于33，则

(i)存在全为B色的列，也存在全为c

色的列．这三列中相邻两列间均至少有33条

竖直分隔边(每行中至少有一条)，故至少有

66条分隔边，矛盾．

(ii)存在全为B色的列，不存在全为c

色的列．

由于不存在全为C色的行与列，故

C色分隔边条数

≥C色所有格在水平和竖直方向上投影

长度的长 ①

I>39．

否则，

C色格数

≤C色所有格在水平和竖直方向上投影

长度的乘积

≤19×19<363．

矛盾．

若一个C色格夹在全为A色列与全为B

色列之间，则该C色格在水平方向上的投影

线段只有一条．而在该行中至少产生2条C

色分隔边，故该行对结论①中左边与右边的

差的贡献为1．而A色列与B色列之间每行

均有一条竖直分隔边，设有k行中A色列与

B色列之间有C色格，于是，

C色格数f>39一k+33+k=72，

矛盾．

(iii)不存在全为曰色的列，也不存在全

为C色的列．

同(ii)，B色分隔边与C色分隔边均至

少为39条，且每条分隔边至少为两种颜色的

分隔边，故
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分隔边总数≥箜半=55．5，矛盾．
构造分隔边数为56的例子，如图5．

图5

因此，所求最小值为56．

(申武杰 山西省太原市第五中学389

班，030012 荣仲 重庆市第十一中学校，

400061)

第四题设m、n(m≥n)均为大于1的

整数，a。，a：，⋯，a。为n个不超过m的互不

相同的正整数，且a。，口：，⋯，a。互素．证明：

对任意实数z，均存在一个i(1≤i≤n)，使得

||口t戈|I≥磊靠II戈II,其中，lI y II表示实
数Y到与其最近的整数的距离．

证明将结论加强为：

怕川I≥志m m忪忆+ 十O

其中，对于m≥2，有

点>南铮m2+m>3．孑而>丽i可铮m1 m地
下面证明加强命题．

首先研究八戈)=¨Il的基本性质．

引理(1)对任意整数M和实数a，有

Il口+M lI=lI a 11．

(2)对任意实数aab，有

fI a+b 0≤II口0+|I b Il，

0 a—b II≤|I a II+0 b lI．

(3)对任意整数移和实数a，有

|I 1)a l|≤⋯|I a|I；

(4)对任意k个实数菇。，戈：，⋯，石。及k个

整数秽l，影2，⋯，‰，有

曙巧'忙蚤⋯誓I|．
证明 (1)显然成立．

(2)由(1)，设口、6∈【一丢，虿1)，此时，
II a 0=l a I，II b II=l b I．

若ab≤O，设口≤O≤6，贝0

。+6∈【-虿1，虿1)
=亨|I a+b If=I a+b I≤I a I+I b I

=0 a Il+I|b¨

若ab>o，当I口I+I b I≥÷时，由于

fI口+b If≤÷，

故0口+b II 1≤I口I+I bl：II口II+』b||．

当I口I+I bI<÷时，有

l口+b l=l口l+I b l<。}

j口+6∈(一虿1，虿1)
=亭0 a+b|I=I口+b

≤I口I+I b I=0 a ll+|I b I|．

又II b 0=lI—b II，由前面的证明有

II a—b I|=||口+(一b)|l≤|I a 0+|I—b||

=0 a II+|I b¨

(3)若口>0，由(2)及数学归纳法，结论

显然成立．

若秽=0，显然成立．

若移<0，由于

0 m 0=0一抛lI≤I一秽l II a II=I移l l|口I|，

因此，(3)成立．

(4)当k=1时，由(3)知结论成立．

假设对于k=t时，结论成立．
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18 中等数学

当k=f+1时，由(2)、(3)及归纳假设得

0j∑=l巧鼍Il≤|Ij∑=l巧巧0

巧I II勺¨

综上，结论成立．

引理得证．

+0％+l石I+1

不妨设1≤口l<a2<⋯<口。≤m．

若a。，a：，⋯，a。中有两个数相邻，记为

吩、q+l(吁+1 =吩+1)．

由(4)知

lI石|I=I|一甲+吩+-算0≤|I甲|I+0吁+-戈|I．
由平均值原理，知存在i∈{J，．『+1}，有

叩in≥丢II菇II≥杰
若a。，口：，⋯，a。中不存在两个数相邻，则

m≥口。≥口。一l+2≥⋯≥口l+2(n一1)

j q≤m一2n+2，吃≤m一2n-[-49···9an≤玑

由于(al，a2，⋯，a。)=1，故由Bezout定

理，知存在Ml，M2，⋯，M。∈

∑吁呵=1．
J=1

Z，使得

设II aix nl=。m晌ax 0吩髫II·
由(4)知

≤

∑吻吩菇0≤
J=1

∑⋯II叩
J 21

故II n；菇II≥士II髫II．
∑I吩lJ二-J J
J=1

①

只需证：存在一组满足式①的整数组

Ul，配2，⋯，Un，使得

砉⋯≤毫竽．
由于n·=。唿口i，对于任意2≤z≤n及任

意整数k，有

U1al+uiaf=(U1+玩f)al+(Uf一玩1)af．

取k=

k=
配i

口l

Uf

aI

甘I Uf一托1

故檄I地I
⋯=胁
制1+砉
≤1+∑

，=2

q
2

兰一矗
ol
≤号

I≤≥．

≤ial硎埘恩≤i凋1埘恩

一喜J q吩1／：2

吁吩

口l

2≤i≤n成应，此时，

故砉吲小吉吝州¨)号．
结合吩≤m一兢+≈，有

意I吩l

≤1+÷宝(m如+巧)+止必掣
二i=2 二

=1+止避P盟+止学譬趔-l+堕型监字幽
≤·+掣=吉m2+吉m+碧．
6∑I
J=1

叶I∈Z，有

j∑I
J=1

≤【m2+m+2了5】-m2+m+6

≤半，
其中，[菇]表示不超过实数龙的最大整数．

故Il q戈|I

综上，加强命题成立．

(王首樵 天津市耀华中学实验五年

(3)班，300040)

Ⅲ∑Ⅲ
≤

。∑Ⅲ
由

菇口吁。∑Ⅲ

一

吩1一I一。∑Ⅲ

≥
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