智浪教育—普惠英才文库

竞赛讲座05
－几何解题途径的探求方法
  一．充分地展开想象

    想象力，就是人们平常说的形象思维或直觉思维能力。想象力对于人们的创造性劳动的重要作用，马克思曾作过高度评价：“想象是促进人类发展的伟大天赋。”解题一项创造性的工作，自然需要丰富的想象力。在解题过程中，充分展开想象，主要是指：

1．全面地设想
    设想，是指对同一问题从各个不同的角度去观察思考和深入分析其特征，推测解题的大致方向，构思各种不同的处理方案。

例1．在
[image: image1.wmf]ABCD

中，AB=AC，D是BC边上一点，E是线段AD上一点 ，且
[image: image2.wmf]BAC

CED

BED

Ð

=

Ð

=

Ð

2

，求证：BD=2CD（92年全国初中联赛试题）

例2． 在
[image: image3.wmf]ABC

D

中，AB>AC，
[image: image4.wmf]A

Ð

的外角平分线交
[image: image5.wmf]ABC

D

的外接圆于D，
[image: image6.wmf]AB

DE

^

于E。求证：
[image: image7.wmf]2

)

(

AC

AB

AE

-

=

（89年全国高中联赛试题）

3．在
[image: image8.wmf]ABC

Rt

D

的斜边上取一点D，使
[image: image9.wmf]ACD

ABD

D

D

和

的内切圆相等。证明：
[image: image10.wmf]2

AD

S

ABC

=

D

（31届IMO备选题）

例4．设A是三维立体
[image: image11.wmf]a


[image: image12.wmf]bc

的长方体砖块。若B是所有到A的距离不超过1的点的集合（特别地，B包含A），试用
[image: image13.wmf]abc

的多项式表示B的体积（84年美国普特南数学竟赛试题）

2．广泛地联想

    联想，是指从事物的相联糸中来考虑问题，从一事物想到与其相关的各种不同的事物，进行由此彼的思索。在解题过程中，我们如能根椐问题特征广泛地联想熟知命题，并设法将其结论或解法加以利用，则无疑是获得解题途径的简捷方法。

例5．在
[image: image14.wmf]ABC

D

中角A，B，C的对边分别为a，b，c，若角A，B，C的大小成等比数列，且
[image: image15.wmf]ac

a

b

=

-

2

2

，求角B（85年全国高中联赛试题）

例6．四边形ABCD内接于
[image: image16.wmf]o

O

，对角线
[image: image17.wmf]BD

AC

^

于
[image: image18.wmf]P

，
[image: image19.wmf]E

是
[image: image20.wmf]CD

的中点，
[image: image21.wmf]OF

：PE

F

。

AB

OF

=

^

求证

于

（78年上海高中竟赛试题）
例7． 在正方体
[image: image22.wmf]1

1

1

1

D

C

B

A

ABCD

-

中，
[image: image23.wmf]E

是
[image: image24.wmf]BC

的中点，
[image: image25.wmf]F

在棱
[image: image26.wmf]1

AA

上，且
[image: image27.wmf]2

:

1

:

1

=

FA

F

A

，求平面
[image: image28.wmf]EF

B

1

与底面
[image: image29.wmf]1

1

1

1

D

C

B

A

所成的二面角。（85年全国高中联赛试题）

例8． 设
[image: image30.wmf]4

3

2

1

A

A

A

A

为
[image: image31.wmf]O

0的内接四边形，
[image: image32.wmf]4

3

2

1

,

,

,

H

H

H

H

依次为


[image: image33.wmf],

3

2

1

2

1

4

1

4

3

4

3

2

,

,

,

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

D

D

D

D

的垂心。求证：
[image: image34.wmf]4

3

2

,

1

,

,

H

H

H

H

四点在同一个圆上，并确定该圆的圆心位置。（92年全国高中联赛试题）

3．大胆地猜测想

    猜想，是指由直觉或某些数学事实，推测某个判断或命题可能成立的一种创造性的思维活动过程。科学家都非常重视猜想的作用。誉满世界被称为数学王子的德国数学家高斯就曾深有体会地说：“没有大胆的猜想就不可能有伟大的发现。”“若无某种放肆的猜想，一般是不可能有知识的进展的。”在解题过程中，通过猜想不仅可以得到问题的结论，而且还可以获得解题的途径，但应注意，由猜想所得出的结论不一定可靠，其正确性还必须经过严格的逻辑证明或实践的检验。

例9． 正方形
[image: image35.wmf]ABCD

的边长为1，
[image: image36.wmf]Q

P

,

分别是边
[image: image37.wmf]AB

与边
[image: image38.wmf]AD

上各一点。若
[image: image39.wmf]APQ

D

的周长为2。求
[image: image40.wmf]PCD

Ð

（88年国家队选拔试题）

例10．已知圆内接四边形的对角线
[image: image41.wmf]AC

与
[image: image42.wmf]BD

相交于
[image: image43.wmf]M

。求证：
[image: image44.wmf]MC

AM

CD

AD

CB

AB

=

´


例11．已知四面体
[image: image45.wmf]ABC

p

-

的六条棱长之和为
[image: image46.wmf]l

，并且


[image: image47.wmf]0

90

=

Ð

=

Ð

=

Ð

CPA

BPC

APB

，试求它的最大体积。（28届IMO备选题）

例12．设正方体
[image: image48.wmf]1

1

1

1

D

C

B

A

ABCD

-

的棱长为
[image: image49.wmf]a

，过棱
[image: image50.wmf]1

1

C

B

上一点
[image: image51.wmf]Q

作一直线与棱
[image: image52.wmf]1

AA

和
[image: image53.wmf]DC

的延长线分别交于
[image: image54.wmf]R

P

,

，试问：当
[image: image55.wmf]Q

在棱
[image: image56.wmf]1

1

C

B

上移动时，线段
[image: image57.wmf]PR

最短时的长度是多少？证明你的结论。

二．精心地进行类比

类比，是指人们在观察或思考问题时，往往把相似的事物加以比较，并把处理某些事物的成功经验用到与其性质相似的另一些事物上去的思维方式。在解题过程中，若能将它与相似的问题精心地进行类比，则往往可由此得到解题途径，甚至发现新的知识。

例13．四边形
[image: image58.wmf]ABCD

内接于⊙
[image: image59.wmf]O

，对角线
[image: image60.wmf]AC

与
[image: image61.wmf]BD

相交于
[image: image62.wmf]P

，设
[image: image63.wmf]CDP

BCP

ABP

D

D

D

,

,

和
[image: image64.wmf]DAP

D

的外接圆圆心分别为
[image: image65.wmf]4

3

2

1

,

,

,

O

O

O

O

。求证：
[image: image66.wmf]OP

O

O

O

O

,

,

4

2

3

1

三直线共点。（90年全国高中联试题）

例14．在四面体
[image: image67.wmf]ABC

O

-

中，已知
[image: image68.wmf]0

90

=

Ð

=

Ð

=

Ð

COA

BOC

AOB

，试问：
[image: image69.wmf]COA

BOC

AOB

ABC

S

S

S

S

D

D

D

D

,

,

,

之间有何关系？证明你的结论。

例16．设
[image: image70.wmf]O

是四体
[image: image71.wmf]ABCD

内部的任意一点，
[image: image72.wmf],

,

,

CO

BO

AO

和
[image: image73.wmf]DO

的延长线分别与面
[image: image74.wmf]ABD

ACD

BCD

,

,

和
[image: image75.wmf]ABC

交于
[image: image76.wmf]D

C

B

A

¢

¢

¢

¢

,

,

,

。求证：
[image: image77.wmf]1

=
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+
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D

D

D
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A
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O


三．合理地利用特殊

例17.
[image: image78.wmf]ABC

D

和
[image: image79.wmf]ABD

D

在边
[image: image80.wmf]Ab

的同侧,
[image: image81.wmf]°

=

Ð

+

Ð

180

ADB

ACB

,且边
[image: image82.wmf]BC

与边
[image: image83.wmf]AD

相交于
[image: image84.wmf]E

点.求证:
[image: image85.wmf]2

AB

BC

BE

AD

AE

=

×

+

×

.

例18.已知半径分别为
[image: image86.wmf]R

、
[image: image87.wmf]r

（
[image: image88.wmf]R

>
[image: image89.wmf]r

）的两圆内切于
[image: image90.wmf]A

，
[image: image91.wmf]AE

是外圆的直径，
[image: image92.wmf]AE

的垂线与两圆分别交于
[image: image93.wmf]AE

同侧的两点
[image: image94.wmf]B

和
[image: image95.wmf]C

，试求
[image: image96.wmf]ABC

D

的外接圆直径（83年苏联竞赛题）

例19．设
[image: image97.wmf]AO

是
[image: image98.wmf]i

i

C

AB

D

的角平分线，且点
[image: image99.wmf]i

i

C

O

B

,

,

共线（
[image: image100.wmf]n

i

,

,

2

,

1

L

=

），则


[image: image101.wmf]2
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（79年苏联竞赛题）

例20．已知菱形
[image: image102.wmf]ABCD

外切于⊙
[image: image103.wmf]O

，
[image: image104.wmf]MN

是与边
[image: image105.wmf]CD

AD

,

分别交于
[image: image106.wmf]N

M

,

的⊙
[image: image107.wmf]O

的任一切线，求证：
[image: image108.wmf]CN

AM

×

为定值。（89年苏联奥赛题）

例21．设
[image: image109.wmf]P

是正三角形
[image: image110.wmf]ABC

外接圆的劣弧
[image: image111.wmf]BC

上任一点，求证：（1）
[image: image112.wmf]PA

PC

PB

=

+

；（2）
[image: image113.wmf]2

2

AB

PA

PC

PB

-

=

×


例22．求证：顶点在单位圆上的锐角三角形的三个内角的余弦之和小于这个三角形周长的一半。

例23．
[image: image114.wmf]ABC

D

外接于⊙
[image: image115.wmf]O

，
[image: image116.wmf]P

是
[image: image117.wmf]AB

弧上一点，过
[image: image118.wmf]P

作
[image: image119.wmf]OB

OA

,

的垂线，与
[image: image120.wmf]BC

AC

,

分别于
[image: image121.wmf]T

S

,

，与
[image: image122.wmf]AB

分别义于
[image: image123.wmf]N

M

,

。求证：
[image: image124.wmf]MS

PM

=

的充要条件是
[image: image125.wmf]NT

PN

=

。

例24．在凸六边形
[image: image126.wmf]ABCDEF

中，若对角线
[image: image127.wmf]CF

BE

AD

,

,

中的每一条都把六边形分成面积相等的两部分，则这三条对角线相交于一点（88年苏联奥赛题）

习题

1．若
[image: image128.wmf]CE

是
[image: image129.wmf]ABC

D

的
[image: image130.wmf]C

Ð

的平分线，且
[image: image131.wmf]EB

AE

CE

×

=

2

，则
[image: image132.wmf]2

:

1

:

=

AC

AE

（78年四川联赛试题）

2．在
[image: image133.wmf]ABC

D

中，
[image: image134.wmf]AC

AB

=

，任意延长
[image: image135.wmf]CA

到
[image: image136.wmf]P

，再延长
[image: image137.wmf]AB

到
[image: image138.wmf]Q

，使
[image: image139.wmf]BQ

AP

=

。

求证：
[image: image140.wmf]ABC

D

的外心与
[image: image141.wmf]Q

P

A

,

,

四点共圆（94年全国初中联赛试题）

3．平面上已给一锐角
[image: image142.wmf]ABC

D

，以
[image: image143.wmf]Ab

中直径的圆交高
[image: image144.wmf]C

C

¢

及延长线于
[image: image145.wmf]N

M

,

，以
[image: image146.wmf]AC

为直径的圆交高
[image: image147.wmf]B

B

¢

及其延长线于
[image: image148.wmf]Q

P

,

，证明：
[image: image149.wmf]Q

P

N

M

,

,

,

四点共圆（90年美国19届奥赛题）

4．已知一凸五边形
[image: image150.wmf]ABCDE

中，
[image: image151.wmf]DE

CD

BC

BAE

=

=

=

Ð

,

3

a

，且
[image: image152.wmf]a

2

180

-

°

=

Ð

=

Ð

CDE

BCD

，求证：
[image: image153.wmf]DAE

CAD

BAC

Ð

=

Ð

=

Ð

（90年全国初中联赛题）

5．在
[image: image154.wmf]ABC

D

中，
[image: image155.wmf]B

A

Ð

Ð

,

，
[image: image156.wmf]C

Ð

的对边分别为
[image: image157.wmf]c

b

a

,

,

，已知
[image: image158.wmf]2

2

2

b

bc

ac

a

=

+

+

，


[image: image159.wmf]2

2

2

c

bc

ac

a

=

+

-

，求它的最大角的度数（90年苏联奥赛试题）

6．已知锐角
[image: image160.wmf]ABC

D

的顶点
[image: image161.wmf]C

到垂心，外心的距离相等，求
[image: image162.wmf]ACB

Ð

（90年匈牙利奥赛题）

7．在三棱锥
[image: image163.wmf]ABC

S

-

中，
[image: image164.wmf]SC

SA

^

，△
[image: image165.wmf]SBC

和△
[image: image166.wmf]ABC

都有等腰三角形，
[image: image167.wmf]D

是
[image: image168.wmf]BC

边上任意一点，在平面
[image: image169.wmf]SAD

内作
[image: image170.wmf]AD

SH

^

于
[image: image171.wmf]H

，
[image: image172.wmf]P

是
[image: image173.wmf]SH

的中点，求证：
[image: image174.wmf]SDH

tg

PAH

tg

Ð

×

Ð

为定值。

9．设不过给定的平行四边形
[image: image175.wmf]ABCD

顶点的任一直线分别与直线
[image: image176.wmf]DA

CD

BV

AB

,

,

,

交于
[image: image177.wmf]H

G

F

E

,

,

,

，则⊙
[image: image178.wmf]EFC

与⊙
[image: image179.wmf]GHC

的另一交点必在定直线上。

10．设
[image: image180.wmf]ABCD

是任意四边形（包括凹四边形），则
[image: image181.wmf]BD

AC

^

的充要条件是：

[image: image182.wmf]2

2

2

2

BC

AD

CD

AB

+

=

+

（1912年匈牙利竞赛试题）

11．如图，圆的三条弦
[image: image183.wmf]1

1

1

,

,

RR

QQ

PP

两两相交，交点分别为
[image: image184.wmf]C

B

A

,

,

。若
[image: image185.wmf]1

1

1

,

CQ

BP

AR

CR

BQ

AP

=

=

=

=

。求证：△
[image: image186.wmf]ABC

是正三角形。（28届IMO备选题）

12．已知锐角△
[image: image187.wmf]ABC

的外接圆半径为
[image: image188.wmf]R

，
[image: image189.wmf]F

E

D

,

,

分别是边
[image: image190.wmf]AB

CA

BC

,

,

上的点，求证：
[image: image191.wmf]CF

BE

AD

,

,

是三条高的充要条件是：
[image: image192.wmf]2

)

(

FD

EF

DE
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S
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+

+

=

D

(86年全国高中联赛试题)

13.凸四边形
[image: image193.wmf]ABCD

内接于⊙
[image: image194.wmf]O

,对角线
[image: image195.wmf]AC

与
[image: image196.wmf]BD

相交于
[image: image197.wmf]P

,△
[image: image198.wmf]ABP

与△
[image: image199.wmf]CDP

的外接圆相交于
[image: image200.wmf]P

和另一点
[image: image201.wmf]Q

,且
[image: image202.wmf]Q

P

O

,

,

三点两两不重合,则
[image: image203.wmf]°

=

Ð

90

OQP

(第8届CMO试题)
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