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一、填空题(每小题8分，共64分)

1．在不大于2 017的正整数中，被12整

除但不被20整除的数共有——个．
2．设复数z满足等_3+4 i．
则⋯=——．
3．在圆内接四边形ABCD中，AB=3，

BC=4，CD=5，DA=6．则四边形ABCD的面

积为一4．设正八面体的边长为1．则其两个平
行平面之间的距离为——．
5．设平面向量口、卢满足

I口+印I=3，l 20r+3p I=4．

则理·卢的最小值为——．

6．已知过椭圆戈2+2y2=3的一个焦点

作斜率为七的直线，与椭圆交于A、B两点．

若AB=2，则I kI=一7．设0∈[0，2rc]满足对于戈∈[0，1]，

均有

f(x)：2∞2sin 0—4x(1一戈)oos 0+3(1一石)2>0．

则0的取值范围是一8．设n为正整数．随机选取{1，2，⋯，n}

的非空子集A、B．则A n日不是空集的概率为

‘_。_____________________一●

二、解答题(共86分)

9．(21分)如图1，设日为锐角△ABC的

垂心，点D在直线AC上，HA=HD，四边形

ABEH为平行四边形．证明：B、E、C、D、H五

又cD∥PQ，因此，A—P—AC PB一丝
AQ AD’QB BC

j篙=丽BD j Ac·BC=AD·肋．
五、由柯西不等式得

口2 b2 c2————=+————=+————■二
1+~／6c 1+~／co 1+~／n6

≥——兰堕兰L．
3+,v／ab+Jbc+√c口

故只需证明：r_J皂a≯b‰≥丢．3+ +、／bc+、／ca 三

由均值不等式及已知得

o+b+c=÷((口+b)+(b+c)+(c+口))

≥寻×3汀再可万i丽=寻．

(何+瓜+伍)3
：(拓iib a+石了i+五i瓦)=0q 0 ab··+^l b·√bc·c+q Q·c·ocQ、)

≤(河+6+o)(6+征+c)(口+c+伍)

≤(学⋯6)(6+字+c)(c⋯丁c+a)

=孚(川)(6+c)(c+班警．
于是，何+肛+伍≤妻．

故一≥篓丢
(刘康宁提供)
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点共圆．

C

E

图1

10·(21分)设o<戈<詈．证明：

o<熹tan羔S1n<}．戈一 戈 j

11．(22分)设x,y∈[0，1]．求

f(x,y、=隔+隔
的取值范围．

12．(22分)设递推数列{o。}、{b。}、{C。}

满足对于n∈N，有

口。+1=I b。一C。I，b。+1=I c。一口。I，

c。+l=I口。一b。I．

证明：对于任意正整数ahb。、C。，存在正

整数k，使得

ot+1=oI，bI+1=b‘，CI+1=ck．

参考答案

一、1．60．

记[戈]表示不超过实数菇的最大整数．

注意到，

[警】-【等】=168瑚郸5，
其中，60为12与20的最小公倍数．

2．5．

设W=3+4 i．则

，一兰业生．兰5—2 017w一历t￡7
4一加一2 017一加一2 017

2 017一历

2行丽习7。
故⋯=lWl=5．

3．6湎。

由余弦定理得

Ac2=A铲-I-BC2—2AB．BCcos B

=CD2+DA2—2CD．DAcos D．

再由A、B、C、D四点共圆得

么曰+么D=兀

且llJ cos B=黼=一手．
故S四边形A脚

=扣·Bcsin B+CD·DAsin D

=丢(3×4+5×6)半=6,／i6．

4．√6-U．

设正八面体的六个顶点的坐标为

(±万1，0，o)，(。，±万1，。)，(o,o ．

则两个平行平面菇+y+三=±老之间的

距离d=石2—3．
5．一170．

设口+帮=／g，2tr+30=l，，lu}=3，I vl=4．

由口=2v一3u，卢=2u—l，，得

口·卢=一6 I比I 2—2 V l 2+7u·l，．

当比·V=一12时，

口·卢=-54—32—84=一170为最小值．

6．臁．
计算知椭圆参数Ⅱ=万，6=c=√寻．
设直线方程为Y=k(x—C)．则点A、B的

横坐标戈。、戈：满足

戈2+2k2(舻c)2=3 j"铲篙．
又椭圆的右准线方程为戈=}=佰，再由

AB=÷(2万飞一戈2)，
血

一
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解得I kl=41+播．

7．㈢兀)．
注意到，2sin 0=以1)>0．

设戈∈(0，1)满足
2x2sin 0=3(1一石)2．

则火x)=2x(1一戈)(帕sin 0—2cos 0)>o．

又sin 0>o，且舨丽一2cos 0>o，可得
对于戈∈[0，1]，均有八戈)>O．

I虫t g(O)=6v／-6-五0。一2c。s p在区间[o，詈】

上单调递增，g(詈)=o，于是，p的取值范围是

(詈，兀)．

8．舌斋．
由于{l，2，⋯，凡}共有28个子集，其中，

C：个子集X满足I xl=|j}，2”‘个子集Y满足
Xf'l Y=囝(1≤尼≤n)．

故所求概率为

南k妻=l呶24掣1=赫．
二、9．电AH L BC，AH／／BE j BE L BC．

电HC L墟，HE／／AB j HE L HC．

于是，点B、E、C、H均在以EC为直径的

圆上．

再由BH-_AD及戤=HD，得BH垂直
平分线段AD．

则么HBD=么HBA

：要一么BAC：么HCA．

从而，B、C、D、日四点共圆．

因此，B、E、C、D、H五点共圆．

10．当0<石<詈时，tan戈>石>sin戈．

事实上，令八石)=戈一sin戈．则

厂’(戈)=1一COS戈>0．

故以戈)在区间(o，詈)上单调递增．

因此，八戈)>八0)=0，即

戈>sin戈．

类似地，tan戈>戈．

从而，要证原命题，只需证明

g(x)=tan戈一sin戈一3(戈一sin戈)>O．

计算得

g’x)=』r+2cos戈-3．

据均值不等式得

“戈)≥3(壶COS X·COS X)3—3=0．
g7(石)=0当且仅当戈=旦2·

故g(戈)在区间(o，詈)上单调递增．
从而，g(x)>g(0)=O．

11．当石≥y时，

·11++x戈y2、1l-+xvy．E[0,1]

j 2醐埘)≥毒+高
≥鲁+高=南孔1+戈2 1+戈2 1+戈2。

当菇≤y时，显然有

f(x,y)≥√等孔斛菇。1≥y可1
j 1锁戈，Y)

2√¨导+√卜筹
≤√¨筹+√卜筹Q·
上述最后一个不等式用到了：

当0≤f≤1时，√r再+√ri≤2．

由八戈，Y)的连续性及

八1，1)=1，f(o，0)=2，

知f(x，Y)的取值范围是[1，2]．

12．对任意正整数n，用A小B小C。分别

表示a。、b—C。的升序排列．
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第一试

一、填空题(每小题8分，共64分)

1．已知集合

A={戈I 1≤戈≤2}，B={xlx2一n彤+41>0}．

若A∈B，则实数。的取值范围是

2．函数f(z)=7sin石+sin 2戈的最大值

为——．
．，2 ．，2

3．已知双曲线c：％一鲁=1(口、b>0)
o D

的左、右焦点分别为E、疋，双曲线c与圆

戈2+Y2=r2(r>0)的一个交点为P．若

竺至上型!型的最大值为4厄，则双曲线C

的离心率为——．
4．设P为素数．若存在正整数n，使得PI(n2+7n+23)，则P的最小值为—．
5．在△ABC中，AB=3，AC=4，BC=5，，

为△ABC的内心，P为△／BC(包括边界)内

一点．若AP=,IAB+一c(A、产∈R)，则A+产的

最小值为——．
6．已知P是轴截面为等腰直角三角

形的圆锥的顶点，以为圆锥的母线，B为圆

锥底面内的动点．则型茅的最大值为
．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．_．

7．已知S。为数列{n。}的前n项和，规定

&=O．若对任意的n∈Z+，均有

n。 2 017+S。一I

一=一2 017
2 017

则∑n口。=——．
8．定义在集合{戈∈Z+I 1≤戈≤12}上的

函数．厂(戈)满足

If(戈+1)一以戈)I=1(戈=1，2，⋯，1 1)，

且八1)、f(6)、厂(12)成等比数列．若f(1)

=1，则满足条件的不同函数f(戈)的个数为

二、解答题(共56分)

9．(16分)已知函数

八戈)=319(戈+2)一l092戈，

集合M={n∈ZI．厂(n3—3n2—10n+32)I>0}．

求尥

10．(20分)已知

椭圆c：％+鲁=1 a>b>o)
“ U

1

的离心率为÷，F为右焦点，A(一o，o)，lAF

下面证明：存在正整数n，使得A小B小C。

中至少有两项相等，即

A。=B。≤C。或A。≤B。=C。．

否则，对任意正整数n，均有

A。<B。<C。．

故A。+1=min{曰。一A。，c。一曰。}>0，

且C川=C。一A。<C。．

于是，C。+2=C。+1一A。+1<C。．

从而，对任意正整数k，C：⋯≤C。一k．

当k>C1时，C2＆+l<0，矛盾．

因此，存在正整数n，使得A小B小C。中

至少有两项相等．无论A。=B。≤C。或A。≤

B。=C。，均有

A。+1=O，B。+1=C。+1．

故on+2=口n+1，bn+2 2 bn+1，cn+2 2 c。+1．

(陈发来提供)
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