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关于两道数学奥林匹克题的推广与证明

喻德生

(南昌航空大学数学与信息科学学院330063)

1985年第26届国际数学奥林匹克竞赛一道

候选题是这样的[】]：已知：三角形ABC及形外的

点X，y，Z，／BAZ一么CAY，／CBX一／ABZ，

／ACY一么BCX，求证：AX，BY，CZ共点．该题

的证明，通常要利用正弦定理和梅内劳斯定理的

逆定理，较具技巧性．本文利用有向度量定值

法口～l研究该问题，得到一个涵盖面十分广泛的

定值定理．利用该定理，不仅容易推出该题和另一

道数学奥林匹克题的结论，而且还将它们推广到

更为广泛的情形．

定义1[21三角形PlP2P。各边P。P+1(i=1，

2，3；P¨一P，，以下类同)所在直线把平面分成

两部分，三角形所在的部分称为直线P。P斗。的内

侧，另一部分称为直线P：Pm的外侧．

定义2[21设点P。(z。，y。)到直线z：Az+By+

C一0的距离为d，．一，，则称该点到该直线带符号

的距离±d，．一，为点P。到直线z的有向距离，记为

DP。一f．即DPn—z一±dP。一f，其中当舡。+Byo+C>
0时，取“+”号；当m。+By。+C<o时，取
“一”号．

特别地，当d，．一，一o，即P。在直线Z上时，规

定P。到直线Z有向距离为零，即DP．，一0．

显然，点到直线的有向距离具有有向性：点

P。到方向相反的两直线Z：触+By+C一0与z一：
一触一By—C一0有向距离的绝对值相等，符号
相反，即DPn_f_一一DPn小

根据定义2和点到直线距离公式，容易证明

点到直线有向距离公式：

引理l[2]点Po(z。，y。)到直线z：Ax+By+C

一0的有向距离

r、 Axo+By。+C

LJPo-／一—历i鬲F‘

定理 设P。P：Q，，P2P。Q，P。P。Q(P1P2“，

P。P。Q：，P。P。Q：)分别是三角形P。P。P。各边的

外(内)侧三角形，且么P州P，Q：一／P计：P，Q件：

一a，(么P斗。P。Q：一／P斗：P，Q：+。一口：)(i一1，2，

3)，令口州一a，，口：如一口：，P是三角形P，P：P。所
在平面上任意一点，则

∑tana。(tana计l+tan％2)巩，QH DP_P。Q⋯一0，

(1)

∑tan口：(tana0。+tana，f十。)巩熊。DH，Q，。，一0．

(2)

证明 (i)如图1所示．设三角形P。P。P。顶

点的坐标为P：(z。，Y。)(i一1，2，3)，可得P。P州外

侧三角形P；P件。Q。顶点Q：的坐标为‘23

f．． 一z，tanal十zl+1tam斗1十(y|+l—yi)tarlaitam斗11弧一—————弋面再茜五■。———一
Iyq一迦蛆塑号芸斋荨型堂
(i一1，2，3)．

设任意点的坐标为P(z，y)，于是由有向直

线PiQ斗，的直线方程

(y。一YQH)z+(xQM—z，)y+(XiyQ㈩一

z
QI+，Y1)一0

图l

和点到直线的有向距离公式，可得
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de。Q。Dp～。Q，1一(y，一y噜1)z+(z啄l一

37i)y+(xiyc≈+1一j72QT+1了：)．

因为

JD

图2

图3

3

∑tan口。(tana斗1+tam件2)(yi—YOi+1)
i=1

3

∑ tanai Ey，(tanaI+l+tan诉+2)一
l等1

(y斗l tana汁l+y；+2 tana汁2)3
3

+∑(z斗2一z件1)tana。tan口汁1 ta豫件2
i一1

3

∑(yi—y计1)tanff，tanff汁l
l=l

3

+∑(yi—y升2)tanaitan口斗2
f一1

3

+tanal tan口2tan口3∑(zl=+z—z斗1)
i=1

3

∑(y
f=1

+∑

，一y件1)tanaitanai+]

(y汁1一y：)tan口升1tanai+0—0，
l一1

类似地，可得

而 (tan口i+l-+-tanai+2)(sciyQⅢ一zQt+1 Y1)

z抖1)tana卜卜1 tana计2]一[z，+1 tana件1+z汁2 tana斗2

+(y汁2一y汁1)tan口汁1 ta眦件23y。)
3

∑(ziy件1—5C／+1 yi)tanalta彻汁1
3

+∑(z㈣y 2一Xi+2y，)tana：tan啪
i=l

3

一∑[(z芦汁z—Xiz斗，)+(y：ym—yiy汁·)]·
i=l

taIlai tanai+l tanai+z

3

一∑(z。yHl一z斗1 y。)tarlaita蚴H1
r=1

3

+∑(z升。y：一xiy+1)tana*ttana；
i=1

3

一tanaltand2tan口3∑[(z斗1z。一XiX汁1)+
f=1

(y州yi—y。y计1)]

一0，

所以

(tana。+l+tana，+2 )dp，o。+l Dp—PiQHl

3

一z∑tan口，(tanal-J+tan口*2)(yi—yq，)+
扣=1

3

y∑tana，(tana升1+tana斗2)(zQ。一z，)+
i=1

3

∑tano／i(tan㈨+tan口计2)(五yom—zql y1)
l—l

=0。

因此式(1)成立．

(ii)类似地，当Q7，，Q7：，Q7。不重合和不共线

时，可以证明式(2)成立；而当Q7。，Q7。，Q7。重合或

共线时，式(2)显然成立．

推论1 设P。P：Q，PzP3Q，P3P1Q(P，P2d·，

P：P。Q7：，P。P。Q：)分别是三角形P。P：P。各边的

外(内)侧三角形，且么P件，P：Q。一么P汁zP。Q件z

一口。(么P州P。Q’。一么P+2P。Q 7汁2一口’；)(i一1，2，

3)，则P。Q：，P：Q。，P。Q，(P。Q7：，P2Q7。，P。Q7，)所

在的三条直线均共点．

证明 (i)如图2所示．设P。Q。，P。Q。所在直

线的交点为G，则DG-，忍一DG_r，Q一0．代人式

(1)并注意到ta眦，(tana汁1+tam斗2，dp．Q。≠0，

可得DG_，恕一0，因此G在直线P。Q，上．故

P，Q：，P。Q。，P。Q。所在直线相交于点G．

(下转封底)

a‰
。∑㈦

O—Z一畔z，L、，沣附at+汁matanat
。∑剐

口na

。∑剐

一汁Z，L一升m协斗y+=t眦随汁y[zm协。∑剐一
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一_AC，N、L分别为垂足，EN与FL交于H，求证：

AN 2+AL2+BC2一BN2+CL 2．

(江西师范高等专科学校王建荣335000，

温州私立第一实验学校刘沙西325000)

2369 设点J，H分别为锐角△ABC的内心和垂

心，则有

黑+黑+黑=≥3．
HA HB。HC

7“

(天津水运高级技工学校黄兆麟300456)

2370 如图所示，从海岸上的P地嘹望某海岛周

边的4座海洋科研观察站A，B，C，D，发现P，A，B

与P，C，D分别处在同一视线上，又测得P地到海

岛中心O地的距离为d千米，各观察站到0地的

距离均为r千米．从P地到0地已建成直线通达

的物流干线，现拟在海岛内的既有干线上设立中

转站M，新建4条由M分别直线通达各观察站的

物流支线，试确定中转站的选址，使得新建支线的

总长度最短．

尸◆二
(上接第62页)

(ii)类似地，当Q7，，Q7。，Q7。不重合和不共线

时，可以证明则P，Q：，P：Q：，P。Q：所在的三条直

线均共点；而当Q：，Q：，Q：重合或共线时，结论显

然成立．

推论2设P。Pz Q1，P2P。Q，P3P，Q；(P1Pzd，

P。P。Q；，P。P，Q：)分别是三角形P。P。P。各边的

外(内)侧三角形，且么P：P。Q，一么P。P。Q。一

么P2Q2P3，么P1 P2Q1一么P3P2Q2一么P1Q3P3

(么PzP-Q’一一么P。P，Q：一么P。Q：P。，么P。P。Q，，

一么P。PzQ；一么P。Q：P。)，则P。Q2，P2Q。，P。Q。

(P。Q；，P。Q；，P。Q：)所在的三条直线均共点．

证明 如图3所示．设么P：P。QI一么P。P。Q

一么P2Q2P3一口，么P1P2Q1一么P3P2Q2一

么PlQ3P3一a(么P2P1Q7 1一么P3PlQ’3一

么P2Q；P3一a’，么Pl P2Q
7

l一么P3 P2Q’2一

么P。Q’。P。一∥)，在推论1中，令口。一口，a。一p，口。

一兀一a-8(口；=a 7，a；一∥，a；一丌一口7一∥)即得．
注三角形各边外侧三角形的情形，推论1

即为1985年第26届国际数学奥林匹克竞赛候选

题；而当P。P。P。锐角三角形时，推论2即1973

年第7届全苏数学奥林匹克题的第(2)部分．但应

注意本文定理及其推论，对a，∈(0，7／2)U

(．／2，丌)(i一1，2，3)都成立，因此即使是对三角

形各边外侧三角形的情形，两推论的范围比两竞

赛题的结论也要广泛得多．这种非常一般性的结

论，用传统方法是不易证明的．
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