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第二十届北京高中数学知识应用竞赛
初赛试题及参考解答

2016年12月

一、(满分25分)超市里的商品都有一个识别

的号码，这个号码用可由光学扫描仪读出的条形

来编码，通常称为条码．例如下图所示．图中给出

的识别号码是0 8 9 6 0 0 1 2 4 5 6 9．这个号码称

为通用产品码(UPC)，广泛用于商品编码．在大

多数情况下，分配给产品的号码是一个12位数

字，前11位的数字是商品项目代码，最后1位是

校验码．校验码用于检验前11位商品编码的正确

性．检验的原理是要保证同类商品的所有12位编

码数字的和(或加权和)被某个整数整除．

O
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上述商品项目代码为08960012456．所有数

字和为0+8+9+6+0-4-0-6l+2+4-4-5-4-6—

43，若想让UPC的每位数字和可以被10整除，就

要选取校验码为7，于是得到该商品的UPC为0

8 9 6 0 0 1 2 4 5 6 7．显然，在商品项目代码中，无

论哪一位单个数码的改变都会改变整个编码的整

除性，从而被校验码告知“编码有误”．

但是最常见的商品项目代码书写错误是将其

中的两个相邻数字写颠倒，譬如将上述代码写成

08960012465(末两位数颠倒了)．但它的校验码也

是7，校验失效!因此简单求和的方法很少被

采用．

对上述问题．可以通过如下的加权求和的办

法修正校验．设UPC加权求和的权数为(co，，∞：，

⋯，山1 2)一(3，1，3，1，3，1，3，1，3，1，3，1)，可以算

得商品项目代码0 8 9 6 0 0 1 2 4 5 6的加权和为

3×0-4-8-4-3×9+6+3×0-4-0-4-3×1+2+3

×4+5+3×6—8-4-27+3+6+2+12十5+18=

81，于是在这个加权和的方式下，若想让UPC的

每位数字和被10整除，则校验码应为9，即81+9

—90被10整除．因此，正确的UPC应是0 8 9 6

0 O 1 2 4 5 6 9．

对于错误的编码0 8 9 6 0 0 1 2 4 6 5 9，计算

它的加权和为

3×0-4-8-4-3×9+6+3×0-4-0-4-3×1+2+3

×4-4-6-4-3×5+9—8-4-27-4-3-4-6+2+12+6+15

+9—88．

不能被10整除，表明该编码有误．校验成功!

(1)某商品项目代码为02100065897，请根据

权数(3，1，3，1，3，1，3：1，3，1，3，1)计算它的校

验码．

(2)根据权数(3，1，3，1，3，1，3，1，3，1，3，1)确

定的校验码，对“相邻数字写颠倒”的错误检验绝

对有效吗?请给予说明．

解(1)设校验码为a，：，O≤a-z≤9，根据权

数(3，1，3。1，3，1，3，1，3，1，3，1)，可以算得商品项

目代码0 2 1 0 0 0 6 5 8 9 7的加权和为

3×0-4-2-4-3×1-4-0-4-3×0-4-0-4-3×6+5+3

×8+9+3×7—82，

若使得82-4-a12兰0(mod 10)，则校验码a12

—8．

(2)我们注意到，形如

nla2⋯n，ai+l⋯a12，blb2⋯bibf+1⋯b12 2ala2

⋯ai十1ai⋯a12

的两条编码，差别仅在于第i和第i-4-1位数

字对换了：bibf+1一口i+】口i．

根据权数(3，1，3，1，3，1，3，1，3，1，3，1)，

UPC应满足

3口1-4-a2-4-⋯+户口f+qni+1+⋯-4-a12三0
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(mod 10)， (1)

其中pa。4-qa；+1—3a。+口。Tl(或口；+3ai+1)．

如果对于编码b。b。⋯b㈨不能由校验码发现

因仅有一对相邻数字对换出现了错误，则同样应

满足

361+b2+⋯+户6，+96。+1+⋯+bl2三0

(mod 10)， (2)

其中户6：+和汁l—pa，+l+qa。一3a：+1+口。

(或口：+1+3a，)．

将(1)(2)两式做差，得±2(n，+，一岔，)三0

(mod 10)，由于＆，，a。+，都是一位数，并且ni≠

a⋯，从而上式等价于a，+。一a：一4-_5．综上，两个

相邻数字a。和＆⋯(口：≠＆H)的对换错误能被发

现的充要条件是：I a：--a汁，l≠5．

由此可知，上面给出的利用加权和来确定校

验码的方法，可以通过校验码检验出商品项目代

码中单个的数码出错；也可以在商品项目代码中

任意两个相邻的数码的数字之差的绝对值不等于

5时，通过校验码检验出是否存在一对相邻的数

码出现了交换次序的错误．

二、(满分25分)若已知肝癌的发病率是

0．0004，并可以通过“甲胎蛋白”的检验方法筛查

肝癌．统计表明：用此方法对肝癌病人检验时，其

中百分之九十五的人呈阳性(4-)；而用此方法对

非肝癌患者检验时，百分之九十的人呈阴性(一)．

由此看来，这是一个不错的方法．

如果有一个人，他的检验结果呈阳性(+)，那

么他患肝癌的可能性有多大呢?可以通过如下计

算得出：设总人数为N，用古典概率模型，可以

认为：

患肝癌的人数为o．0004N，没有患肝癌的人

数为(1—0．0004)N；

患肝癌的人中，检验呈阳性(+)的人数是

0．95×0．0004N：

没有患肝癌的人中，检验呈阳性(+)的人数

(1—0．90)X(1—0．0004)N；

从而检验结果呈阳性(+)的总人数为

0．95×0．0004N 4-(1—0．90)×(1—

0．0004)N．

因此，如果一个人检验结果呈阳性(4-)，此

时，他确实患肝癌的可能性是

0．95X O．0004～

≈0．0038．

这个值不超过千分之四．请回答：

(1)看似不错的“甲胎蛋白”的检验方法，为什

么在用来确诊肝癌时，可能性竟然会如此之低?

是哪些因素影响了这个确诊率?

(2)为了提高确诊的可能性，你认为应该如

何办?

解(1)由于肝癌患者在总人口中的比例过

小，即只占万分之四．大部分人不是肝癌患者，因

此，即使在非肝癌患者中只有百分之十检验呈阳

性(4-)，他们也占了所有检验呈阳性(4-)人的绝

大部分，这就造成了检验呈阳性(4-)的人中，真正

肝癌患者不足千分之四．

从数学上看，如果把上面的万分之四改为百

分之二十，不难验证，确诊率会从0．0038提高到

近似0．70．

如果改变检验方法，能够使呈阳性(4-)的百

分比由百分之九十五增加到百分之九十九，把呈

阴性(一)的百分比由百分之九十增加到百分之九

十九，容易验证，上述的确诊率仍然不足千分之

四．即使把上述两个百分比都增加到百分之九十

九点九，确诊率也不到百分之三十．

这表明，影响检验确诊率的一个重要因素是

患者在总人口中所占的比例．

(2)虽然病人在总人口中占的比例，对确诊率

的影响很大．但我们不可能去改变这个比例．它是

客观存在的．

一个可取的办法是，重复检验!例如，在上面

的问题中，一个非肝癌患者，检验呈阳性(4-)的可

能性是百分之十，两次检验结果都呈阳性(4-)的

可能性，就只有百分之一了，这个可能性就很小

了．从而表明，如果一个人做两次检验，结果都呈

阳性(4-)，他极可能患癌症．

和重复检验类似地是，给出不同的检验方法，

用多种指标检验．如果好几个指标都不正常，和重

复检验一个道理，说明他极可能患病．

三、(满分25分)2016年7月19日，河北邢

台市区突降暴雨，市区多处路段积水严重，此时一

公交车行驶至某路段靠近桥下时发现积水严重，

情况不妙，立即掉头驶离危险路段．当时的情况如
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下图所示．获悉此事后，很多人都很惊讶，在这么

窄的路上实现掉头简直不可思议!

在道路很窄的情况下，汽车掉头需要慢慢的

挪动，操作步骤是：①转动方向盘到极限位置(俗

称“打死方向盘”)；②汽车前行至道路边缘；③向

相反方向转动方向盘到极限位置；④倒车至道路

边缘．这样就完成了一次操作．经过有限次操作，

最后一次的④是使汽车实现掉头．

试回答下面的问题：

如果道路两侧只有边界线，没有围挡，汽车方

向与道路垂直(即汽车横在了马路上)，汽车两后

轮在道路的边缘．求在第一次操作中，车轮不得离

开路面，完成了①和②之后，车辆转动的角度．

解在第一次操作中，完成了①和②，使左前

轮至道路边缘，如下图所示．

．弭除Y、、、√J ▲／、、、
●

’硷
● 7／＼＼
、、‘≤ 、＼、＼匹

冬圣j惑
七辟
1 I
- L ● I 一

设路宽为W，轴距为是，外前、后轮的转弯半

径分别为R和r，另有S、t如图所示．前轮最大扭

转角度为0，完成了①和②的车辆转动的角度

是口．

若R<伽，则汽车“打死方向盘”拐弯时碰不

到道路边缘，一下就转过来了．所以这里设R

>W．

由下图可见，APQE09AQOF，有面PQ一器，

即志一专灌职
(忌2+T．2)(÷)。+2s忌}+(s2一r2)一o，

而÷一sin a，所以有

一2sk+~／4s2k2—4(志2+r2)(s2一r2)
sln a一—————瓦虿干孬———一

又52一R2一W2，r2一R2一k2，所以有

一女肝+撕砸‘万可可F砑砸[孬可闭”旷————————7丽e矿——————一
训瓶2一是2一k瓶2一硼2一—————面r——一’
因为R一南，

所以sina一—wc—os—O--——、／k丁z—--—wz—s—inZ O．

设半一g，则

sin口一qcosO—V1一q2 sin20． (※)

此式表示出，在第一次操作中，车轮不得离开

路面，完成了①和②，车辆转动的角度与汽车前轮

最大扭转角度、路面宽度和车辆长度的关系．根据

(※)式便可求得车辆转动角度．

四、(满分25分)圆的任何一对平行切线的距

离总是相等的．即圆在任意方向都有相同的宽度，

因而圆也就是所谓的“等宽曲线”．而具有这种性

质的图形未必是圆，下图所示的自行车的轮子就

是非圆等宽曲线．著名的非圆等宽曲线是图1中

阴影所示的鲁列斯曲边三角形，它的画法如下：先

画一个等边三角形ABC，再分别以A、B、c为圆

心，作圆弧BC、CA、AB，这三段弧围成的图形就

是鲁列斯三角形．
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图1 鲁列斯三角形

幽2

鲁列斯三角形可以紧紧地嵌在一个正方形内部，

即正方形的各边上都有鲁列斯三角形边缘上的

点，如图2．设鲁列斯三角形的顶点A、B、C间距

离为lcm，则正方形边长也是1cm．鲁列斯三角形

三个顶点沿着正方形边界行进一周的过程中，正

三角形ABC的外心T也在运动．

(1)试建立直角坐标系，给出T(x，y)中z、Y

的取值范围；

(2)求丁的轨迹方程(轨迹可以看作是几条

曲线连接而成，轨迹方程也就需要用几个来表

示)．

解(1)以正方形顶点为原点建立直角坐标

系，如图3所不．

可知，正方形顶点坐标为0(0，0)，D(1，0)，

E(1，1)，F(O，1)．设T的坐标为(z，Y)，AABC

的初始状态为△A。B。C。，其中点Co在OD边上，

点B。在EF边上，B。Co_1_OD．则Co(1一雩，o)，

A。(1，虿1)，相应的T位于T。(1一譬，丢)；令鲁
列斯三角形逆时针转动，△A。B。Co转动到△A。B，

C1 c。(专，。)，相应的T位于T，(虿1，譬)；继续
转动鲁列斯三角形，△A。B。C，转动到△A：B：C。，

c。(雩，o)，相应的丁位于T：(雩，虿1)；再转动鲁
列斯三角形，△A。B。C。转动到△A。B。C。，C。(1，1

一雩)，相应的丁位于T。(÷，1一譬)；再转动鲁
列斯三角形，△A。B。C。就转到了△B。CoA。，相应

的T位于To(1一譬i，可1)．至此，丁转了一圈．

图3

可见l一譬≤z≤譬，1一譬≤y≤譬．T的

轨迹内切于由四条直线z一1一万T，z一-捂T，y—

l一譬旷孕围成的正方形．
(2)△ABC在由△A。B。C。转动到△A。B。C。

过程中，设动点c(c，。)，A(1，口)，其中1一譬≤f

≤丢，丢≤n≤雩，它既在以c为圆心、以譬为半
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径的圆上，又在以A为圆心、以乎为半径的圆上．
由RtAACD可知口、C满足条件(1--c)2+口2

—1，显然，z≥c，y≤n，所以T满足关系

c)2+y2一百1
d

得到

(1--x)√号一了2+y√÷一(z一1)2一丢(1)

其中，1一雩≤z≤÷，÷≤y≤譬．
／XABC在由△AzB。C1转动到△A。B2C：过程

中，T(x，y)与动点C(c，0)，B(O，6)之间有z≤c，

v≤6，目．满足

(x--c)2w=÷
z2+(y一6)2一

一1 ，o、

一百 LzJ

其中，丢≤z≤譬，丢≤y≤譬．
△ABC在由／XA：B：C2转动到△A3B。C。过程

中，外心T(x，y)与动点A(n，1)，B(o，6)之间有

z≤n，y)b，且满足

f(x--a)2+(y--1)2一号

1抖cy训2一号
【“!+(1—6)z—l

得到

z后i百堋刊冉1 j2一百1㈤
其中，号≤z≤譬，1一譬≤y≤÷．

／kABC在由△A。B。C。转动到△B。CoA。过程

中，T(x，y)与动点A(n，1)、C(1，c)之间有z≥

12，y≥f，满足

z—n)

z一1)

1一口)

+(y一1)2一了1

+(y--c)2_号
+(1一c)2—1

得到(1一z)√弓二石+(1一y)·
(4)

其中，1一譬≤z≤丢’1_譬≤y≤丢．
综上所述，外心的轨迹是四段曲线连接而成，

它们的方程分别为

(1)(1刊冉了+y

丢卜譬≤z≤丢，专≤y≤字．

、／1--(x--1)z

㈤z层1了2+了冉j一丢，丢≤z≤

_423-，丢≤y≤譬．

㈩z冉i百Ⅷ叫冉1 j2_

告，丢≤z≤譬卜譬≤y≤丢．

(4)(1一z)√号一(y一1)2+(1一y)·

冉乏百一丢卜譬≤z≤号卜譬≤y
≤专．

从方程可见，外心的轨迹是关于直线z一虿1

对称的，也是关于直线y一昙对称的．

，●●●●●●●●●●，、●●●●●，●【

÷

乒
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