智浪教育---普惠英才文库

数学归纳法

数学归纳法是用于证明与正整数
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有关的数学命题的正确性的一种严格的推理方法．这种方法的原理简单易懂，在实际生活中都能找到它的影子，多米诺骨牌、蝴蝶效应都可以看做是数学归纳法的一种体现。而在数学方面的应用上，它更显出了重要的地位，正因如此，在近年的高考试题，特别是压轴大题上，常常运用数学归纳法来解题；在竞赛数学，数学归纳法更是在数列、组合等多方面发挥着重要作用。

（一）数学归纳法的基本形式

（1）第一数学归纳法
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例1 （07江西理22）设正整数数列
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此题在证明时应注意，归纳奠基需验证的初始值又两个，即
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（2）第二数学归纳法
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例2  已知对任意的
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证：（1）当
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由（1）、（2）知，对一切自然数
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    这两种数学归纳法，是运用次数较多的方法，大家也比较熟悉，在这里就不赘述了。下面介绍一下数学归纳法的其它形式。

（二）数学归纳法的其他形式

（1）跳跃数学归纳法
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例3  证明：任一正方形可以剖分成任意个数多于5个的正方形.
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（2）反向数学归纳法
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例4  设
[image: image118.wmf]12

,,,

n

aaa

L

都是正数，证明：
[image: image119.wmf]12

12

n

n

n

aaa

aaa

n

+++

³

L

L


证：（1）先证明有无限多个正整数
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因此
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(3) 螺旋数学归纳法
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例5  已知数列
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（4）二重数学归纳法
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   （2）假设
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（三）数学归纳法在高考中应用

例1 （05江西卷）已知数
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      （2）求数列
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解：（1）用数学归纳法证明：
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由1°,2°知，对一切n∈N时有
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方法二：用数学归纳法证明：
1°当n=1时，
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时
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（2）下面来求数列的通项：
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例2 （07湖北卷）已知
[image: image239.wmf]mn

，

为正整数，

（I）用数学归纳法证明：当
[image: image240.wmf]1
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时，
[image: image241.wmf](1)1
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（II）对于
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（III）求出满足等式
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的所有正整数
[image: image248.wmf]n
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解：（Ⅰ）证：用数学归纳法证明：

（ⅰ）当
[image: image249.wmf]1
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时，原不等式成立；当
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综合（ⅰ）（ⅱ）知，对一切正整数
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（Ⅲ）解：由（Ⅱ）知，当
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．即
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．即当
[image: image275.wmf]6
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时，不存在满足该等式的正整数
[image: image276.wmf]n
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的情形：

当
[image: image278.wmf]1

n

=

时，
[image: image279.wmf]34

¹

，等式不成立；当
[image: image280.wmf]2
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当
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7

为奇数，故
[image: image287.wmf]44444

34567

+++¹

，等式不成立；当
[image: image288.wmf]5
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解法二：（Ⅰ）证：当
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或
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（ⅰ）当
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（Ⅲ）假设存在正整数
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[image: image328.wmf]6
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时，不存在满足该等式的正整数
[image: image329.wmf]n
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下同解法1．

（四）数学归纳法在组合中应用

例1  有64块边长为1的正方体木块，每块有一面为红色，其余5面为白色，把这64块立方体放在一个
[image: image330.wmf]88

´

的国际象棋盘上（棋盘每格是边长为1的正方形，每格上恰放一块），然后将木块“转动”，转动的规则是将同一行（或同一列）的8个木块同时朝一个方向一起转动.问能否经过有限次转动，把所有木块的红色面都转到上面？

解：将问题一般化，考虑
[image: image331.wmf]2

n

块木块放入
[image: image332.wmf]nn

´

的棋盘的问题，答案是肯定的.现用数学归纳法加以证明如下：


[image: image333.wmf]1
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时，结论显然成立.

设
[image: image334.wmf]nk
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时，结论成立.那么
[image: image335.wmf]1
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时，由归纳假设，左上角
[image: image336.wmf]kk
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位置上可经过有限次转动，使每个木块的红色面朝上.再将左方第一列的
[image: image337.wmf]1

k
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格木块逆时针（向外）旋转
[image: image338.wmf]90

o

，使该列前
[image: image339.wmf]k

个木块的红色面转到棋盘左侧.这时由归纳假设可经过有限次转动将右上角
[image: image340.wmf]kk
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位置上每个小块的红色面朝上，且列的转动不影响第一列的木块，行的转动不改变第一列前
[image: image341.wmf]k

行红色面朝左的状态.完成上述转动后，再将第一列顺时针转动
[image: image342.wmf]90

o

，使前
[image: image343.wmf]k

行上的红色表面朝上.再将上方第一行朝后转动
[image: image344.wmf]90
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，使第一行的红色面朝后方，同上可将下方
[image: image345.wmf](1)
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棋盘中所有方块的红色面转到上面，而不改变第一行红色面朝后状态.再将第一行转回使第一行的红色面朝上，于是所有
[image: image346.wmf](1)(1)
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+´+

棋盘中各小块的红色面都朝上，故
[image: image347.wmf]1
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时结论成立.

因此，对任何正整数
[image: image348.wmf]n

结论成立，特别
[image: image349.wmf]8
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时结论成立.

例2  设
[image: image350.wmf]S

是2002个元素组成的集合，
[image: image351.wmf]N

为整数，满足
[image: image352.wmf]2002
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，证明：可将
[image: image353.wmf]S

的所有子集染成黑色或白色，使下列条件成立：

(1) 任何两个白色子集的并集是白色；     (2) 任何两个黑色子集的并集是黑色；

(3) 恰好存在
[image: image354.wmf]N

个白色子集.
证：考虑
[image: image355.wmf]n
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=

中有
[image: image356.wmf]n

个元素的一般情形，这时
[image: image357.wmf]N

为满足
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的整数，并且

设
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，对
[image: image360.wmf]n

用数学归纳法证明.

当
[image: image361.wmf]1
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时，若
[image: image362.wmf]0
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，则将
[image: image363.wmf]Æ

及
[image: image364.wmf]{
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都染成黑色，符合题目要求；若
[image: image365.wmf]1
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，则将
[image: image366.wmf]Æ

染成黑色，
[image: image367.wmf]{
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染成白色，符合题目要求；若
[image: image368.wmf]2
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[image: image369.wmf]Æ

及
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都染成白色，符合题目要求.设对
[image: image371.wmf]n

元集合
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，及整数
[image: image373.wmf]02
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，存在满足题目条件（1）（2）（3）的染色方法，考虑
[image: image374.wmf]1
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(1) 若
[image: image376.wmf]02

n

N

££

，则由归纳假设，存在一种染色方法将
[image: image377.wmf]n
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的所有子集染成黑色或白色使得满足题目条件（1）（2）（3），这时再将
[image: image378.wmf]1

n

S

+

中所含有
[image: image379.wmf]1
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的子集全染成黑色，于是仍满足题目条件.

(2) 若
[image: image380.wmf]1
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，不妨设
[image: image381.wmf]2(1,2,,2),
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则由归纳假设知存在
[image: image382.wmf]n

S

的子集的一种染色方法使满足题目条件（1）（2）且恰有
[image: image383.wmf]k

个子集被染成白色，再将
[image: image384.wmf]1
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中包含
[image: image385.wmf]1
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的所有子集（共
[image: image386.wmf]2
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个）染成白色，于是题目条件（1）（2）仍然满足，且一共有
[image: image387.wmf]2
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个子集被染成白色，即条件（3）也满足，于是对
[image: image388.wmf]n

S

完成了归纳证明，特别取
[image: image389.wmf]2002
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便知题目结论成立.
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