智浪教育--普惠英才文库

2011年北京市中学生数学竞赛高一年级复赛参考解答
一、选择题（满分40分，每小题8分，将答案写在下面相应的空格中）

	题 号
	1
	2
	3
	4
	5

	答 案
	1341
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1．二次三项式x2+ax+b的根是实数，其中a、b是自然数，且ab=22011，则这样的二次三项式共有     个．
答：1341．
我们发现，实际上，数a和b是2的非负整数指数的幂，即，a=2k，b=22011–k，则判别式Δ=a2– 4b=22k – 422011–k=22k – 22013–k≥0，得2k≥2013–k，因此k≥
[image: image5.wmf]3

2013

=671，但k≤2011，所以k能够取2011–671+1=1341个不同的整数值．每个k恰对应一个所求的二次三项式，所以这样的二次三项式共有1341个.
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2．如右图，在半径为1的圆
[image: image6.wmf]O

中内接有锐角三角形ABC，H是△ABC的垂心，角平分线AL垂直于OH，则
[image: image7.wmf]BC

=      ．
    答：
[image: image8.wmf]3

．
解：易知，圆心O及垂心H都在锐角三角形ABC的内部，延长AO交圆于N，连接AH并延长至H1与BC相交，连接CN，在Rt△CAN和Rt△AH1B中，∠ANC=∠ABC，于是有∠CAN=∠BAH1，再由AL是△ABC的角平分线，得∠1=∠2．
由条件AP⊥OH，得AH=AO=1．
连接BO交圆于M，连接AM、CM、CH，可知AMCH为平行四边形，
所以CM=AH=AO=1，BM=2，因为△MBC是直角三角形，由勾股定理得
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3．已知定义在R上的函数f (x)=x2和g(x)=2x+2m，若F(x)=f (g (x)) – g (f (x))的最小值为
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    答：
[image: image11.wmf]1
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    解：由f (x)=x2和g(x)=2x+2m，得

    F(x)= f (g (x)) – g (f (x))=(2x+2m)2–(2x2+2m) 

=2x2+8mx+4m2–2m，
    F(x)=2x2+8mx+4m2–2m的最小值为其图像顶点的纵坐标
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由已知，
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     答：
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     解1：作Rt△ADB，使得∠ADB=90º，AD=1，AB=2，则∠B=30º，BD=
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．延长BD到C，使BC=2，则DC=
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．连接AC，则∠ACB=(180º–30º)÷2=75º．作∠ACD的平分线交AD于E，则∠ECD=37.5º．
    由于AC2=AD2+DC2=1+(2–
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)2=8–4
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所以 
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由三角形的角平分线定理，得
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image27.wmf]6232
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解2：作等腰直角三角形ABC，使∠C=90º，AC=BC=1，则AB=
[image: image28.wmf]2

．
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作∠CAD=30º，则CD=
[image: image29.wmf]3

3

，AD=
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，则∠DAB=15º．
作∠BAD的平分线AE，记CE=x，则BE=1–x，DE=x– 
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所以
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5．设f (x) =
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，定义f1(x) = f (f (x))，fn(x)=f (fn–1(x)) (n=2, 3,…)，f2011(2011)=      ．
答：
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    解：记
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接下来有
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，…，fn(x)的表达式是循环重复的，以3项为一周期．
    所以，
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二、（满分15分）D是正△ABC的边BC上一点，设△ABD与△ACD的内心分别为I1，I2，外心分别为O1，O2，求证：(I1O1)2+(I2O2)2=(I1I2)2．
证明：作以A为中心、逆时针旋转
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的变换
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，使△ABD到△ACD1，由于∠ADC+∠AD1C=∠ADC+∠ADB=180º，所以A、D、C、D1共圆，因此
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是△AD1C的外心，也就是
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，因此AO1=DO1=AO2=DO2=O1O2，所以∠O1AO2=∠O1DO2=60º．
由∠AO1O2+∠ACB=120º+60º=180º，O1在△ACD的外接圆⊙O2上．
由于
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，所以I1在⊙O2上，因此
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同理可证，I2在△ABD的外接圆⊙O1上，所以
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比较可得
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    在△O1I1D与△DI2O2中，因为已证O1D=DO2，
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因此 △O1I1D≌△DI2O2．
    所以，I1O1=DI2，DI1= I2O2.

    由于
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△I1DI2是直角三角形.

根据勾股定理，有
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而I1O1=DI2，DI1=I2O2.

因此
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三、（满分15分）n是正整数，记n!=1×2×3×…×n，如1!=1，2!=1×2=2，

3!= 1×2×3=6，又记[a]表示不超过a的最大整数，求方程
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的所有正整数解．
解1：由于当x是正整数时，
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，得方程的正整数解x满足0＜x＜1207.5．
由于6!=720，7!=5040，所以方程的正整数解x＜7!，即
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因此，方程
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的解与原方程的解是一样的．
设小于7!的正整数x为上述方程的解，我们写出
[image: image73.wmf](1,2,3,4,5,6)

!

x

k

k

=

的带余除法表达式：
设
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，0≤r1＜6!，(0≤a≤6，a(N)；因此
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，0≤r2＜5!，(0≤b≤5，b(N)，因此
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，0≤r3＜4!，(0≤c≤4，c(N)，
因此
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，0≤r4＜3!，(0≤d≤3，d(N)；
因此
[image: image81.wmf]120204

3!

x

abcd

éù

=+++

êú

ëû

．                                       ④
    
[image: image82.wmf]5

4

3606012336060123

2!2!2!

r

r

x

abcdabcde

=++++=+++++

，0≤r5＜2，
(e=0,1,2)；因此
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因此
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①～⑥相加得1237a+206b+41c+10d+3e+f=2011．
显然a=1，因此206b+41c+10d+3e+f =2011–1237=774； 

易知b=3，因此41c+10d+3e+f =774–206×3=156；
易知c=3，于是10d+3e+f =156–41×3=33；
类似求得d=3，e=1，f=0．
所求的x=1×720+3×120+3×24+3×6+1×2+0×1=1172．
x=1172是方程
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的唯一正整数解．

解2：设f (x)=
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，因为对于所有的正整数k，
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都是单调增的，其和f (x)就是增函数；又因为对于正整数x，
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+1，所以f (x)是严格单调的．

经估数，将x=1172带入，求f (1172)的值，得f (1172)=2011，所以，x=1172是方程
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的唯一正整数解．

四、（满分15分）平面上的n个点，若其中任3个点中必有2个点的距离不大于1，则称这样的n个点为“标准n点组”．要使一个半径为1的圆纸片，对任意“标准n点组”都能至少盖住其中的25个点，试求n的最小值．
答案：49．

    解：首先证明，nmin＞48．
在平面上画长为5的线段AB，分别以A、B为圆心，画半径为0.5的两个圆，在每一个圆内，取24个点，则平面上有48个点满

足题设条件（其中任意3点中必有2点的距离不大于1），显然，不可能画出一个半径为1的圆，其包含有25个所选的点，所以n＞48．
下面证明nmin=49．
若
[image: image92.wmf]49
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，设A是其中的一点，作以A为圆心半径为1的⊙A，若所有的点都在圆A中，那么就满足题设条件．
若不是所有的点都在圆A中，则至少有一点B不在圆A中，再作以B为圆心、半径为1的⊙B，则A、B的距离大于1（如右图），除A，B外，余下的47个点中每一点P都与A、B组成3点组，必有两个点的距离不大于1，所以要么PA≤1，要么PB≤1，即

点P要么在⊙A中，要么在⊙B中，根据抽屉原理，必有一个圆至少包含了这47个点中的24个点，不妨设这个圆就是⊙A，再加上圆心A点，就有不少于25个点在这个半径为1的⊙A中(圆内或圆周上)．
所以n的最小值是49．
五、（满分15分）已知函数f：R→R，使得对任意实数
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求[1×f (1)]+[2×f (2)]+[3×f (3)]+…+[2011×f (2011)]的值．其中对于实数a，[a]表示不超过a的最大整数．
    解：由于已知函数
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由于f (0)是一个实数，所以
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由于f (1)是一个实数，所以
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综合①、②可得，对任意实数x，都有
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    验证：函数
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满足题设条件，取的是等号，所以满足题设条件的函数的唯一解为
[image: image124.wmf]1

()

2

fx

=

．于是
    
[image: image125.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

1(1)2(2)3(3)2011(2011)

ffff

´+´+´++´

K



[image: image126.wmf]12342011

22222

éùéùéùéùéù

=+++++

êúêúêúêúêú

ëûëûëûëûëû

K



[image: image127.wmf]011223310051005

=+++++++++

K



[image: image128.wmf](

)

21231005

=´++++

K



[image: image129.wmf](11005)1005

=+´



[image: image130.wmf]1011030

=

．

A





B





C





O





H





L





M





P





N





H1





1





2





�





A





C





D





E





B





� EMBED Equation.DSMT4  ���B





1





30º





A





B





C





D





O1





I2





I1





D1





O2





�





�








1
2011年北京市中学生数学竞赛高一年级复赛参考解答  第5页  共6页

_1234567921.unknown

_1234567953.unknown

_1234567985.unknown

_1234568001.unknown

_1234568009.unknown

_1234568013.unknown

_1234568015.unknown

_1234568017.unknown

_1234568019.unknown

_1234568020.unknown

_1234568018.unknown

_1234568016.unknown

_1234568014.unknown

_1234568011.unknown

_1234568012.unknown

_1234568010.unknown

_1234568005.unknown

_1234568007.unknown

_1234568008.unknown

_1234568006.unknown

_1234568003.unknown

_1234568004.unknown

_1234568002.unknown

_1234567993.unknown

_1234567997.unknown

_1234567999.unknown

_1234568000.unknown

_1234567998.unknown

_1234567995.unknown

_1234567996.unknown

_1234567994.unknown

_1234567989.unknown

_1234567991.unknown

_1234567992.unknown

_1234567990.unknown

_1234567987.unknown

_1234567988.unknown

_1234567986.unknown

_1234567969.unknown

_1234567977.unknown

_1234567981.unknown

_1234567983.unknown

_1234567984.unknown

_1234567982.unknown

_1234567979.unknown

_1234567980.unknown

_1234567978.unknown

_1234567973.unknown

_1234567975.unknown

_1234567976.unknown

_1234567974.unknown

_1234567971.unknown

_1234567972.unknown

_1234567970.unknown

_1234567961.unknown

_1234567965.unknown

_1234567967.unknown

_1234567968.unknown

_1234567966.unknown

_1234567963.unknown

_1234567964.unknown

_1234567962.unknown

_1234567957.unknown

_1234567959.unknown

_1234567960.unknown

_1234567958.unknown

_1234567955.unknown

_1234567956.unknown

_1234567954.unknown

_1234567937.unknown

_1234567945.unknown

_1234567949.unknown

_1234567951.unknown

_1234567952.unknown

_1234567950.unknown

_1234567947.unknown

_1234567948.unknown

_1234567946.unknown

_1234567941.unknown

_1234567943.unknown

_1234567944.unknown

_1234567942.unknown

_1234567939.unknown

_1234567940.unknown

_1234567938.unknown

_1234567929.unknown

_1234567933.unknown

_1234567935.unknown

_1234567936.unknown

_1234567934.unknown

_1234567931.unknown

_1234567932.unknown

_1234567930.unknown

_1234567925.unknown

_1234567927.unknown

_1234567928.unknown

_1234567926.unknown

_1234567923.unknown

_1234567924.unknown

_1234567922.unknown

_1234567905.unknown

_1234567913.unknown

_1234567917.unknown

_1234567919.unknown

_1234567920.unknown

_1234567918.unknown

_1234567915.unknown

_1234567916.unknown

_1234567914.unknown

_1234567909.unknown

_1234567911.unknown

_1234567912.unknown

_1234567910.unknown

_1234567907.unknown

_1234567908.unknown

_1234567906.unknown

_1234567897.unknown

_1234567901.unknown

_1234567903.unknown

_1234567904.unknown

_1234567902.unknown

_1234567899.unknown

_1234567900.unknown

_1234567898.unknown

_1234567893.unknown

_1234567895.unknown

_1234567896.unknown

_1234567894.unknown

_1234567891.unknown

_1234567892.unknown

_1234567890.unknown

