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一
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填空题 ∋满分 ( � 分 )

#
∗

+
是正整数

,

若不超过
+
的正整数中质数的个

数与合数的个数相等
,

这样的
+
称为

“

怪异 数
” ,

则
“

怪

异数
”
的集合是

条都不平行也不共线
,

它们的长度之 和等于 #
∗

请

你证明
%

在 这平 面上 存在这样 的直线 ,
,

使得 这
+

、
,

−
∗ 、 , 、

一
, , ‘ ,

。
, , , , − ,

− �
条线段在 ‘上射影长的和小于令

·
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一
/ 。’0
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�
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已知 。簇二 , 0 1 。且巧
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以 �
∗

艺∀ )
’
2## ’ , 3

少

一 �∗

参考答案

一
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填空题
则 45 + ∋6 7

−

妇一

−
∗

&
∗

正 方体 8 9 : ; 一8< 9< : = ; ,

中
,

> 是棱 :: =

的

中点
,

则异 面直线 8 > 与 9 ; <

所成角 的余弦值等于

题题号号 ,,, ��� &&& ((( ∀∀∀

答答案案 .#
,

!
,

# #
,
# & ???冬或一

%%% 丫厂了了 ...
甲气了了

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ !!!!!!!!!!!!! &&&

(
∗

已知
∗

≅∋ 6 十 ,) 一 ?6 一 ## 一 ?6 7 ## 且 ≅ ∋≅ ∋二 ))

一
、

≅∋ � � � �) 7 #
,

则 二 Α

∀
∗

四 面体 Β 8 9 : 中
,

面 8 9 : 为等腰直角 三 角

形
,

其中乙8 9 : 一 ! ��
,

Β : 一 8 9 一 Χ ,

Β : 土面 8 9 :
,

则

棱 Β 9 与 8 : 之间的距离等于

二
、

∋满分 #∀ 分 )是否存在函数 ≅
% Δ 3 Δ

,

使得对所有

的 工。 Ε
,

都有 了∋劣� )一 % ∋二 )、
十

,

且对任意的 二 #

笋 6 % ,

≅ ∋## )并 ≅ ∋6 % )总成立 Φ 如果存在
,

试举一例
=

如果不存在
,

请说明理由
∗

二
、

不存在这样的函数 ≅
%
Δ 3 Δ

,

理由如下
%

如果存在这样的函数 ≅
%
Δ 3 Δ

,

则对任意的实

三
、

∋满分 # ∀ 分 )如右

图
,

△8 9 : 在平面

尸 上 的射影 是正

△8 药: ,
‘

已 知

8 9 一 丫

巧牙
,

8 / 一

数 Γ ,

都有 、∋Η Ι )一 % ∋、 )、
专

,

刀。么
,

当 二 一 。 时
,

有 % ∋。) 一 Ι 6 了 ∋。) 丫

合
7 ∋

合
) �

、 。
,

所 以

ϑ
、∋。)一

告〕
�

、 。
,

但
ϑ
、∋。) 一

合2
�

、 。
,

所 以

ϑ
≅ ∋� )一

合2
� 一 。

,

也就是 ≅ ∋� )一

音 �

同理
,

当 � 一  时
,

有 ! ∀# ∃一
音 %

�
、

% 的结果 与
“

对任意 的 & ,

护 & ∋ ,

! ∀& , ∃ 尹

! ∀ & ( ∃总成立
”

的条件矛盾
)

因此
,

满足 题设条件的

矿一
∗ + + +

一勺,

− , . / 0
匕 1 2 , 一

 3 勺

石百
45

,

请你计算异面直线 2 1

与 , , 6
所成角的正切值

)

四
、

∀满分  7 分 ∃已 知
8 , , 8 ∋ , 8 − ,

⋯
, 8 9 9 , 8 , 。。

都是实数
,

在集合

函数 !
( : ; : 不存在

)

三
、

因 为 1 1 6

<< , , , ,

所

以
,

艺 2 1 1 6
即 是异

面 直线 2 1 与 = ,6

所成角
,

因此
,

只 须

计算匕 2 1 1 ,

的正切

值
)

已知 2 1 一 、

石百
,

图  

8 # > 8 (

‘“ ‘ ,

一了
+

8 # > 8 ( > 8 −

−

?三
‘

吐生 垫三
旦

丝望卫塑 ,

6 ≅ ≅

2 。一 。
, = / 0

二。2 。 一丝乒
,

由余弦定理得

Α 任

中至少有 7 个元素的数值相等
,

求证
( 8 ∗ , , 8 ∋ , “ − ,

⋯
, 8 。, , 8 , Β 。

中有两个数相等
)

五
、

∀满分  7 分 ∃ 在平面上放置 着
Χ
条线段

,

其中任两

; Δ ,

二
Δ Δ

二
、 Δ 、
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如图 ,
,

过 : 作 :Λ土刀召
#
于 Λ

,

设 召 <: <一 6 ,

9 9 , 一 0 ,
: : = 一 Μ ,

则

%�ΦΓΗΙ

2 , 6 一 2 1 一 1 6 , 6 一材, 一 & ,

1ϑ一 Κ 一 Λ)

在 : Μ△八1 方
,

中
,

有 & ∋ > 夕ΝΟ  5

在 : Μ△ 2 , , 6

中
,

有 了 > 扩一 9

在 : Μ△召,ϑ 中
,

有 二 Ν > ∀夕一 Λ ∃ Ν Ο Π

由�
、

% 得少一二 Ν ; 7

将Φ 展开得 尹十犷一 ∋Κ 二 > 二Ν一 Π

以� 代人Η 得 ∋ΚΛ 一扩一 4今 Κ +
4 > Ν Ν

ΝΛ

以Ι代人Η 整理得 −扩 > 5扩一 Π5 一 。

注意到
Λ
为正数

,

解得
Λ 一 Ν ,

进一步求得

Κ 一 − , & 一 召万

因为在 Θ ,

∀ ? Ο Ν , − ,

⋯
,  Β Β ∃这 9 9 个元素中至

少有 7 个的数值相等
,

根据抽屉原则
,

必 有一组

的两个数相等
)

设 Θ ∋二 Ο Θ ∋, >  一 Ρ
,

由 ∀ 关 ∃ ,

则
8 ∋。 > ,

一 Ρ
·

再将 Θ ( ,

⋯
, Θ Σ 。 , Θ #。。

这 9 9 个元素分成如下 7 Β

组
(

ΤΘ ( Υ
,

ΤΘ − , Θ小⋯
,

ΤΘ 99 , Θ #。。Υ

因 为在 Θ、∀? 一 Ν , − ,

⋯
,

 Β Β∃ 这 99 个元 素中至

少有 7 个的数值相等
,

根据抽屉原则
,

必有一组

的两个数相等
)

设 热
。> , 一瓦

,
一

。Ν一 ς
,

由 ∀ 关 ∃
,

则 8Ν 。 > Ν

一 Ρ
·

于是
8 ∋。 > #

Ο 8 ∋, > Ν )

综 上所述
, 8 , , 8 ( , 8 − ,

⋯
, 8 Σ。 , 8 #。。

中必有 两个数

因为 1 1 6

<< , , 6 ,

所以
,

乙2 1 1 ,

即是异面直线

2 1 与 ∀义〕( 所成的角
,

Μ 8 Χ
乙 2 1 1 6 Ο

2 1 , 丫万
1 1 , −

所 以异面直线 2 1 与 , , ∗
所成角的正切值为

勺厂万
−

相等
)

五
、

已 知
Χ
条线段 记

作 2 6 1 6 , 2 ∋1 。 ,

⋯
, 2 。1 。 ,

在平 面

上任取一 点 ϑ
,

将

这
Χ
条线段平移

,

图 Ν

四
、

令 友
8 , > 8 。> ⋯ > 久

一

—
, 了+

之

Ν , − ,

⋯
,  Β Β ,

已知其

中至少有 7 个元素的数值相等
,

设这个数值为 ς

易知
,

若 Θ 一改>  一 ς
,

则 么 >  一 Ρ
)

∀ ‘

事 实 上
, Θ

,

一 反>  ,

即
8 #> 8 ∋ > ⋯ > 氏

使各线段的中点都过点 ϑ
)

再任取平面上 的点 ς ,

作 ς ς ,

丝ϑ2
6 , ς 沪

Ν

里 ϑ2
∋ ,

⋯
,

尸
, Δ , 尸

,

里 ϑ2 。 ,
尸应

,

里 ϑ1 6 ,

⋯
,

Ω 二 Δ #尸
里 ϑ1 , ,

这样
,

得到一个凸 Ν、 边形 。
)

( 的

对边平行且相等
,

是个中心对称图形
,

设 Ξ 的对称

中心为 Β
)

8 #> 8 ( 十一 > 8 > 久> 
? > #

,

化简得

8 #> 8 ∋ > 8 − > ⋯ > 8 、> 8 >  Ο ∀ ? > # ∃ 8 >  ,

8 , > 8 。十 ⋯ > 8 > 8? 十  

8 ># 一

—
一Ρ

·

‘ 门一  

选择 Ξ 的
Χ
组

平行且 相 等的对边

中距离最小的一组
,

不失一般性
,

设这组

对边 就 是 尸  尸 (
和

当 Θ # 一 Ρ 时
,

则
8 ( 一 户

)

将 Θ 工 , Θ ( ,

⋯
,

氏9 , Θ# 。。

分

成如下 7Β 组
(

图 −

ΤΘ , , Θ ( Υ
,

ΤΘ − , Θ ∗ Υ
,

⋯
,

ΤΘ Σ , , Θ #。。 Υ

因为在 Θ ∀ ? 一  , Ν , − ,

⋯
,

 Β Β∃ 这  Β Β 个元素中

至少有 7 个的数值相等
,

根据抽屉原则
,

必有一

组 的两个数相等
)

设 瓦、 , 一热。 ( 一 ς
,

由 ∀ , ∃ ,

则

8 ( ‘> Ν Ο Ρ
·

于是
8 # Ο 8 。Ψ > Ν

)

当 Θ ,

并Ρ 时
,

则将 Θ ( ,

⋯
,

伪, , Θ# 。。

这 99 个元素

分成如下 7Β 组
(

Ω 6Ω ∋ ,

其距离为 Ζ
)

以 Α 为圆心
, Ζ 为直径的 圆

,

这

个圆含于 [ 的内部
,

与 尸  尸 (
和 Ω 6Ω (

分别切 于点

( 和点 ∴
,

易知
( 3[ 、] Ξ 的周长一  ,

即 己] 专
)

注意到
,

多边形 [ 的各边在直线 ⊥ ∴ 上的射影

长的和等于 已知的
Χ
条线段在 ⊥ ∴ 上的射影长的

和
,

等于 ΝΖ
,

所以 ΝΖ ]子
·

令直线 ⊥ ∴ 为直线 # ,

这表明
,

在这平 面上存

在这样的直线 # ,

使得这
Χ
条线段在 # 上射影长 的

和小于号
·

口

ΤΘ ( , Θ − Υ
,

ΤΘ ∗ , Θ 0 Υ
,

⋯
,

ΤΘ 。。 , Θ , 9 Υ
,

ΤΘ # 。。 Υ


