智浪教育--普惠英才文库

兰州成功私立中学高中奥数辅导资料

（内部资料）

§24容斥原理

相对补集：称属于A而不属于B的全体元素，组成的集合为B对A的相对补集或差集，记作A-B。
容斥原理：以[image: image1.png]


表示集合A中元素的数目，我们有
　　[image: image2.png]


，其中[image: image3.png]


为n个集合[image: image4.png]


称为A的阶。
n阶集合的全部子集数目为[image: image5.png]


。
例题讲解

1．对集合{1，2，…，n}及其每一个非空了集，定义一个唯一确定的“交替和”如下：按照递减的次序重新排列该子集，然后交替地减或加后继的数所得的结果，例如，集合[image: image6.png]


的“交替和”是9-6+4-2+1=6.[image: image7.png]


的“交替和”是6-5=1，[image: image8.png]


的交替和是2。那么，对于n=7。求所有子集的“交替和”的总和。
2．某班对数学、物理、化学三科总评成绩统计如下：优秀的人数：数学21个，物理19个，化学20个，数学物理都优秀9人，物理化学都优秀7人。化学数学都优秀8人。这个班有5人任何一科都不优秀。那么确定这个班人数以及仅有一科优秀的三科分别有多少个人。
3．计算不超过120的合数的个数
4．1992位科学家，每人至少与1329人合作过，那么，其中一定有四位数学家两两合作过。

5．把[image: image9.png]


个元素的集合分为若干个两两不交的子集，按照下述规则将某一个子集中某些元素挪到另一个子集：从前一子集挪到后一子集的元素个数等于后一子集的元素个数（前一子集的元素个数应不小于后一子集的元素个数），证明：可以经过有限次挪动，使得到的子集与原集合相重合。
6．给定1978个集合，每个集合都含有40个元素，已知其中任意两个集合都恰有一个公共元，证明：存在一个元素，它属于全部集合。
7．在[image: image10.png]


个元素组成的集合中取[image: image11.png]


个不同的三元子集。证明：其中必有两个，它们恰有一个公共元。
课后练习

1．一个集合含有10个互不相同的十进制两位数，证明：这个集合必有两个无公共元素的子集合，这两个子集元素和相等。

2．是否存在两个以非页整数为元素的集合A、B，使得任一个非负整数都可以被A、B之中各取一数之和唯一表出。

3．对每个[image: image12.png]ne R JgRke v



使得在n元集合中，可以取出k个子集，其中任意两个的交非合。

4．能否把[image: image13.png]rn+ln+2n+3n+dn+5)



分成两个积相等的不交集合。
课后练习答案

1．我们可以发现对每个数[image: image14.png]


，它出现在[image: image15.png]


个子集之中，因此所有子集中的[image: image16.png]


的和为[image: image17.png]


，那么全部元素在全部子集之中的和为[image: image18.png]


。
　　2．利用二进制来考虑此题，小明的前9包分别有钱 1分（2），10分（2），100分（2），1000分（2），10000分（2），100000分（2），1000000分（2），10000000分（2），100000000分（2），剩下一包装剩下的钱（以上数皆为二进制）就可以了。

　　3．不能。反证法。设存在合乎题中条件的一种分法，如果[image: image19.png]


和[image: image20.png]


同属于一个子集，则记为[image: image21.png]


，否则记为[image: image22.png]


，对[image: image23.png]


，若[image: image24.png]


分在三个集合中则称[image: image25.png]


为好的。
　　[image: image26.png]


都是好的。
　　[image: image27.png]


，[image: image28.png]


，而[image: image29.png]


 [image: image30.png]


，故[image: image31.png]



　　在第二组中用[image: image32.png]


代替[image: image33.png]


，故[image: image34.png]


是好的。故[image: image35.png]


。
　　由此[image: image36.png]


 即[image: image37.png]


，但[image: image38.png]


。矛盾！
有这样一个结论[image: image39.png]


阶集合的子集[image: image40.png]


若满足[image: image41.png]


且[image: image42.png]


则[image: image43.png]


的最大值为[image: image44.png]


，代入本题得为[image: image45.png]


。
例题答案：

1．分析；n=7时，集合{7，6，5，4，3，2，1}的非空子集有[image: image46.png]


个，虽然子集数目有限，但是逐一计算各自的“交替和”再相加，计算量仍然巨大，但是，根据“交替和”的定义，容易看到集合{1，2，3，4，5，6，7}与{1，2，3，4，5，6}的“交替和”是7；可以想到把一个不含7的集和A与[image: image47.png]


的“交替和”之和应为7。那么，我们也就很容易解决这个问题了。

　　解：集合{1，2，3，4，5，6，7}的子集中，除去{7}外还有[image: image48.png]


个非空子集合，把这[image: image49.png]


个非空子集两两结组后分别计算每一组中“交替和”之和，结组原则是设[image: image50.png]


这是把[image: image51.png]


结合为一组，显然，每组中，“交替和”之和应为7，共有[image: image52.png]


组.所以,所有“交替和”之和应该为[image: image53.png]


。
　　说明：我们在这道题的证明过程中用了这类题目最典型的解法。就是“对应”的方法，“对应”的方法在解决相等的问题中应用得更多。

2．分析：自然地设A={数学总评优秀的人}

　B={物理总评优秀的人}

C={化学总评优秀的人}

　　则已知|A|=21 |B|=19 |C|=20
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这表明全班人数在41至48人之间。
仅数学优秀的人数是
　[image: image55.png]| 4NBUC | 4UBUC|-|BUC|
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可见仅数学优秀的人数在4至11人之间。
同理仅物理优秀的人数在3至10人之间。
同理仅化学优秀的人数在5至12人之间。
解：（略）。
说明：先将具体的实际生活中的问题数学化，然后根据数学理论来解决这个问题不仅是竞赛中常见情况，也是在未来学习中数学真正有用的地方。
3．分析1：用“筛法”找出不超过120的质数(素数)，计算它们的个数，从120中去掉质数，再去掉“1”，剩下的即是合数。

　　解法1：120以内：

　　① 既不是素数又不是合数的数有一个，即“1”；

　　② 素数有2、3、5、7、11、13、17、19、23、29、31、37、41、43、47、53、59、61、67、71、73、79、83、89、97、101、103、107、109、113、共30个。所以不超过120的合数有120－1－30＝89(个)(附：筛法：从小到大按顺序写出1－120的所有自然数：
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　　先划掉1，保留2，然后划掉2的所有倍数4,6，…120等；保留3，再划掉所有3的倍数6,9…117、120等；保留5，再划掉5的所有倍数10,15，…120；保留7，再划掉7的所有倍数，…这样，上面数表中剩下的数就是120以内的所有素数，这种方法是最古老的寻找素数的方法，叫做“埃斯托拉‘筛法’”)

　　说明：当n不很大时，计算1－n中的合数的个数困难不大；但当n很大时，利用筛法就很困难、很费时了，必须另觅他途。

　　[分析2]受解法1的启发，如果能找出1－n中质数的个数m，则n－1－m就是不超过n的合数的个数。由初等数论中定理：a是大于1的整数。如果所有不大于√a的质数都不能整除a，那么a是质数。因为120<121＝112，√120<11，所以不超过120的合数必是2或3或5或7的倍数，所以只要分别计算出不超过120的2、3、5、7的倍数，再利用“容斥原理”即可。

　　解法2：设S1＝{a∣1≤3≤120,2∣a}；S2＝{b∣1≤b≤120,3∣b}；S3＝{c∣1≤3≤120,5∣c}；S4={d∣1≤d≤120,7∣d}，则有：

　　card(S1)＝[120/2]=60，card(S2)＝[120/3]＝40，card(S3)＝[120/5]＝24，card(S4)＝[120/7]＝17；

　　([n]表示n的整数部分，例如[2,4]＝2，…)

　　card(S1∩S2)＝[120/2×3]＝20，card(S1∩S3)＝[120/2×5]＝12，
　　card(S1∩S4)＝[120/2×7]＝8，card(S2∩S3)＝[120/3×5]＝8，
　　card(S2∩S4)＝[120/3×7]＝5，card(S3∩S4)[120/5×7]＝3，
　　card(S1∩S2∩S3)[120/2×3×5]＝4，card(S1∩S2∩S4)＝[120/2×3×7]＝2，
　　card(S1∩S3∩S4)＝[120/2×5×7]＝1，card(S2∩S3∩S4)＝[120/3×5×7]＝1，
　　card(S1∩S2∩S3∩S4)＝[120/2×3×5×7]＝0

　　∴card(S1∪S2∪S3∪S4)＝card(S1)＋card(S2)＋card(S3)＋card(S4)－card(S1∩S2)－card(S1∩S3)－card(S1∩S4)－card(S2∩S3)－card(S2∩S4)－card(S3∩S4)＋card(S1∩S2∩S3)＋card(S1∩S2∩S4)＋card(S1∩S3∩S4)＋card(S2∩S3∩S4)－card(S1∩S2∩S3∩S4)＝(60＋40＋24＋17)-(20+12+8+8+5+3)+(4+2+1+1)-0＝141-56＋8＝93

　　∵2，3，5，7是质数

　　∴93－4＝89

　　即不超过120的合数共有89个。
4．分析：在与一个人A合作的人中我们找到B。再说明一定有人与A和B都合作过为C。最后再说明有人与A、B、C都合作过为D，那么A、B、C、D就是找的人了。
    证明：一个人A。不妨设B与之合作。那么
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。即C与A和B均合作过，[image: image58.png]


分别表示与A、B合作过的人的集合。同样地，[image: image59.png]|ANENC |- 4|+ | B|+|C|-|AUE|-| BUC|-|1CU4|+|AUEUC)|
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。
　　所以存在[image: image60.png]


。则A、B、C、D就是所求，证毕。
说明：把一个普通的叙述性问题转化为集合的语言描述的问题通常为解题的关键之处，也是同学们需加强的。
5．分析：首先考虑到[image: image61.png]


是一个很特殊的数，其次我们发现若两个集合的元素个数除以2的若干次幂后若为奇数，那么，它们之间挪后就应为偶数这一事实，若还不能想到解答就试一下[image: image62.png]


，[image: image63.png]


时的情况，相信解答就不会难找到了。
证明：考虑含奇数个元素的子集（如果有这样的子集），因为所有子集所含元素的个数总和是偶数，所以具有奇数个元素的子集个数也是偶数，任意将所有含有奇数个元素的子集配成对，对每对子集按题目要求的规则移动：从较大的子集挪出一些元素，添加到较小的子集，挪出的元素个数为较小子集的元素个数，于是得到的所有子集的元素个数都是偶数，现在考虑元素个数不被4整除的子集，如果[image: image64.png]


，则总共有两个元素，它们在同一个子集，因此设[image: image65.png]


，因为子集的元素个数的总数被4整除，因此这样的子集的个数为偶数，任意将这样的子集配成对，对每一对子集施行满足题目要求的挪动，于是得到的每个子集数均可被4整除，依此做下去，最后得到的每个子集元素个数均可被[image: image66.png]


整除，也就是只能有一个子集，它的元素个数为[image: image67.png]


，证毕。
说明：这道题的证明中隐含了一种单一变量在变化时变化方向相同这一性质，就这道题来说，一直在增加的就是各子集元素个数被2的多少次幂整除的这个幂次数，这是一大类问题，除了这种变化量，还要经常考虑变化中的不变量。
6．分析：我们可以先去找一个属于很多个集合的元素，最好它就是我们要找的那一个。
证明：考虑给定的1978个集合中任意一个集合[image: image68.png]


，它和其它1977个集合都相交，因此，存在[image: image69.png]


，使得它至少属于其中50个集合，否则，集合[image: image70.png]


中每个元素至多属于49个集合，而集合[image: image71.png]


恰有40个元素，所以除[image: image72.png]


外至多有1960个集合，不可能，因此设[image: image73.png]


属于集合[image: image74.png]


，[image: image75.png]


…[image: image76.png]


，下面证明它属于给定的1978个集合中任一个。

对于除了[image: image77.png]


，[image: image78.png]


，…[image: image79.png]


的任一个集合[image: image80.png]


，设[image: image81.png]


，则[image: image82.png]


与[image: image83.png]


，[image: image84.png]


，[image: image85.png]


，…[image: image86.png]


每一个都有至少一个元素的交，它们都与[image: image87.png]


不同，那么，[image: image88.png]


就至少要有51个元素，不可能，因此[image: image89.png]


属于每个集合。
说明：这种题目最怕把它想难了，想行太难了，就会觉得无从下手，做数学竞赛题就需要一方面在做题之前选好方向，另一方面就是大胆尝试去做。

7．分析：证明恰有一个公共元也许挺难。那么证只有两个或零个公共元不可能是否可行呢？如果具有两个公共元的集合[image: image90.png]


与[image: image91.png]


表示为[image: image92.png]


、那么~有传递性。是否有用呢？

证明：设结论不真。则所给的3元子集要么不交，要么恰有两个公共元，如果子集[image: image93.png]


与[image: image94.png]


恰有两个公共元，则记[image: image95.png]


。设[image: image96.png]
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是三个子集。可以证明如果[image: image99.png]


，[image: image100.png]


，则[image: image101.png]


，于是所有给定的3元子集可以分类，使得同一类中任意两个不同子集都恰有两个公共元。而不同类的子集不相交。于是对每个子集类，有三种可能：（1）恰含3个元素的类。（2）恰含4个元素的类。（3）至少含5个元素的类。

在（1）下，3元子集类恰由一个3元子集组成。

在（2）下，子集类中至多有4个子集。

考虑（3） 设[image: image102.png]


，[image: image103.png]


，则还有一个[image: image104.png]


，由[image: image105.png]


，[image: image106.png]


，有[image: image107.png]


。因此对子集类中任意子集[image: image108.png]


，由[image: image109.png]


，[image: image110.png]


，[image: image111.png]


它包含[image: image112.png]


与[image: image113.png]


，于是类中子集个数比类中元素个数少2，于是，每个类中子集个数不超过元素个数，但是题中条件子集数大于元素个数，矛盾！

说明：此题为1979年美国竞赛题。题目难度较大，应该说是应用了高等代数中的一些思想。

