智浪教育--普惠英才文库

重要不等式专题讲座

解答不等式问题往往没有固定的模式，证法因题而异，多种多样，不等式问题的趣味性和灵活性决定了它在数学竞赛中的地位。

当然，熟悉并掌握一些常用的解决不等式问题的方法技巧是很有必要的，除比较法、放缩法、反证法、分析法、综合法等基本方法外，数学归纳法、变量代换（含局部、整体、三角、复数代换等）、函数方法（利用单调性、凸性、有界性及判别方法等）、构造法（构造恒等式、数列、函数等）、调整法等在数学竞赛中也是常用的。

要多做题，多总结，融会贯通，举一反三，才能提高解决、研究不等式问题的能力.

一. 有关结论

1、平均值不等式

设
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2、柯西（Cauchy）不等式

设
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等号成立当且仅当存在
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上述两个不等式在数学竞赛中应用极为广泛，好的、难的不等式问题往往只需用它们即可解决，而无需过分追求所谓更“高级”的不等式，这是需要注意的。
3．排序不等式

设
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证: 若
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可见按上述方法调整后，
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综上，命题获证。

排序不等式可简述为：“反序和 EQ \A(≤)乱序和 EQ \A(≤)同序和”。
4．琴生不等式

若
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等号当且仅当
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则
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当且仅当
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综上所述，对一切正整数
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，命题成立。

另外，绝对值不等式
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二. 典例解析
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点评: 本题有一定的难度，第一步代数变形是基本功，将
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[image: image157.wmf],

ab

，使不等式
[image: image158.wmf]22

(

xyyzzxayz

++³



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image159.wmf]22

zx

+



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image160.wmf]22

)

xybxyz

++

对满足

[image: image161.wmf]1

xyz

++=

的非负数
[image: image162.wmf],,

xyz

均成立。

解: 全部解
[image: image163.wmf](,)(,9)

abaa

=-

，其中
[image: image164.wmf]04.

a

<£

取
[image: image165.wmf]111

(,,)(,,)

333

xyz

=

及
[image: image166.wmf]11

(,,)(,,0)

22

xyz

=

，便得
[image: image167.wmf]9

ab

+£

及
[image: image168.wmf]04.

a

<£


下面证明：
[image: image169.wmf]222222

()(9)(04)

xyyzzxaxyyzzxaxyza

++³+++-<£

对满足
[image: image170.wmf]1

xyz

++=

的非负实数
[image: image171.wmf],,

xyz

都成立。
只需证明关于
[image: image172.wmf],,

xyz

的齐次式：


[image: image173.wmf]2222222

()()()(9)()

xyzxyyzzxaxyyzzxaxyzxyz

++++³+++-++

   EQ \A((※))  对满足
[image: image174.wmf]1

xyz

++=

的非负实数
[image: image175.wmf],,

xyz

都成立。
令
[image: image176.wmf]2

()(),

Pxyzxyyzzx

=++++



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image177.wmf]222222

,().

QxyyzzxRxyzxyz

=++=++



 EQ \A((※))式左边


[image: image178.wmf]222222333333

2()5()()()()

xyyzzxxyzxyzxyxyyzyzzxzx

=+++++++++++



[image: image179.wmf]222222222222

2()5()222

xyyzzxxyzxyzxyyzzx

³++++++++



[image: image180.wmf]222222222222

()(4)()5()

axyyzzxaxyyzzxxyzxyz

=+++-+++++

.由柯西不等式，


[image: image181.wmf]2222222222222

()()()

xyyzzxxzxyyzxyxzyzxyzxyz

++++³×+×+×

.又
[image: image182.wmf],,

xyz

均为非负实数，

∴
[image: image183.wmf]222222

()

xyyzzxxyxzyzxyzxyzxyzxyz

++³×+×+×=++

.结合
[image: image184.wmf]40

a

-³

，

 EQ \A(∴)

 EQ \A((※))式左边
[image: image185.wmf]222222

()(4)()5()

axyyzzxaxyzxyzxyzxyz

³+++-+++++



[image: image186.wmf]222222

()(9)()

axyyzzxaxyzxyz

³+++-++

.故 EQ \A((※))获证。

综上，所求全部解
[image: image187.wmf](,)(,9)(04).

abaaa

=-<£


点评: 先取特殊值（如中值、边值）得参数的范围，再证明在这个范围内不等式成立，这是含参不等式的处理方法。
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两个不等式相加，得
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2．已知△ABC的外接圆半径为R，半周长为p，面积为S. 求
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评注: 这里抓住整体性质，利用不等式处理问题是常用的思想方法。 
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