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2009 年北京市中学生数学竞赛
高一年级决赛试题及参考解答

　　一、填空题 (满分 40 分 ,每小题 8 分)

1 . 已知 a
→
和 b

→

都是单位向量 ,并且向量 c
→

= a
→

+ 2 b
→
与 d

→
= 5 a

→
- 4 b

→
互相垂直 ,则 a

→
和 b

→
之间的

角〈a
→

, b
→
〉= .

答 :
π
3

.

解 　设 a
→
和 b

→

之间的角〈a
→

, b
→

〉=θ,则根据

向量垂直的条件得 :

0 = c
→
·d

→
= ( a

→
+ 2 b

→
) (5 a

→
- 4 b

→
)

= 5 ( a
→
) 2 + 10 a

→
·b

→

- 4 a
→
·b

→

- 8 ( b
→
) 2

= 5 + 6cosθ- 8 = 6cosθ- 3 ,

由此 co sθ=
1
2

,所以θ=
π
3

.

2 .
1

cos290°+
1

3sin250°
的值是 .

答 :
4 3

3
.

解 　 1
cos290°+

1

3sin250°

=
1

cos70°-
1

3sin70°
=

3sin70°- cos70°
3sin70°cos70°

=

3
2

sin70°-
1
2

cos70°

3
4

sin140°
=

sin70°cos30°- cos70°sin30°
3
4

sin140°

=
4sin (70°- 30°)

3sin40°
=

4 3sin40°
3sin40° =

4 3
3

.

　　图 1

3 . 如图 1 ,过 ⊙O

外一点 M 引圆的切线

切圆于点 B ,连接 M O

交圆于点 A ,已知 M A

= 4 厘米 , MB = 4 3

厘米. N 为A B的中点.

曲边三角形 (阴影部分) 的面积等于 平方

厘米.

答 :
4 (6 - π)

3
.

　　图 2

解 　如图 2 ,根据

条件 , 延长 M O 交圆

于 C ,

设圆的半径为 r ,

M C = 4 + 2 r ,

由切割线定理得

MB2 = M A ·M C ,

即 48 = 4 (4 + 2 r) ,

解得 r = 4cm , OC = OA = A M = 4cm.

连接 OB ,在直角 △OB M 中 ,

sin ∠MOB =
M B
OM

=
4 3

8
=

3
2

,

所以 ∠MOB = 60°,因此A B为 60°,而 N 为

A B的中点 , A N = 30°,连接 O N ,则 ∠MO N =

30°,所以 SΔMON =
1
2

·OM ·O N ·sin30°=
1
2

×8 ×4 ×1
2

= 8 (cm2 ) .

而扇形 A O N 的面积 =π42 ×30
360

=
4π
3

(cm2 ) ,

所以阴影图形的面积 = 8 -
4π
3

=
24 - 4π

3

=
4 (6 - π)

3
(cm2 ) .

4 .
3

20 + 14 2 +
3

20 - 14 2 的 值 是

.

答 :4 .

解 　设
3

20 + 14 2 +
3

20 - 14 2 = x 则
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x3 = 20 + 14 2 + 3
3

(20 + 14 2) (20 - 14 2)

　×(
3

20 + 14 2 +
3

20 - 14 2) + 20 - 14 2

= 40 + 6 x ,

即 　 x3 - 6 x - 40 = 0 ,

观察之 ,4 为方程的一个根 ,

所以 ( x - 4) ( x2 + 4 x + 10) = 0 .

由Δ= 42 - 4 ×10 = - 24 < 0 ,

方程 x2 + 4 x + 10 = 0 无实根.

所以 ,方程 x3 - 6 x - 40 = 0 只有唯一的实

根 x = 4 ,

即得
3

20 + 14 2 +
3

20 - 14 2 = x = 4.

5 . 在平面直角坐标系中 ,不论 m 取何值

时 ,抛物线 y = m x2 + (2 m + 1) x - (3 m + 2) 都

不通过的直线 y = - x + 1 上的点的坐标是

. (写出全部符合条件点的坐标)

答 : (1 ,0) , ( - 3 ,4) , ( 3
2

, -
1
2

) .

　　图 3

解 　由 y = m x2

+ (2 m + 1) x - (3 m +

2) = m ( x + 3) ( x - 1)

+ ( x - 2) ,可知抛物

线一定过点 A ( 1 ,

- 1) , B ( - 3 , - 5 ) .

过点 A 、B 分别作 y

轴的平行线交直线 y

= - x + 1 于点 C ( 1 ,

0) , D ( - 3 , 4) . 过 A 、B 两点的直线与直线 y =

- x + 1 交于点 E( 3
2

, -
1
2

) . 则 C、D、E 三点满

足条件.

二、(满分 15 分) 直角 △A B C内切圆的半

　　图 4

径为 r ,直角的平

分线的长为 t. 求

证 : 直角 △A B C

的两条直角边的

长 a 和 b 是关于

x 的一元二次方程 ( t - 2 2 r) x2 + 2 2 r2 x -

2 t r2 = 0 的根.

证明 　设直角 △A B C 中 , ∠C = 90°,边长

A B = c , A C = b, CB = a , ∠C 的平分线 CD = t ,

内切圆的圆心为 O ,内切圆半径为 r. 连接 OA ,

OB , OC ,

S △AB C =
1
2

ab ①

又 　S △AB C = S △ADC + S △BDC

=
1
2

btsin45°+
1
2

atsin45°=
2
4

t ( a + b) ,

所以 　ab =
1

2
t ( a + b) ②

　　又 　S △AB C = S △OB C + S △OA C + S △OA B

=
1
2

r( a + b + c) =
1
2

r( a + b + a + b - 2 r)

= r( a + b - r) = ( a + b) r - r2 ,

与 ①比较得 　ab = 2 ( a + b) r - 2 r2 ③

联立 ②与 ③解得 a + b, ab得

a + b =
2 2 r2

2 2 r - t
, 　ab =

2 t r2

2 2 r - t
,

所以根据韦达定理 ,以 a 和 b 为根的一元

二次方程为 x 2 -
2 2 r2

2 2 r - t
x +

2 t r2

2 2 r - t
= 0 ,

即方程 ( t - 2 2 r) x2 + 2 2 r2 x - 2 t r2 = 0 .

三、(满分 15 分) 求函数 f : Z + →Z + ,使得

(1) f (1) = 1 ;

(2) 对于所有 x , y ∈Z + , f ( x + y) = f ( x)

+ f ( y) + x y 都成立.

解 　设函数 f : Z + →Z + ,满足

(1) f (1) = 1 ;

(2) 对于所有 x , y ∈Z + , f ( x + y) = f ( x)

+ f ( y) + x y ,

对于正整数 n , m ,下列的等式成立

f (2 n) = 2 f ( n) + n2 ,

f (3 n) = f ( n) + f (2 n) + 2 n2 ,

f (4 n) = f ( n) + f (3 n) + 3 n2 ,

⋯⋯ ⋯⋯ ⋯⋯ ⋯⋯

f ( mn) = f ( n) + f ( ( m - 1) n) + ( m - 1) n2 .

将上面的等式相加 ,得

f (mn) = mf (n) + (1 + 2 + 3 + ⋯+ (m - 1) ) n2 .
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由于 1 + 2 + 3 + ⋯+ ( m - 1) =
m ( m - 1)

2
,

所以 f ( m n) = m f ( n) +
m ( m - 1)

2
n2 ,对所

有的正整数 m 和 n 都成立.

特别是 ,当 n = 1 时 f ( m) =
m ( m + 1)

2
( 3 )

等式 ( 3 )定义了在正整数集合上的函数 f .

因为 f (1) =
1 (1 + 1)

2
= 1 ,

f ( x + y) =
( x + y) ( x + y + 1)

2

=
( x2 + x) + ( y2 + y) + 2 x y

2

=
x ( x + 1)

2
+

y ( y + 1)
2

+ x y

= f ( x) + f ( y) + x y ,

所以 f ( m) =
m ( m + 1)

2
是问题的唯一解.

　　图 5

四、(满分 15

分) 如图 5 所示 ,

在 平 行 四 边 形

A B CD 中 , ∠B A D

的平分线交 B C 于

点 M ,交 D C 的延

长 线 于 点 N ,

△CM N 的外心为

O , △CM N 的外接圆与 △CB D 的外接圆的另

一交点为 K. 证明 :

(1) 点 O 在 △CB D 的外接圆上 ;

(2) ∠A KC = 90°.

证明 　( 1 ) 由于平行四边形 A B CD 中 ,

∠B A D 的平分线交 B C 于点 M ,交 D C 的延长

线于点 N ,所以 ∠B M A = ∠M A D = ∠B A M ,

因此 B A = B M ,同理可得 M C = CN . 连接 OC,

则 OC 平分 ∠N CM. 连接 OB , OM , OD , 设

∠B A D = θ,则

∠OCD = ∠B CD + ∠OCM

= θ +
1
2

(180°-θ) = 90°+
θ
2

,

∠B MO = 180°- ∠OM C

= 180°- ∠OCM = 90°+
θ
2

,

所以 ∠B M O = ∠OCD.

因此 , △OB M ≌△OD C , 所以 ∠OB C =

∠OD C. 于是 B , O , C , D 四点共圆 ,也就是点 O

在 △CB D 的外接圆上.

(2) 由 (1) 知 B O = OD ,又 KO = OC ,因为

B , K , O , C和 D 都在同一个圆上 ,则 K , C 关于

B D 的中垂线对称 , B K = CD = A B ,又 ∠KB D

= ∠CDB = ∠A B D ,所以点 K 与点 A 是关于

B D 的对称点 ,即 A K ⊥B D ,而 KC/ / B D ,所以

A K ⊥KC,即 ∠A KC = 90°.

五、(满分 15 分) 证明 ,在任意给出的 7 个

实数中 ,一定能找到两个实数 x , y ,使得

0 ≤ x - y
1 + x y

≤ 3
3

.

证明 　设任意给出的 7 个实数为 a1 , a2 ,

a3 , a4 , a5 , a6 , a7 ,在 -
π
2

,
π
2

内存在 7 个实数

θ1 ,θ2 ,θ3 ,θ4 ,θ5 ,θ6 ,θ7 ,使得 tanθi = ai 其中 ( i =

1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7) .

将 -
π
2

,
π
2

等分为 6 个长为
π
6
的区间 :

-
π
2

, -
π
3

, -
π
3

, -
π
6

, -
π
6

,0 ,

0 ,
π
6

,
π
6

,
π
3

,
π
3

,
π
2

. 根据抽屉原理 ,必

存在θi ,θj 属于同一个长为
π
6
的小区间 ,

不妨设θi ≥θj ,则 　0 ≤θi -θj ≤
π
6

,

因此 0 ≤tan (θi -θj ) ≤tan
π
6

,

即 　0 ≤
tanθi - tanθj

1 + tanθi tanθj
≤ 3

3
.

令 x = ai , y = aj ,这样 ,我们从任意给出的

7 个实数中 ,找到了两实数 x , y ,使得

0 ≤ x - y
1 + x y

≤ 3
3

.

(北京数学会普及委员会提供)
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