智浪教育—普惠英才文库

	

	2007年浙江省高中数学竞赛Ａ卷（附参考答案） 

	

	　　一、选择题
　　1.　如果[image: image1.png]F(x)=1-log, 2+log , 9-log, 64



，则使[image: image2.png]f(x) <0



的[image: image3.png]


的取值范围为（　　）
　　　　A. [image: image4.png]0<x<l



  B. [image: image5.png]


   C. [image: image6.png]1<x <400



   D. [image: image7.png]8
Sex<im
3




 　　 解：显然[image: image8.png]


，且[image: image9.png]


。
　　　　[image: image10.png]F(x)=1-log, 2+log , 9-log, 64





 INCLUDEPICTURE "http://www.pep.com.cn/gzsx/jszx/sxjs/jsst/200709/W020070918535684109850.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image11.png]1-log, 2+log, 3—log, 4





 INCLUDEPICTURE "http://www.pep.com.cn/gzsx/jszx/sxjs/jsst/200709/W020070918535684109378.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image12.png]3
=log, 2%
2 g



。
　　　　要使[image: image13.png]f(x) <0



。当[image: image14.png]


时，[image: image15.png]


，即[image: image16.png]


；当[image: image17.png]0<x<l



时，[image: image18.png]


，此时无解。
　　　　由此可得， 使[image: image19.png]f(x) <0



的[image: image20.png]


的取值范围为[image: image21.png]


。　　应选Ｂ。
　　2.已知集合[image: image22.png]A:[x‘:os 2+ 2(14y/2)sin x— (282 +1) >0,xeR]



，[image: image23.png]B={zfsinxzcosx,xeR)



，则[image: image24.png]AN B



＝　（　　　）
　　　　A. [image: image25.png]


  B. Ｒ   C.　[image: image26.png]


  　 D. [image: image27.png]§+2k7r<x<(2k+1)7r,kez}




　　　　解：[image: image28.png]cos 2x+2(1++f2)sin x— (22 +1) >0




　　　　　[image: image29.png]& sin? x—(1++/2) sin x++/2 <0



　[image: image30.png]© (sin x—~/2)(sin x-1) <0




　　　　　没有实数[image: image31.png]


可以使上述不等式成立。故[image: image32.png]


。从而有　[image: image33.png]ANB=0



。　　　应选Ｃ。
　　3.　以[image: image34.png]1L1,42,42.42



为六条棱长的四面体个数为　（　　　）
A. 2 　　B. 　3 　　　  C.　4　　 D. 　6　
解：以这些边为三角形仅有四种：[image: image35.png][(RN))



，[image: image36.png](1,1,42)



，[image: image37.png](1LN2.42)



，[image: image38.png](W2.N2.42)



。
固定四面体的一面作为底面：
当底面的三边为[image: image39.png][(RN))



时，另外三边的取法只有一种情况，即[image: image40.png](W2.N2.42)



；
当底面的三边为[image: image41.png](1,1,42)



时，另外三边的取法有两种情形，即[image: image42.png](1LN2.42)



，[image: image43.png](2,1.42)



。
其余情形得到的四面体均在上述情形中。由此可知，四面体个数有３个。　　　　应选　Ｂ。
　　4.　从１至169的自然数中任意取出３个数构成以整数为公比的递增等比数列的取法有（　　）种。
A. 89 　　B. 90 　  C.　91　　 D. 92　
　　解：若取出的３个数构成递增等比数列　[image: image44.png]a,aq,aq’



，则有[image: image45.png]1Za <ag <ag 169



。由此有[image: image46.png]


。当[image: image47.png]


固定时，使三个数[image: image48.png]a,aq,aq’



为整数的[image: image49.png]


的个数记作[image: image50.png]N(g)



。由[image: image51.png]ag® =169



，知[image: image52.png]N(g)



应是[image: image53.png]


的整数部分。
　　[image: image54.png])

[

169
a

|-«



，[image: image55.png]


，
　　[image: image56.png]N#H=10



，[image: image57.png]


,[image: image58.png]


，[image: image59.png]N=3



,[image: image60.png]N@=2



,

　　[image: image61.png]


,[image: image62.png]N(A0)=N(11)=N(12)=N(13)=1



. 

因此，取法共有[image: image63.png]NO+N(2)+---+N(13)=91



。　　应选Ｃ　
　　5.　若在复平面上三个点[image: image64.png]A(0), B(zy - 2).C(z, +2)



构成以Ａ为直角顶点的等腰直角三角形，其中[image: image65.png]


，则△ＡＢＣ的面积为（　　）
　A. [image: image66.png]


 　　B. [image: image67.png]


　 　 C.　1　　 D. 　　[image: image68.png]L] s




　　　解：依题意，[image: image69.png]zy+z

Z-7





 INCLUDEPICTURE "http://www.pep.com.cn/gzsx/jszx/sxjs/jsst/200709/W020070918535684571725.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image70.png]


，[image: image71.png]


。
　　　△ＡＢＣ的面积为[image: image72.png]1 1 1 1
SHBIACI= 2 2l +2]= Z]A-00+ 0y f



。　应选Ａ。
　　6.　[image: image73.png]2007
20072007



2007重的末二位数字是　（　　　） 

　　A. 01 　　B. 　07 　　　 C.　43　　 D. 49　
　　　　解：记[image: image74.png]2007
20072007




　ｋ重。题目要求[image: image75.png]


的末二位数。
[image: image76.png]2007

(20004 7)es = 2000 M + 7s





　　　　　　其中Ｍ为正整数。由此可得[image: image77.png]


的末二位数与[image: image78.png]7



的末二位数字相同。首先来观察[image: image79.png]


的末二位数字的变化规律。
[image: image80.png]



2
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7
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9

[image: image81.png]



[image: image82.png]


的末二位数字
49

43

01

07

49

43

01

07

[image: image83.png]



　　　　　　[image: image84.png]


的末二位数字的变化是以４为周期的规律循环出现。
　　[image: image85.png]2007y = (502x4 — 1)




　　（[image: image86.png]


为奇整数）
　　　　　　　[image: image87.png]4M,-1



　　　　　　　　　　　（[image: image88.png]


为正整数）
[image: image89.png]4(M,-T+3




　　　　　　　因此，[image: image90.png]g — 7HM LS



与[image: image91.png]


的末二位数字相同，为43。　　　　　应选　　Ｃ。
　　二、填空题
　　7.　设[image: image92.png]


为[image: image93.png]


的单调递增数列，且满足[image: image94.png]ay, +ay +16 =8(a,, +a,) +2a, 4a,



，则[image: image95.png]


　　。
　　解：[image: image96.png]ay, +ay +16 =8(a,, +a,) +2a, 4a,




　　[image: image97.png]S (ay, +a,)* —8a,, +a,) +16=4a,,a,




[image: image98.png]S (@ +a, -4

21y



　[image: image99.png]S ayta,-4= Naa,



　（由题意可知取正号。）
[image: image100.png]& (Ja —fa)






 INCLUDEPICTURE "http://www.pep.com.cn/gzsx/jszx/sxjs/jsst/200709/W020070918535684888630.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image101.png]=

iy

8

=2




因此，[image: image102.png]


公差为２的等差数列，即[image: image103.png]


。从而可得[image: image104.png]a, =4n*



。　　答案为[image: image105.png]


。
　　8.　设[image: image106.png]ab,ec



为方程[image: image107.png]


的根（[image: image108.png]bty 2 1



），则[image: image109.png]1+&

1-&

1+4¢

1-c




　　　　。
　　解：　由题意，[image: image110.png]P lgx—ky = (x—a)(x—E)(x—c)




。由此可得
　　　[image: image111.png]a+b+c=0



，[image: image112.png]


，[image: image113.png]


以及　[image: image114.png]1=k —ky = (1-a)(1-&)(1-c)



。
　　　　[image: image115.png]Ita 14b lte _3-(@@+bto)-(abtbetca)+3abe
1-a 1-& l-c¢ (1-a)(1-5)(1-c)






 INCLUDEPICTURE "http://www.pep.com.cn/gzsx/jszx/sxjs/jsst/200709/W020070918535685206277.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image116.png]_ 3tk 3k
1-k—ky



。
　　　　答案为：[image: image117.png]3+k +3k
1-k -k



。
9.　设[image: image118.png]7.7 (k=12,3)



均为非负实数，则[image: image119.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.pep.com.cn/gzsx/jszx/sxjs/jsst/200709/W020070918535685202078.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image120.png]i+





 INCLUDEPICTURE "http://www.pep.com.cn/gzsx/jszx/sxjs/jsst/200709/W020070918535685207347.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image121.png]+ s +x



　
　　[image: image122.png]7
e +xy 7))
oy + (3 +xy



的最小值为　　　　　　　　　　　。
解：　在直角坐标系中，作点[image: image123.png]


，[image: image124.png]


，[image: image125.png]Rx +xy+x3,00)



，
　　　　[image: image126.png]Bz +x,0+>,)



，[image: image127.png]Bz, +y,+y5)



。则
　　Ｉ＝[image: image128.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.pep.com.cn/gzsx/jszx/sxjs/jsst/200709/W020070918535685202078.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image129.png]i+





 INCLUDEPICTURE "http://www.pep.com.cn/gzsx/jszx/sxjs/jsst/200709/W020070918535685207347.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image130.png]+ s +x





 INCLUDEPICTURE "http://www.pep.com.cn/gzsx/jszx/sxjs/jsst/200709/W020070918535685205717.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image131.png]7
e +xy 7))
oy + (3 +xy




　　　＝[image: image132.png]


＋[image: image133.png]


＋[image: image134.png]


＋[image: image135.png]


　　　（应用三角不等式）
　　[image: image136.png]


＋[image: image137.png]


＋[image: image138.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.pep.com.cn/gzsx/jszx/sxjs/jsst/200709/W020070918535685356494.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image139.png]


＋[image: image140.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.pep.com.cn/gzsx/jszx/sxjs/jsst/200709/W020070918535685350670.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image141.png]


＝2007。
如果取[image: image142.png]


，即[image: image143.png]


，那么Ｉ取到最小值2007。答案为　2007。
　　10.　设[image: image144.png]f(x)



是定义在Ｒ上的奇函数，且满足[image: image145.png]Jx+2)=-f(x)



；又当[image: image146.png]


时，
　　　[image: image147.png]F@=tx
2



，则[image: image148.png]4

1
<x>x§}



＝　　　　　　　　　　　。
　　解：依题意，[image: image149.png]Ja+d)=-Ff(x+2)= f(x)



，即[image: image150.png]f(x)



是以４为周期的周期函数。
　　因为当[image: image151.png]


时，[image: image152.png]F@=tx
2



，且[image: image153.png]f(x)



为奇函数，所以当[image: image154.png]-1=x <0



时，[image: image155.png]F@=tx
2



。
　　此时有　[image: image156.png]


。可得[image: image157.png]1
JEh=7@=-3



。又因为[image: image158.png]f(x)



是以４为周期的周期函数，
　　所以也有[image: image159.png]1
k=



，（[image: image160.png]keZ



）。　　　答案为　[image: image161.png]


　（[image: image162.png]keZ



）。
　　11.　设[image: image163.png]M=%



，则不超过[image: image164.png]


的最大整数为　　　　　　　。
　　解：[image: image165.png]


　[image: image166.png]2

1
it S





　　[image: image167.png]


 [image: image168.png]21—y RS <2 n—n—1)




,

　　[image: image169.png]


 [image: image170.png]2%(1/}”17«/;) <fi <1+2£(«/’—w—1)
= S0 8



,

　　[image: image171.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.pep.com.cn/gzsx/jszx/sxjs/jsst/200709/W020070918535685512682.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image172.png]2NV -1 <2/ +1-1) <f% <1+2(/N -1
S



,

　　[image: image173.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.pep.com.cn/gzsx/jszx/sxjs/jsst/200709/W020070918535685662722.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image174.png]


,

　　[image: image175.png]


不超过[image: image176.png]


的最大整数为[image: image177.png]07




。　　　答案为　[image: image178.png]07




。
　　12.　整数[image: image179.png]x>y>z



，且[image: image180.png]2F 4 2¥ 4 0F

625



，则整数组[image: image181.png](x,y.2)



为　　　　　　　　。
　　解：方程两边同乘以８，得[image: image182.png]ik

e
425

37



。　因为[image: image183.png]x>y>z



，所以要使左边为奇数，只有[image: image184.png]Pl



，即[image: image185.png]


。
　　则[image: image186.png]ik
e
=36





 INCLUDEPICTURE "http://www.pep.com.cn/gzsx/jszx/sxjs/jsst/200709/W020070918535685661381.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image187.png]—lpoi_g



。要使左边为奇数，只有[image: image188.png]o



，即[image: image189.png]


。从而有　[image: image190.png]o



，即[image: image191.png]


。
　　故有[image: image192.png]


。　　答案为　[image: image193.png]


。
　　三、解答题
　　13.   已知抛物线[image: image194.png]1
=-2xltx——
v 3



和点[image: image195.png]111
Prans
ey




。过点[image: image196.png]


任作直线，交抛物线于B,C两点。
（１）   求△ＡＢＣ的重心轨迹方程，并表示成[image: image197.png]


形式；
（２）   若数列[image: image198.png]


，[image: image199.png]1
0em<g



，满足[image: image200.png]Ko = J(®)



。试证：[image: image201.png]2 3
.
St <

=t



。
　　解：（１）设过[image: image202.png]


的直线方程为[image: image203.png]1
oL
yHg=kx




。又设[image: image204.png]Bz, »)



，[image: image205.png]Clx.0,)



，联立方程组，
[image: image206.png]



　　消去[image: image207.png]


，得[image: image208.png]k
22 +(k-Dx-==0
SR



。从而有，
[image: image209.png]


，[image: image210.png]Nty =kt =



。   ………… 5分
　　设△ＡＢＣ的重心坐标为[image: image211.png](xy)



，则
　　　　[image: image212.png]


　　[image: image213.png]


　　
　　消去ｋ，即得　[image: image214.png]


。                           …………10分
　　（２）因为[image: image215.png]1
0em<g



，[image: image216.png]x=f(x)





 INCLUDEPICTURE "http://www.pep.com.cn/gzsx/jszx/sxjs/jsst/200709/W020070918535685984618.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image217.png]6% +3x






 INCLUDEPICTURE "http://www.pep.com.cn/gzsx/jszx/sxjs/jsst/200709/W020070918535685982629.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image218.png]35(1-2x)



，所以
[image: image219.png]0<x, :3x,(1—2x‘)s§[M]

2



，
　　　上式右边等号成立当且仅当[image: image220.png]Ble



。假设[image: image221.png]0<x 52



，则
[image: image222.png]3(2m,+(1-2x)
0<x,,=35,(1-2,) Sg[kf




，   …………15分
　　　上式右边等号成立当且仅当[image: image223.png]


。由此得到[image: image224.png]0<x 52



（[image: image225.png]


）。从而有
    [image: image226.png]


。      …………20分
　　14.   设正实数[image: image227.png]ab,ec



及非负实数[image: image228.png]


满足条件
[image: image229.png]a® +8° +c°

L (x+ 1) 47 =2




　　求[image: image230.png]


的最小值，并论证之。
　　解：根据[image: image231.png]


，有                   …………5分
　　[image: image232.png]



　　　[image: image233.png]9
28 x40y + 2+ 42+ a Y




          ………… 10分
　　　[image: image234.png]9
T 2@ +E )y d B )



　　　　　（[image: image235.png](@ +5°+c*) £3(a° +5° +c%) =9



）
　　[image: image236.png]2x+y°






 INCLUDEPICTURE "http://www.pep.com.cn/gzsx/jszx/sxjs/jsst/200709/W020070918535686139890.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image237.png]_3
2x+2-(x+17






 INCLUDEPICTURE "http://www.pep.com.cn/gzsx/jszx/sxjs/jsst/200709/W020070918535686131069.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image238.png]


           ………… 15分
　上式取等号当且仅当　[image: image239.png]


。     ………… 20分
　　15.   设[image: image240.png]


，[image: image241.png]


为子集。若[image: image242.png]|4]=33



，且存在[image: image243.png]xyed



，[image: image244.png]x<y



，[image: image245.png]x|y



，则称[image: image246.png]


为“好集”。求最大的[image: image247.png]


，使含[image: image248.png]


的 任意33元子集为好集。
解：令[image: image249.png]P={21+

A4 21+l




，[image: image250.png]|P|=33



。
显然对任意[image: image251.png]1=i<j=44



，不存在[image: image252.png]


，使得[image: image253.png]21+ j=n(21+1)



成立。故Ｐ是非好集。
因此　[image: image254.png]


。　                                            …………5分
下面证明：包含21的任意一个33元子集Ａ一定为好集。
设[image: image255.png]4

{aa;

a5, 21}



。
若1，3，7，42，63中之一为集合Ａ的元素，显然为好集。        …………10分
现考虑1，3，7，42，63都不属于集合Ａ。构造集合
　　[image: image256.png]4={2,4,816,32,64)



，[image: image257.png]4 ={5,10,20,40}



，[image: image258.png]4=(612,24,48)



，[image: image259.png]4,={918,36)



，
　　[image: image260.png]A ={11,22,44)



，[image: image261.png]4 ={13,26,52)



，[image: image262.png]4 =(14,28,56)



，[image: image263.png]4,={15,30,60)



，[image: image264.png]4 ={17,34)




　　[image: image265.png]4,={19,38)



，[image: image266.png]4,=(2346)



，[image: image267.png]4, ={25,50)



，[image: image268.png]4, ={27,54)



，[image: image269.png]4, ={29,58)



，[image: image270.png]4;=(3162)



，
　　[image: image271.png]


。                                     ………… 15分
　　由上可见，[image: image272.png]


　每个集合中两个元素都是倍数关系。考虑最不利的情况，即[image: image273.png]A'cAd



，也即[image: image274.png]


中16个元素全部选作Ａ的元素，Ａ中剩下16个元素必须从[image: image275.png]


这15个集合中选取16个元素。根据抽屉原理，至少有一个集合有两个元素被选，即集合Ａ中至少有两个元素存在倍数关系。
　　综上所述，包含21的任意一个33元子集Ａ一定为好集，即[image: image276.png]


的最大值为21。  ……20分





























