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2009年北京科技大学数学竞赛试题 

一、选择题（每题 2分，共 20小题，计 40分） 

1.设𝑥𝑛 ≤ 𝑧𝑛 ≤ 𝑦𝑛，且limn→∞(𝑦𝑛 − 𝑥𝑛) = 0，则limn→∞ 𝑧𝑛 =（   ▲   ） 

A.存在且等于 0 

C.不一定存在 

B.存在但不一定为 0 

D.一定不存在 

2.已知当𝑥 → 0时，𝐹(𝑥) = ∫ (𝑥2 − 𝑡2)𝑓′′(𝑡)
𝑥

0
𝑑𝑡的导数𝐹′(𝑥)与𝑥2为等价无穷小，则𝑓′′(0) =（   ▲   ） 

A. 0 B. 
1

2
 C.  1 D.不存在 

3.设𝑓(𝑥) = {
1, 𝑥 ≠ 0
0, 𝑥 = 0

，𝑔(𝑥) = {
𝑥 sin

1

𝑥
, 𝑥 ≠ 0

1, 𝑥 = 0
，则𝑥 = 0是下列哪个函数的间断点？（   ▲   ） 

A. 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) 

C. max{𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)} 

B. 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) 

D. min{𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)} 

4.设𝜉为𝑓(𝑥) = arctan 𝑥在[0, 𝑏]上应用𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒中值定理的中值，则lim𝑏→0
𝜉2

𝑏2 =（   ▲   ） 

A. 1 B. 
1

2
 C. 

1

3
 D. 

1

4
 

5.设𝑓(𝑥)在[𝑎, 𝑏]上连续，且∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = 0，则（   ▲   ） 

A. 在(𝑎, 𝑏)内不一定有𝑥使𝑓(𝑥) = 0 

B. 对于[𝑎, 𝑏]上的一切𝑥都有𝑓(𝑥) = 0 

C. 在[𝑎, 𝑏]的某个小区间上有𝑓(𝑥) = 0 

D. 在(𝑎, 𝑏)内至少有一点使𝑓(𝑥) = 0 

6.设函数𝑓(𝑥)在(0, +∞)内有界且可导，则（   ▲   ） 

A. 当lim𝑥→+∞ 𝑓(𝑥) = 0时，必有lim𝑥→+∞ 𝑓′(𝑥) = 0 

B. 当lim𝑥→0+ 𝑓(𝑥) = 0时，必有lim𝑥→0+ 𝑓′(𝑥) = 0 

C. 当lim𝑥→+∞ 𝑓′(𝑥)存在时，必有lim𝑥→+∞ 𝑓′(𝑥) = 0 

D. 当 lim𝑥→0+ 𝑓′(𝑥)存在时，必有lim𝑥→0+ 𝑓′(𝑥) = 0 

7.设𝑎 > 0，𝑓(𝑥)在(−𝑎, 𝑎)内恒有𝑓′′(𝑥) > 0，|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑥2，记𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)
𝑎

−𝑎
𝑑𝑥，则有（   ▲   ） 

A. 𝐼 = 0 B. 𝐼 > 0 C. 𝐼 < 0 D. 不确定 

8.设𝑓(𝑥, 𝑦)在点(0,0)的某个邻域内连续，且满足 

lim
x→0
𝑦→0

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(0,0)

𝑥2 + 1 − 𝑥 sin 𝑦 − cos2 𝑦
= −3 

则𝑓(𝑥, 𝑦)在点(0,0)处（   ▲   ） 

A.取极大值 C.无极值 
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B.取极小值 D.不能确定是否有极值 

9.设𝑦 = 𝑦(𝑥)是微分方程𝑦′′ + (𝑥 − 1)𝑦′ + 𝑥2𝑦 = 𝑒𝑥的满足𝑦(0) = 0，𝑦′(0) = 1的解，则lim𝑥→0
𝑦(𝑥)−𝑥

𝑥2 = 

（   ▲   ） 

A. 0 B. 1 C. 2 D. 不存在 

10.设∑ 𝑎𝑛𝑥𝑛∞
𝑛=0 在𝑥 = 1处收敛，则∑

𝑎𝑛

𝑛+1
(𝑥 − 1)𝑛∞

𝑛=0 在𝑥 = 0处（   ▲   ） 

A. 绝对收敛 

C. 发散 

B. 条件收敛 

D. 收敛性与𝑎𝑛有关 

11.设连续函数𝑓(𝑥)满足lim𝑥→2
ln(𝑥−1)

𝑓(3−𝑥)
= 2，且𝑓(1) = 0，则𝑓′(1) =（   ▲   ） 

A. −
1

2
 B. 

1

2
 C. 2 D. −2 

12.设�⃗� = 𝑖 + 𝑗，�⃗⃗� = −2𝑗 + �⃗⃗�，则以向量�⃗�、�⃗⃗�为边的平行四边形的对角线长度为（   ▲   ） 

A. √3, √11 B. 3, 11 C. √3, √10 D. √2, √11 

13.设𝑆为八面体|𝑥| + |𝑦| + |𝑧| ≤ 1全表面上半部分的上侧，则不正确的是（   ▲   ） 

A. ∬ 𝑦2𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑆

= 0 B. ∬ 𝑦𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑆

= 0 C. ∬ 𝑥2𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑆

= 0 D. ∬ 𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑆

= 0 

14.设𝑓有连续的一阶导数，则∫ 𝑓(𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑓(𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦
(1,2)

(0,0)
=（   ▲   ） 

A. 2 ∫ 𝑓(𝑥)
1

0
𝑑𝑥 B. ∫ 𝑓(𝑥)

3

0
𝑑𝑥 C. 𝑓(3) − 𝑓(0) D. 0 

15.设[0,1]上𝑓′′(𝑥) > 0，则𝑓′(0)，𝑓′(1)，𝑓(1) − 𝑓(0)，𝑓(0) − 𝑓(1)的大小顺序是（   ▲   ） 

A. 𝑓′(1) > 𝑓(1) − 𝑓(0) > 𝑓′(0) 

C. 𝑓(1) − 𝑓(0) > 𝑓′(1) > 𝑓′(0) 

B. 𝑓′(1) > 𝑓′(0) > 𝑓(1) − 𝑓(0) 

D. 𝑓′(1) > 𝑓(0) − 𝑓(1) > 𝑓′(0) 

16.设常数𝜆 > 0，则级数∑ (−1)𝑛 tan(√𝑛2 + 𝜆𝜋)∞
𝑖=1 是（   ▲   ） 

A. 条件收敛 

C. 发散 

B. 绝对收敛 

D. 敛散性与𝜆有关 

17.设函数𝑓(𝑥)可导，𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥)(1 + |𝑠𝑖𝑛 𝑥|)，则𝑓(0) = 0是𝐹(𝑥)在𝑥 = 0处可导的（   ▲   ） 

A. 既非充分条件，又非必要条件 

C. 必要条件，但非充分条件 

B. 充分条件，但非必要条件 

D. 充分必要条件 

18.设𝐷为𝒙𝑶𝒚平面上以(1,1)，(−1,1)和(−1, −1)为顶点的三角形区域，𝐷1为𝐷在第一象限的部分，则 

∬(𝑥𝑦 + cos 𝑥 sin 𝑦)

𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 

等于（   ▲   ） 
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A.  2 ∬ (cos 𝑥 sin 𝑦)
𝐷1

𝑑𝑥𝑑𝑦 

C. 4 ∬ (𝑥𝑦 + cos 𝑥 sin 𝑦)
𝐷1

𝑑𝑥𝑑𝑦 

B. 2 ∬ 𝑥𝑦
𝐷1

𝑑𝑥𝑑𝑦 

D. 0 

19.设𝑓(𝑥)连续，求满足方程∫ 𝑓(𝑠)
𝑥

0
𝑑𝑠 +

1

2
𝑓(𝑥) = 𝑥2的解为（   ▲   ） 

A. −𝑒−2𝑥 + 2𝑥 + 1 

C. 𝑐𝑒−2𝑥 + 2𝑥 − 1 

B. 𝑒−2𝑥 + 2𝑥 − 1 

D. 𝑐𝑒−2𝑥 + 2𝑥 + 1 

20. 判断下列函数组线性相关的是（   ▲   ） 

A. 𝑥, 𝑥 − 1 

C. 𝑥, 𝑥2, 𝑥3 

B. cos 𝑥 , sin 𝑥 

D. 𝑥, 𝑥 − 3, 𝑥 − 5 

 

二、填空题（每题 2分，共 20小题，计 40分） 

1.求𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ (
1

𝑛2+𝑛+1
+

2

𝑛2+𝑛+2
+ ⋯ +

𝑛

𝑛2+𝑛+𝑛
) =   ▲    

2.limn→∞

𝑛3 √2
𝑛

(1−cos
1

𝑛2)

√𝑛2+1−𝑛
=   ▲    

3.limn→∞
1

𝑥100 𝑒−
1

𝑥2 =   ▲    

4.设𝑓(𝑥) = 𝑥3 sin 𝑥，则𝑓(10)(0) =   ▲    

5.设{
𝑥 = 𝑎(𝑡 − sin 𝑡)

𝑦 = 𝑎(1 − cos 𝑡)
，则

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 =   ▲    

6.设𝑓(𝑥)在(−∞, +∞)内可导，且lim𝑥→∞ 𝑓′(𝑥) = 𝑒，lim𝑥→∞ (
𝑥+𝐶

𝑥−𝑐
)

𝑥
= lim𝑥→∞[𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 − 1)]，则𝑐 = 

   ▲    

7. lim𝑥→2

∫ [∫ 𝑒−𝑢22

𝑡 𝑑𝑢]𝑑𝑡
𝑥

2

(𝑥−2)2 =   ▲    

8. lim𝑥→0
𝑒𝑥−1−𝑥

√1−𝑥−cos √𝑥
=   ▲    

9.设𝐹(𝑥)是𝑓(𝑥)的一个原函数，且𝐹(0)=1，𝐹(𝑥)𝑓(𝑥) = cos 2𝑥，则∫ |𝑓(𝑥)|
𝜋

0
𝑑𝑥 =   ▲    

10.设∫
1

√𝑒𝑡−1

2 ln 2

𝑥
𝑑𝑡 =

𝜋

6
，则𝑥 =   ▲    

11.∫
sin 𝑥

1+cos2 𝑥

𝜋

0
𝑑𝑥 =   ▲    

12.设𝑢 = 𝑦𝑓 (
𝑥

𝑦
) + 𝑥𝑔 (

𝑦

𝑥
)，其中函数𝑓和𝑔具有二阶连续导数，则𝑥

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝑦
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
=   ▲    

13.𝑦 = 𝑓(𝑥)二阶可导，且
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= (4 − 𝑦)𝑦𝛽(𝛽 > 0)，若𝑦 = 𝑓(𝑥)的一个拐点是(𝑥0, 3)，则𝛽 =   ▲    

14.设函数𝑓(𝑥) = 𝑥 − [𝑥]，其中[𝑥]表示数的整数部分，则它的𝐹𝑜𝑢𝑟𝑖𝑒𝑟系数𝑎0 =   ▲   ，𝑎𝑛 =   ▲   ，

（𝑛 ≥ 1），𝑏𝑛 =   ▲   （𝑛 ≥ 1）. 
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15.设有一均匀细棒，长为2𝑙，质量为𝑚，在棒的延长线上离棒中心为𝑎(𝑎 > 𝑙)处有一质量为𝑚0的质点𝑀0，

则棒对𝑀0的吸引力为𝐹 =
𝑘𝑚𝑚0

𝑎2−𝑙2，若已知两细棒的长分别为𝑙1和𝑙2，质量分别为𝑚1和𝑚2，相邻两端点之间

的距离为𝑎，则位于同一直线上的这两均匀细棒之间的吸引力是   ▲    

16.积分∭ (𝑥 + 𝑦 + 𝑧2)
Ω

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =   ▲   ，其中Ω由旋转双曲面𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2 = 1，平面𝑧 = 𝐻和𝑧 = −𝐻

（𝐻 > 0）所围成. 

17.设𝑙为椭圆
𝑥2

4
+

𝑦2

3
= 1，其周长为𝑎，则∮ (𝑥𝑦 + 3𝑥2 + 4𝑦2)

𝑙
𝑑𝑠 =   ▲    

18.已知𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)满足
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2 = 2𝑥，𝑓(𝑥, 0) = 1，
𝜕𝑓(𝑥,0)

𝜕𝑦
= sin 𝑥，则𝑓(𝑥, 𝑦) =   ▲    

19.设𝑓(𝑥𝑦)在区域𝐷: 1 ≤ 𝑥𝑦 ≤ 2,1 ≤
𝑦

𝑥
≤ 4上连续，设𝐴 = ∫ 𝑓(𝑥)

2

1
𝑑𝑥，则∬ 𝑓(𝑥𝑦)

𝐷
𝑑𝑥𝑑𝑦 =   ▲    

20.设Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3|−√𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2 ≤ 𝑧 ≤ 0, 𝑎 > 0}，𝑆为Ω的边界曲面外侧，计算 

∯
𝑎𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 + 2(𝑥 + 𝑎)𝑦𝑑𝑧𝑑𝑥

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 + 1
𝑆

 

的值为   ▲    

 

三、证明题（两大题，计 20分） 

1.设函数𝜑(𝑥)在(−∞, +∞)连续，周期为 1，且∫ 𝜑(𝑥)
1

0
𝑑𝑥 = 0，函数𝑓(𝑥)在[0,1]上有连续导数，设 

𝑎𝑛 = ∫ 𝑓(𝑥)𝜑(𝑛𝑥)
1

0

𝑑𝑥 

求证：级数∑ 𝑎𝑛
2∞

𝑛=1 收敛 

2.设𝑎 > 0，𝑓′(𝑥)在[0, 𝑎]上连续，则 

𝑓(0) ≤
1

𝑎
∫ |𝑓(𝑥)|

𝑎

0

𝑑𝑥 + ∫ |𝑓′(𝑥)|
𝑎

0

𝑑𝑥 

 

 

 


