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如图，在锐角
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ABC中，AB<AC，AD是边BC上的高，P是线段AD内一点。过P作PE
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、E、F四点共圆的充要条件为P是
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ABC的垂心。（官方解答） 
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因为AF*AB = AP*AD = AE*AC ，所以B、C、E、F四点共圆。
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证明：（1）由题设的四段圆弧有：
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（2）过点
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如图，在
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ABC中，设AB>AC，过A作
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ABC的外接圆的切线L。又以A为圆心，AC为半径作圆分别交线段AB于D；交直线L于E、F。

证明：直线DE、DF分别通过
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ABC的内心与一个旁心。（官方解答）
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证明：（1）先证DE通过
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又D、C、E在以A为圆心的圆上，则
[image: image240.wmf]2

1



 EMBED Equation.3  [image: image241.wmf]Ð

DAC=
[image: image242.wmf]Ð

IEC

故
[image: image243.wmf]Ð

IAC=
[image: image244.wmf]Ð

IEC，即A、I、C、E四点共圆。

于是，
[image: image245.wmf]Ð

ACI=
[image: image246.wmf]Ð

AEI

又F、D、E在以A为圆心的圆上，则
[image: image247.wmf]Ð

AEI =
[image: image248.wmf]2

1



 EMBED Equation.3  [image: image249.wmf]Ð

FAD

又因为相切有
[image: image250.wmf]Ð

FAD=
[image: image251.wmf]Ð

ACB，故
[image: image252.wmf]Ð

ACI=
[image: image253.wmf]2

1



 EMBED Equation.3  [image: image254.wmf]Ð

ACB

所以，I为内心。

(2)  DF通过
[image: image255.wmf]D

ABC的一个旁心。
设FD 与AI的所在直线交于
[image: image256.wmf]A

I

，连B
[image: image257.wmf]A

I

， BI。则
[image: image258.wmf]Ð

BI
[image: image259.wmf]A

I

 =
[image: image260.wmf]2

ABC

BAC

Ð

+

Ð

，

而
[image: image261.wmf]Ð

BD
[image: image262.wmf]A

I

=
[image: image263.wmf]Ð

ADF，又AD=AF，则
[image: image264.wmf]Ð

ADF=
[image: image265.wmf]Ð

AFD=
[image: image266.wmf]2

DAE

Ð

=
[image: image267.wmf]2

CAE

BAC

Ð

+

Ð

，

又因为相切有
[image: image268.wmf]Ð

ABC=
[image: image269.wmf]Ð

CAE，故
[image: image270.wmf]Ð

BI
[image: image271.wmf]A

I

 =
[image: image272.wmf]Ð

BD
[image: image273.wmf]A

I

，即I、D、B、
[image: image274.wmf]A

I

四点共圆。

于是，
[image: image275.wmf]Ð

I B
[image: image276.wmf]A

I

=
[image: image277.wmf]Ð

ID
[image: image278.wmf]A

I

=
[image: image279.wmf]°

90

，又因为
[image: image280.wmf]Ð

ABC的平分线与其外角平分线互相垂直，故B
[image: image281.wmf]A

I

为其外角平分线。所以，
[image: image282.wmf]A

I

为
[image: image283.wmf]D

ABC的BC边外的旁心。
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在锐角三角形ABC中，AB上的高CE与AC上的高BD相交于点H，以DE为直径的圆分别交AB、AC于F、G两点，FG与AH相交于点K，已知BC＝25，BD=20，BE＝7，求AK的长。
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将数据代进去，计算得：AK=
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（这里实际上使用了张角公式，而官方解答注意到GF与BC平行的关系）
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简证：连AB，注意到：
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[image: image1027.wmf]2

O

如图，在
[image: image339.wmf]D

ABC中，
[image: image340.wmf]Ð

A=
[image: image341.wmf]°

60

，AB>AC，点O是外心。两条高BE、CF交于H点。点M、N分别在线段BH、HF上，且满足BM=CN。求 
[image: image342.wmf]OH

NH

MH

+

的值。 

机械解法：

设外接圆半径为R，

引理1：
[image: image343.wmf]A

AH

cos

 = 
[image: image344.wmf]B

BH

cos

 = 
[image: image345.wmf]C

CH

cos

 = 2R  (锐角三角形)

引理2：
[image: image346.wmf]OH

=
[image: image347.wmf]OA

+
[image: image348.wmf]OB

+
[image: image349.wmf]OC

 

引理1的证明：BH=
[image: image350.wmf]ABH

BF

Ð

cos

=
[image: image351.wmf]A

B

a

sin

cos

=2RcosB，同理有：AH=2RcosA， CH=2RcosC。

引理2的证明：设
[image: image352.wmf]H

¢

满足
[image: image353.wmf]H

O

¢

=
[image: image354.wmf]OA

+
[image: image355.wmf]OB

+
[image: image356.wmf]OC

 ，则
[image: image357.wmf]H

A

¢

=
[image: image358.wmf]OB

+
[image: image359.wmf]OC



[image: image360.wmf]H

A

¢

*
[image: image361.wmf]BC

=(
[image: image362.wmf]OC

+
[image: image363.wmf]OB

)*(
[image: image364.wmf]OC

-
[image: image365.wmf]OB

) = OC
[image: image366.wmf]2

- OB
[image: image367.wmf]2

 = 0 ，所以A
[image: image368.wmf]H
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 EMBED Equation.3  [image: image369.wmf]^

BC

同理，B
[image: image370.wmf]H

¢



 EMBED Equation.3  [image: image371.wmf]^

AC，所以
[image: image372.wmf]H

¢

与H重合。
题目的证明：图中H在三角形内部，可以判断
[image: image373.wmf]D

ABC为锐角三角形。
[image: image374.wmf]Ð

A=
[image: image375.wmf]°

60

，AB>AC，则
[image: image376.wmf]Ð

C>
[image: image377.wmf]Ð

B。于是可设
[image: image378.wmf]Ð

B=
[image: image379.wmf]°
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-
[image: image380.wmf]a

，
[image: image381.wmf]Ð

C=
[image: image382.wmf]°
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+
[image: image383.wmf]a

，其中0<
[image: image384.wmf]a

<
[image: image385.wmf]°

30

。因为BM=CN，则 

MH+NH =(BH-BM)+(CN-CH) = BH-CH = 2R(cosB-cosC) = 2R[cos(
[image: image386.wmf]°

60

-
[image: image387.wmf]a

)-cos(
[image: image388.wmf]°
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+
[image: image389.wmf]a

)] 

=2
[image: image390.wmf]3

Rsin
[image: image391.wmf]a

 

而OH
[image: image392.wmf]2

 = (
[image: image393.wmf]OA

+
[image: image394.wmf]OB

+
[image: image395.wmf]OC

)
[image: image396.wmf]2

 = 3R
[image: image397.wmf]2

+2R
[image: image398.wmf]2

(cos2A+cos2B+cos2C) 

= 3R
[image: image399.wmf]2

+2R
[image: image400.wmf]2

[cos
[image: image401.wmf]°
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+cos(
[image: image402.wmf]°
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-2
[image: image403.wmf]a

)+cos(
[image: image404.wmf]°
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+2
[image: image405.wmf]a

)] = 2R
[image: image406.wmf]2

(1-cos2
[image: image407.wmf]a

) 

= 4R
[image: image408.wmf]2

sin
[image: image409.wmf]2



 EMBED Equation.3  [image: image410.wmf]a

 ，即OH=2Rsin
[image: image411.wmf]a


故
[image: image412.wmf]OH

NH

MH

+

 = 
[image: image413.wmf]a

a

sin

2

sin

3

2

R

R

 = 
[image: image414.wmf]3
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如图，
[image: image415.wmf]D

ABC中，O为外心，三条高AD、BE、CF交于点H，直线ED和AB交于点M，FD和AC交于点N。

[image: image1028.jpg]


求证：（1）OB
[image: image416.wmf]^

DF ，OC
[image: image417.wmf]^

DE

（2）OH
[image: image418.wmf]^

MN 

 (1)∵A、C、D、F四点共圆
 ∴∠BDF＝∠BAC
又∠OBC＝ [image: image419.png]


(180°－∠BOC)＝90°－∠BAC
∴OB⊥DF． 同理OC
[image: image420.wmf]^

DE

(2)引理：
[image: image421.wmf]OH

=
[image: image422.wmf]OA

+
[image: image423.wmf]OB

+
[image: image424.wmf]OC


引理的证明：设
[image: image425.wmf]H

¢

满足
[image: image426.wmf]H

O

¢

=
[image: image427.wmf]OA

+
[image: image428.wmf]OB

+
[image: image429.wmf]OC

 ，则
[image: image430.wmf]H

A

¢

=
[image: image431.wmf]OB

+
[image: image432.wmf]OC



[image: image433.wmf]H

A
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*
[image: image434.wmf]BC

=(
[image: image435.wmf]OC

+
[image: image436.wmf]OB

)*(
[image: image437.wmf]OC

-
[image: image438.wmf]OB

) = OC
[image: image439.wmf]2

- OB
[image: image440.wmf]2

 = 0 ，所以A
[image: image441.wmf]H
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 EMBED Equation.3  [image: image442.wmf]^

BC

同理，B
[image: image443.wmf]H

¢



 EMBED Equation.3  [image: image444.wmf]^

AC，所以
[image: image445.wmf]H

¢

与H重合。
题目（2）OH
[image: image446.wmf]^

MN的证明：

因为
[image: image447.wmf]OA

+
[image: image448.wmf]OB



 EMBED Equation.3  [image: image449.wmf]^



 EMBED Equation.3  [image: image450.wmf]AB

，则
[image: image451.wmf]OA

+
[image: image452.wmf]OB



 EMBED Equation.3  [image: image453.wmf]^



 EMBED Equation.3  [image: image454.wmf]AM

，所以（
[image: image455.wmf]OA

+
[image: image456.wmf]OB

）*
[image: image457.wmf]AM

= 0

同理有，（
[image: image458.wmf]OA

+
[image: image459.wmf]OC

）*
[image: image460.wmf]AN

= 0  再结合第一问的结论有：


[image: image461.wmf]OH

*
[image: image462.wmf]MN

= (
[image: image463.wmf]OA

+
[image: image464.wmf]OB

+
[image: image465.wmf]OC

)*(
[image: image466.wmf]AN

-
[image: image467.wmf]AM
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[image: image468.wmf]OB

*
[image: image469.wmf]AN

- 
[image: image470.wmf]OC

*
[image: image471.wmf]AM


=
[image: image472.wmf]OB

*(
[image: image473.wmf]DN

-
[image: image474.wmf]DA

)-
[image: image475.wmf]OC

*(
[image: image476.wmf]DM

-
[image: image477.wmf]DA
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[image: image478.wmf]OB

*
[image: image479.wmf]DA

+
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*
[image: image481.wmf]DA

=
[image: image482.wmf]DA

*
[image: image483.wmf]BC

= 0
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[image: image484.wmf]的面积相等

与

点，证明四边形

的外接圆于

交

，延长

是垂足

、

，作

，满足

、

边上有两点

的

在锐角

如图
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D
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[image: image1029.png]


三角证法：记
[image: image485.wmf]Ð

BAE=
[image: image486.wmf]Ð

CAF=
[image: image487.wmf]a

，
[image: image488.wmf]Ð

EAF=
[image: image489.wmf]b

，则

AM=AFcos(
[image: image490.wmf]a

+
[image: image491.wmf]b

) ，AN=AFcos
[image: image492.wmf]a



[image: image493.wmf]AMDN

S

 = 
[image: image494.wmf]AMD

S

D

+
[image: image495.wmf]ADN

S

D

 = 
[image: image496.wmf]2

1

AD*AMsin
[image: image497.wmf]a

+
[image: image498.wmf]2

1

AD*ANsin(
[image: image499.wmf]a

+
[image: image500.wmf]b

) 

= 
[image: image501.wmf]2

1

AD* AFcos(
[image: image502.wmf]a

+
[image: image503.wmf]b

)sin
[image: image504.wmf]a

+
[image: image505.wmf]2

1

AD* AFcos
[image: image506.wmf]a

sin(
[image: image507.wmf]a

+
[image: image508.wmf]b

) 

= 
[image: image509.wmf]2

1

AD* AFsin(
[image: image510.wmf]a

+(
[image: image511.wmf]a

+
[image: image512.wmf]b

))

而
[image: image513.wmf]ABC

S

D

 = 
[image: image514.wmf]2

1

AB* ACsin(2
[image: image515.wmf]a

+
[image: image516.wmf]b

)

连结BD，注意到：
[image: image517.wmf]Ð

ADB=
[image: image518.wmf]Ð

ACB ，又题设
[image: image519.wmf]Ð

BAE=
[image: image520.wmf]Ð

CAF，

则
[image: image521.wmf]D

ADB与
[image: image522.wmf]D

ACF相似，于是有：
[image: image523.wmf]AB

AD

=
[image: image524.wmf]AF

AC

 

即：AD* AF = AB* AC ， 所以
[image: image525.wmf]AMDN

S

 = 
[image: image526.wmf]ABC

S

D
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在四边形ABCD中，对角线AC平分
[image: image527.wmf]Ð

BAD。在CD上取一点E ，BE与AC相交于F ，延长DF交BC于G。

求证：
[image: image528.wmf]Ð

GAC = 
[image: image529.wmf]Ð

EAC 

解析证法：
如图建立直角坐标系，令A(0,0)，F(m,o) ，C(n,o)，B(p,kp)，m、n、p、k均为正数。则直线AB为y = kx。

 SHAPE \* MERGEFORMAT 



由于AC平分
[image: image531.wmf]Ð

BAD，则直线AD为y = - kx 。可设D(q, -kq)，q>0

于是，直线BC为y=
[image: image532.wmf]n

p

kp

-

(x - n) ，直线DF为y=
[image: image533.wmf]q

m

kq
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(x - m) ，于是交点G为
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[image: image543.wmf]AG
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[image: image544.wmf]G
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同理，直线CD为y=
[image: image546.wmf]q

n

kq

-

(x - n) ，直线BF为y=
[image: image547.wmf]m

p

kp

-

(x - m) ，于是交点E为


[image: image548.wmf]E

y

=
[image: image549.wmf]m

p

kp
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(
[image: image550.wmf]E

x

 - m) =
[image: image551.wmf]q
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kq

-

(
[image: image552.wmf]E
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 - n)    （2）

（直接对调m与n的位置得出计算结果）
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[image: image557.wmf]AE
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故
[image: image560.wmf]AG

k

= - 
[image: image561.wmf]AE

k

 ，所以
[image: image562.wmf]Ð

GAC = 
[image: image563.wmf]Ð

EAC

[image: image1030.png]
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如图，O、I分别为
[image: image564.wmf]D

ABC外心和内心，AD是BC边上的高，I在线段OD上，求证：
[image: image565.wmf]D

ABC的外接圆半径等于BC边上的旁切圆半径。

   注：
[image: image566.wmf]D

ABC的BC边上的旁切圆是与边AB、AC的延长线以及边BC都相切的圆。

纯几何证法：

BC边上的旁切圆半径：
[image: image567.wmf]A

R

=
[image: image568.wmf]a

c

b

S

-

+

2

  

2S = a*AD  

作IN⊥AB，垂足为N，则b+c – a = 2AN 

故
[image: image569.wmf]A

R

=
[image: image570.wmf]AN
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a
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要证明
[image: image571.wmf]A

R

=R，即证明：
[image: image572.wmf]AD

R

 = 
[image: image573.wmf]AN

a

2


连AI并延长交处接圆于K，连结KO、KB。则K、M分别为弧BC及弦BC的中点．且OK⊥BC．于是OK∥AD，又KI=KB，则

 
[image: image574.wmf]AD

R

 = 
[image: image575.wmf]AD

OK

 =
[image: image576.wmf]AI

KI

 = 
[image: image577.wmf]AI

BK


故只要证明：
[image: image578.wmf]AN

a

2

 = 
[image: image579.wmf]AI

BK

，亦即 
[image: image580.wmf]BK
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2

 = 
[image: image581.wmf]AI
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而a = 2BM,故只要证明：
[image: image582.wmf]BK

BM

 = 
[image: image583.wmf]AI
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由于
[image: image584.wmf]Ð

NAI=
[image: image585.wmf]Ð

MBK=
[image: image586.wmf]2

A

，
[image: image587.wmf]D

ANI与
[image: image588.wmf]D

BMK相似，所以上式成立。

故
[image: image589.wmf]A

R

=R
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[image: image590.wmf]三点共线

、

、

的充分必要条件是

两点，求证：

、

内切于

分别与圆

、圆
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、
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如图，已知两个半径不
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^
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证明：充分性。设S、N、T三点共线。在S、T所作的两公切线相交于K，则KS=KT，且K在圆
[image: image591.wmf]1

O

和圆
[image: image592.wmf]2

O

的根轴MN上。设ST交KO于D，由OS=OT及KS=KT有：
[image: image593.wmf]ST
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。

又
[image: image594.wmf]SK
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，那么
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D
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。

又
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=

, 所以
[image: image599.wmf]KO
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*

=

，即O、D、N、M四点共圆。

故
[image: image600.wmf]°
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ODN

OMN

，即
[image: image601.wmf]MN

OM

^

。
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     必要性。设
[image: image603.wmf]MN

OM

^

。类似地，设在S、T所作的两公切线相交于K，则KS=KT，且K在圆
[image: image604.wmf]1

O

和圆
[image: image605.wmf]2

O

的根轴MN上。设ST分别交KO、KM于D、
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，则
[image: image607.wmf]ST
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[image: image608.wmf]N
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，故O、D、
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[image: image611.wmf]2
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，故
[image: image612.wmf]KN
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，即
[image: image613.wmf]N
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与N重合，因此S、N、T共线。
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[image: image614.wmf]垂直

与

求证直线

点，

的延长线交于

、

为切点，并且
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都相切，
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和圆

如图，圆
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梅氏定理证法：

[image: image1032.png]


延长PA与BC交于点D。

PGE截
[image: image615.wmf]D

ACD，由梅氏定理有：
[image: image616.wmf]CG
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*
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*
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由于CE、CG均为圆
[image: image619.wmf]1
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的切线，则CE = CG

于是，
[image: image620.wmf]DE

AG

*
[image: image621.wmf]AP

DP

 = 1 (1)

同理，PHF截
[image: image622.wmf]D

ABD，由梅氏定理有：
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于是，
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由（1）和（2）得：
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连结A
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于是有
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由（3）和（4）得：
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连结E
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DE

=
[image: image667.wmf]2

1

AO

AO

，所以AD平行于E
[image: image668.wmf]1

O

。故PA
[image: image669.wmf]^

BC。
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[image: image670.wmf]NP
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//

，求证：

于

，交

于

，交

于

交

，

于

的切线交

上分别作圆

与弧

，在弧

、

、

、

与各边分别切于

的内切圆

如图，菱形


[image: image1033.png]


分析：这个问题需要倒过来想，从结论出发。首先要加强对MQ平行于NP的理解，连结MP，将会发现证题目标转化为： 
[image: image671.wmf]Ð

AMQ=
[image: image672.wmf]Ð

CPN，于是，问题转化为求证：
[image: image673.wmf]D

AMQ与
[image: image674.wmf]D

CPN相似，考虑到
[image: image675.wmf]Ð

A=
[image: image676.wmf]Ð

C，也就是求证：AM*CN=AQ*CP。这样，只要考虑对称的左边的“AM*CN”，再将其转化为“公共的量”即可。
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设
[image: image677.wmf]D

ABC的外接圆O半径为R，内心为I，
[image: image678.wmf]Ð

B=
[image: image679.wmf]°

60

，
[image: image680.wmf]Ð

A <
[image: image681.wmf]Ð

C，
[image: image682.wmf]Ð

A的外角平分线交圆O于E，证明：

（1） IO = AE ；

（2） 2R < IO + IA + IC < (1+
[image: image683.wmf]3

)R .

机械证法：
引理：IA = 4Rsin
[image: image684.wmf]2

B

sin
[image: image685.wmf]2

C

，IC = 4Rsin
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A

sin
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B

，内切圆半径 r = 4Rsin
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sin
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B

sin
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C


引理的证明：在
[image: image691.wmf]D

ACI中，应用正弦定理：
[image: image692.wmf])

2

90

sin(

B

b

+

°

=
[image: image693.wmf]2

sin

C

IA

=
[image: image694.wmf]2

sin

A

IC

 ，其中b=2RsinB， 

故IA=4Rsin
[image: image695.wmf]2

B

sin
[image: image696.wmf]2

C

，IC=4Rsin
[image: image697.wmf]2

A

sin
[image: image698.wmf]2

B

，于是，r=AIsin
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A

=4Rsin
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sin
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题目的证明：

（1）
[image: image703.wmf]Ð

B=
[image: image704.wmf]°

60

，
[image: image705.wmf]Ð

A <
[image: image706.wmf]Ð

C，于是可设
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-
[image: image709.wmf]a

，
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C=
[image: image711.wmf]°
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+
[image: image712.wmf]a

，其中0<
[image: image713.wmf]a

<
[image: image714.wmf]°
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，

那么
[image: image715.wmf]Ð

ABE=
[image: image716.wmf]2

a

，AE = 2Rsin
[image: image717.wmf]2

a

。由引理知：

r = 2Rsin
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a
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°

sin
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a

+

°

 = R（cos
[image: image720.wmf]a

-
[image: image721.wmf]2

1

） 

由Euler定理知：IO
[image: image722.wmf]2

 = R(R-2r) = 2R
[image: image723.wmf]2

（1-cos
[image: image724.wmf]a

）= 4R
[image: image725.wmf]2

sin
[image: image726.wmf]2



 EMBED Equation.3  [image: image727.wmf]2
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故IO = AE = 2Rsin
[image: image728.wmf]2

a


（2）由引理知：IA = 2Rsin
[image: image729.wmf]2
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a

+

°

 ，IC = 2Rsin
[image: image730.wmf]2
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故 IO + IA + IC = 2R（sin
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a

+ sin
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°

+ sin
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°

）= 2R（sin
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a

+cos
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a

） 

= 2
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Rsin(
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a

+
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45

) 

因为0<
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a

<
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30

，则
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<
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a

+
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<
[image: image744.wmf]°

75

，所以sin
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<sin(
[image: image746.wmf]2
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+
[image: image747.wmf]°

45
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故              2
[image: image749.wmf]2

Rsin
[image: image750.wmf]°

45

<IO + IA + IC<2
[image: image751.wmf]2

Rsin
[image: image752.wmf]°

75

 

即              2R < IO + IA + IC < (1+
[image: image753.wmf]3

)R 
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为切点，试证：

、
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通过圆
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官方证明：设圆半径为r，OM=x，AM=a，BM=b，CM=c (a>b>c>0)，则 
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令 
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相切时，有x=r，从而t=0，G=0,(1)式成立。

相交时，0<x<r ，于是 t<0 ，又C点在圆外，即 
[image: image768.wmf]2

2

2

r

c

x

>

+

，

那么 
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从而G式中根号内为正数，且 ac+t>0 

于是通过两端平方及 t<0 ，可验证：


[image: image770.wmf]t
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2


即 G<0 ，（2）式成立。

相离时， x>r ，于是 t>0 ，同样可验证 G>0 ，（3）式成立。
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设A1A2A3A4为⊙O的内接四边形，H1，H2，H3，H4依次为△A2A3A4，△A1A3A4，△A1A2A4，△A1A2A3的垂心，求证：H1，H2，H3，H4四点在同一个圆上，并定出该圆的圆心位置．

引理：设O、H分别为
[image: image771.wmf]D

ABC的外心、垂心，则
[image: image772.wmf]OH

 = 
[image: image773.wmf]OA

 + 
[image: image774.wmf]OB

 + 
[image: image775.wmf]OC


引理的证明：

设
[image: image776.wmf]H
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满足
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=
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+
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+
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- OB
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 = 0 ，所以A
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 EMBED Equation.3  [image: image793.wmf]^
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同理，B
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AC，所以
[image: image796.wmf]H

¢

与H重合。
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题目的证明：由引理有：
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于是，
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 EMBED Equation.3  [image: image815.wmf]1
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H

为平行四边形，对角线
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与
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 EMBED Equation.3  [image: image820.wmf]2

H

互相平分。

设它们的交点为P，则
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同理，
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 EMBED Equation.3  [image: image828.wmf]3
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互相平分，则交点为
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 EMBED Equation.3  [image: image830.wmf]2
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的中点P。
同理，
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与
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 EMBED Equation.3  [image: image834.wmf]4

H

互相平分于点P。
即             
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P=P
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P=P
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于是
[image: image839.wmf]i

A

和
[image: image840.wmf]i

H

（i=1，2，3，4）关于点P是中心对称的。

因为
[image: image841.wmf]1

A

、
[image: image842.wmf]2

A

、
[image: image843.wmf]3

A

、
[image: image844.wmf]4

A

共圆，所以
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、
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、
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H

、
[image: image848.wmf]4

H

四点也共圆，其圆心是点O关于点P的中心对称点。
      连OP，延长OP到
[image: image849.wmf]O

¢

使P
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=OP，则
[image: image851.wmf]O

¢

是
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、
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、
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、
[image: image855.wmf]4

H

四点所决定的圆的圆心。
1991 联赛二试

设凸四边形ABCD的面积为1，求证在它的边上（包括顶点）或内部可以找到四个点，使得以其中任意三点为顶点所构成的四个三角形的面积均大于
[image: image856.wmf]4

1

。

官方证明：考虑四个三角形
[image: image857.wmf]ABC

D

，
[image: image858.wmf]BCD

D

，
[image: image859.wmf]CDA

D

，
[image: image860.wmf]DAB

D

的面积，不妨设
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最小，分四种情况讨论：

(1)
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>
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 ，这时，显然A、B、C、D四点即为所求。

(2) 
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 ，设G为
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于是，G、B、C、D四点即为所求。

(3) 
[image: image869.wmf]DAB
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=
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，则
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，其余两个三角形的面积均大于
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所以，过A作BC的平行线L必与线段CD相交于CD内一点E。

由于 
[image: image877.wmf]DAB

ABC

S

S

D

D

>

 ，所以 
[image: image878.wmf]4

1

=

>

D

D

DAB

EAB

S

S

 

又 
[image: image879.wmf]4

1

>

=

D

D

EAB

EAC

S

S

 ，
[image: image880.wmf]4

1

>

=

D

D

ABC

EBC

S

S


故E、A、B、C四点即为所求。

(4) 
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，则
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，其余两个三角形中还有一个的面积等于
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不妨设
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在AB上取E，DC上取F，使得：
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故E、F、C、B四点即为所求。
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四边形
[image: image894.wmf]ABCD

内接于⊙
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，对角线
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与
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证明 ∵O为⊿ABC的外心，∴ OA=OB．

∵ O1为⊿PAB的外心，∴O1A=O1B．

∴ OO1⊥AB．

作⊿PCD的外接圆⊙O3，延长PO3与所作圆交于点E，并与AB交于点F，连DE，则(1=(2=(3，(EPD=(BPF，

∴ (PFB=(EDP=90(．

∴ PO3⊥AB，即OO1∥PO3．

同理，OO3∥PO1．即OO1PO3是平行四边形．

∴ O1O3与PO互相平分，即O1O3过PO的中点．

同理，O2O4过PO中点．

∴ OP、O1O3、O2O4三直线共点．

说明：对于PO3⊥AB的证明，可以用圆幂定理：
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相减即有：
[image: image905.wmf]2
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从解答可知：
[image: image906.wmf]4
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O
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为平行四边形。
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已知
[image: image907.wmf]D

ABC中，AB=AC。在
[image: image908.wmf]D

ABC内取一点P，直线AP与BC交于N。设
[image: image909.wmf]Ð

NPC =
[image: image910.wmf]Ð

BAC=2
[image: image911.wmf]Ð

BPN，求证：BN = 
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证明：延长AN交
[image: image914.wmf]D

ABC的外接圆于Q，则
[image: image915.wmf]Ð

PQC=
[image: image916.wmf]Ð

ABC，又题设
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NPC=
[image: image918.wmf]Ð

BAC，

于是
[image: image919.wmf]D

PQC与
[image: image920.wmf]D

ABC相似。因AB=AC，则PQ=PC。 

因为弧AB与弧AC相等，所以
[image: image921.wmf]Ð

PQB=
[image: image922.wmf]Ð

PQC。 

过点P作等腰
[image: image923.wmf]D

PQC的角平分线交QC于K，则
[image: image924.wmf]D

PQK与
[image: image925.wmf]D

PCK全等，面积也相等。

且有
[image: image926.wmf]Ð

QPK=
[image: image927.wmf]2
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 EMBED Equation.3  [image: image928.wmf]Ð

QPC=
[image: image929.wmf]Ð

QPB，于是，
[image: image930.wmf]D

QPK与
[image: image931.wmf]D

QPB全等，面积也相等。

所以，
[image: image932.wmf]D

QPC的面积是
[image: image933.wmf]D

QPB的两倍。
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     故 BN=
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[image: image1035.png]


在
[image: image938.wmf]D

ABC中，AB>AC，
[image: image939.wmf]Ð

A的一个外角的平分线交
[image: image940.wmf]D

ABC的外圆于点E，过E作EF
[image: image941.wmf]^

AB，垂足为F。求证：2AF=AB-AC。

证明：在FB上取FG=AF，连EG、EC、EB，

于是⊿AEG为等腰三角形，∴EG=EA．

又(3=180(-(EGA=180(-(EAG=180(-(5=(4，

(1=(2．于是⊿EGB与⊿EAC全等．BG=AC，

∴ AB-AC=AG=2AF．
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在
[image: image942.wmf]D

ABC中，P、Q、R将其周长三等分，且P、Q在AB边上。求证：
[image: image943.wmf]ABC
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证明：由于P、Q在AB边上，则有：
[image: image945.wmf]3
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为底，要使其面积达到最小值，就是要使PQ边上的高，即点R到AB边的距离达到最小。

由于对称性的关系，不妨设点R在边BC上。当线段PQ向点A运动时，点R在BC边上向点B运动。当点P与A重合时，
[image: image948.wmf]PQR
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面积最小。

此时有：BR=
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因为b+c>a，所以
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c

b

a

+

+

>2；因为a+b>c，所以
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故
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面积最小时，
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故任何情况下均有：
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在
[image: image970.wmf]ABC

D

中角A，B，C的对边分别为a，b，c，若角A，B，C的大小成等比数列，且
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解：如图，作
[image: image973.wmf]ABC

D

的外接圆。由于
[image: image974.wmf]ac
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>0，即b>a，弧AC大于弧BC。于是，可以在弧AC上取一点D，使得弧AD等于弧BC，即 AD=BC=a 。连DA,DB，DC。
那么，弧BAD等于弧ABC，即BD=AC=b 。

应用托勒密定理有：
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又题设
[image: image976.wmf]ac
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于是，弧AD、弧CD、弧BC均相等，则
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那么，
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又题设
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在四边形ABCD中，⊿ABD、⊿BCD、⊿ABC的面积比是3∶4∶1，点M、N分别在AC、CD上满足AM∶AC=CN∶CD，并且B、M、N三点共线．求证：M与N分别是AC与CD的中点．

注意：这里用
[image: image982.wmf]D

表示三角形的面积

引理：（面积的定比分点公式）设线段CD不与直线AB相交，N在线段CD上并且CN=
[image: image983.wmf]l

CD，则 
[image: image984.wmf]D

ABN =
[image: image985.wmf]l
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引理的证明：记四边形ABCD的面积为S。则 
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题目的证明：设AM∶AC=CN∶CD=
[image: image1005.wmf]l

 ，则
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又
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所以，M与N分别是AC与CD的中点．
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证明：连结AC、AD、AE、AF。

因为A、C、B、F四点共圆，所以
[image: image1018.wmf]AFD
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因为A、E、B、D四点共圆，所以
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故
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与
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相似，即有
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即DF=CE等价于AC=AF 

又
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故
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成立的充要条件是DF=CE。
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