智浪教育—普惠英才文库

       2006年湖南省高中数学竞赛试卷A

考生注意：1．本试卷共三大题（16个小题），全卷满分150分。

2．用钢笔、签字笔或圆珠笔作答。

3．解题书写不要超出装订线。

4．不能使用计算器。

一、选择题（本大题共6小题，每小题6分，满分36分。在每小题给出的四个选项中，只

有一项是符合题目要求的。）

1．记[x]为不大于x的最大整数，设有集合
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2．若
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3．四边形的各顶点位于一个边长为1的正方形各边上，若四条边长的平方和为t，则t的取

   值区间是                                          

（    ）
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A．[1，2]       
B．[2，4]        
C．[1，3]       
D．[3，6]

4．如图，在正方体ABCD－A1B1C1D1中，P为棱

   AB上一点，过点P在空间作直线l，使l与平面

   ABCD和平面ABC1D1均成
[image: image8.wmf]o
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角，则这样的直

   线条数是（    ）


A．1          B．2


C．3          D．4

5．等腰直角三角形
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ABC中，斜边BC=
[image: image10.wmf]2

4

，一个

   椭圆以C为其焦点，另一个焦点在线段AB上，且椭圆经过A，B两点，则该椭圆的标准

   方程是（焦点在x轴上） 
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（注：原卷中答案A、D是一样的，这里做了改动）

6．将正方形的每条边8等分，再取分点为顶点（不包括正方形的顶点），可以得到不同的三

   角形个数为                                    

（    ）


A．1372        
B． 2024        
C． 3136  
D．4495

二、填空题（本大题共6小题，每小题6分，满分36分，请将正确答案填在横线上。）

7．等差数列
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的前m项和为90，前2 m项和为360，则前4m项和为_____.

8．已知
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9．100只椅子排成一圈，有n个人坐在椅子上，使得再有一个人坐入时，总与原来的n个人

   中的一个坐在相邻的椅子上，则n的最小值为__________.

10．在
[image: image20.wmf]D

ABC中，AB=
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，AC=
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，BC=
[image: image23.wmf]15

，有一个点D使得AD平分BC并且
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是直角，比值
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能写成
[image: image26.wmf]n

m

的形式，这里m、n是互质的正整数，则m－n=______  __.

11．设ABCD－A1B1C1D1是棱长为1的正方体，则上底面ABCD的内切圆上的点P与过顶点A，B，C1，D1的圆上的点Q之间的最小距离是​​​​​​​​​​​​​​​​​​​​​___________.

12．一项“过关游戏”的规则规定：在第n关要抛一颗骰子n次，如果这n次抛掷所出现的点数之和大于
[image: image27.wmf]n

2

，则算过关。则连过前3关的概率为_________.

三、解答题（本大题共4小题，满分78分要求解答要有必要的过程）

13．（本小题满分16分）

   是否存在最小的正整数t，使得不等式
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对任何正整数n恒成立，证

明你的结论。

14．（本小题满分18分）

   设x，y，z为正实数，求函数
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的最小值。

15．（本小题满分22分）

设A、B分别为椭圆
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和双曲线
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的公共的左、右顶点。P、Q分别为双曲线和椭圆上不同于A、B的动点，且满足
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。设直线AP、BP、AQ、BQ的斜率分别为k1、k2、k3、k4.

（1）求证：k1+k2+k3+k4=0；

（2）设 F1、F2分别为椭圆和双曲线的右焦点。若
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的值。

16．（本小题满分22分）

将m位性别相同的客人，按如下方法入住A1、A2、…、A n共n个房间。首先，安排1位客人和余下的客人
[image: image37.wmf]7

1

的入住房间A1；然后，从余下的客人中安排2位和再次余下的客人
[image: image38.wmf]7

1

的入住房间A2；依此类推，第几号房间就安排几位客人和余下的客人
[image: image39.wmf]7

1

的入住；这样，最后一间房间A n正好安排最后余下的n位客人。试求客人的数目和客房的数目，以及每间客房入住客人的数目。

参考答案及评分标准

说明：

1．评阅试卷时，请依据本评分标准．选择题和填空题严格按标准给分，不设中间档次分．

    2．如果考生的解答方法和本解答不同，只要思路合理，步骤正确，在评卷时请参照本评分标准适当档次评分．

一、选择题（本大题共6个小题。每小题6分，满分36分．）

（注：选择题有些解答是不同于标准答案的简单一点的解法，供参考）

1．选C  解：由于x=0
[image: image40.wmf]Ï

A，排除答案A、C，又x=－1满足题意，故选C;

2．选B  解：令
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，故选B;

3．选B  解： 当四边形顶点与正方形顶点重合时知t=4，排除A、C，又取各边中点时可得

   t=2，排除D，故选B;

4．选B  解：  由于二面角C1－AB－D的平面角为450，所以在这个二面角及它的“对顶”
   二面角内，不存在过点P且与面ABCD和面ABC1Dl均成300角的直线．转而考虑它的补
   二面角，易知过点P有且仅有两条直线与面ABCD和面ABClDl均成300角．故满足条件
   的直线l有2条，选B;

5．选A  解：因为BC=4
[image: image44.wmf]2

，设椭圆的另一个焦点为D．以DC为x轴，中点为原点建立
   直角坐标系．设椭圆方程为：
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 (a>b>0)，

   所以|AD|+|BD|+|AC|+|BC|= 4a．

   即8+4
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=4a，a=2+
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．|AD|=2a－|AC|=2
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   在直角三角形ADC中，
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   故方程
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 6．选C  解法一：首先注意到三角形的三个顶点不在正方形的同一边上．
任选正方形的三边，使三个顶点分别在其上，有4种方法；再在选出的三条边上各选一

点，有73种方法．这类三角形共有4×73=1372个．

另外，若三角形有两个顶点在正方形的一条边上，第三个顶点在另一条边上，则先取一
边使其上有三角形的两个顶点，有4种方法，再在这条边上任取两点有21种方法，然

后在其余的21个分点中任取一点作为第三个顶点．这类三角形共有4×21×21=1764个．
    综上可知，可得不同三角形的个数为1372+1764=3136．

    解法二：
[image: image53.wmf]3136
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二、填空题（本大题共6个小题．每小题6分．满分36分．请将正确的答案填在横线上．）
7．1440  解：设Sk=a1+a2+…+ak，易知Sm，S2m－Sm，S3m－S2m 成等差数列，从而S3m= 810．又易知S2m－Sm，S3m－S2m，S4m－S3m成等差数列，即

S4m=3S3m－3S2m+Sm=2430－1080+90=1440 故填1440．

8．1  解：设f(t)=t3+sin t．则f (t)在
[image: image54.wmf]]
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上是单调增加的．由原方程组可得f(x)=f(－2y)=2a，又x，－2y∈
[image: image55.wmf]]
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，，所以x=－2y，x+2y=0，故cos(x+2y)=1．故填1．

9．34   解：由题知，n个人人坐后，每两人中间至多有两只空椅子．故若能让两人中间恰好有两只空椅，则n最小．这样，若对已坐人的椅子编号，不难得一等差数列：1，4，7，…，100．从而100=1+3(n－1)，解得n=34．填34; 
10．65  解：设BC中点为E，AD=
[image: image56.wmf]2

x

．由中线公式得AE=
[image: image57.wmf]2
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．由勾股定理，得120－15+57=
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，故m+n=27+38=65．故填65． 
11．
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 解：设点O是正方体的中心，则易得OQ=
[image: image61.wmf]2
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，OP=
[image: image62.wmf]2
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，则由三角不等式PQ≥OQ－OP=
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．等号当且仅当三点O、P、Q共线时成立．又显然当点P为线段AB中点时，设射线OP与ABC1D1的外接圆的交点为Q时满足要求. 故填
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12．
[image: image65.wmf]243
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  解：由于骰子是均匀正方体，所以抛掷后各点数出现的可能性是相等的．设事件A n为“第n次过关失败”，则对立事件B n为“第n次过关成功”第n次游戏中，基本事件总数为6 n

    第1关：事件Al所含基本事件数为2(即出现点数1和2两种情况)．所以过此关的概率为P(B1)=1－
P(A1)=
[image: image66.wmf]3
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    第2关：事件A2所含基本事件数为方程x+y=a当a分别取2、3、4时的正整数解组数之和，即6个．所以过此关概率为P(B2)=1－P(A2)=
[image: image67.wmf]6
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    第3关：事件A3所含基本事件数为方程x+y+z=a当a分别取3、4、5、6、7、8时的正整数解组数之和，即56个．所以过此关概率为P(B3)=1－P(A3)=
[image: image68.wmf]27
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    故连过三关的概率为P(B1)×P(B2)×P(B3)=
[image: image69.wmf]243
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. 故填
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。  
三、解答题（本大题共4个小题．满分78分，要求解答有必要的过程.）

13．解：取（t，n）=(1，1)，(2，2)，(3，3)，

容易验证知t=1，2，3时均不符合要求． ………………………(4分)

  当t=4时，若n=l，式①显然成立．n≥2，则  
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≤ 
[image: image72.wmf](

)

(

)

4

n

2

4

n

3

4

n

14

n

8

n

]

4

n

2

2

n

2

3

n

2

2

n

2

n

[

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

=

+

+

+

+

´

+

-

… (12分)
<
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故①式成立。因此t=4满足对任何正整数n，①式恒成立。…………(16分)

14．解：在取定y的情况下，
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其中等号当且仅当
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同样，
[image: image77.wmf](
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其中等号当且仅当z=
[image: image78.wmf]3
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  其中第二个不等式中等号当且仅当y=
[image: image81.wmf]2
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号时成立．…………………(16分)

  故当x=
[image: image82.wmf]4
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，y=
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，z=
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等时，f(x，y，z)取得最小值194+112
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．(18分)

15．解：(1)设P、Q两点的坐标分别为P(x1，y1)，Q(x2，y2)，则  
   k1+k2=
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 同理可得意k3+k4=
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   设O为原点，则
[image: image88.wmf](
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由①②得 kl+k2+k3+k4=0； ………………………………………(11分)

(2) 由点Q在椭圆上，有
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因为PF2∥QF1，所以| OF2|=
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由①得  
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16．解：设安排完第k号客房A k后还剩下a k位客人，则a0=m，an－1= n…(4分)

  因为第k号客房A k入住的客人数为
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   变形得
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   这表明数列b k=a k+6k－36是等比数列，公比q=
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   其中b0=a 0－36=m－36，bn－l= a n－l+6 (n－1)－36=7n一42．  ……(12分)

代入通项公式得7n一42=
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由于m为正整数， 并且
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   解得n=6，从而m=36．………………………………………………(20分)

   由此可知，客房A1入住l+
[image: image119.wmf]7
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= 6位客人；客房A2入住2+
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 =6位客人；客房A3入住3+
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=6位客人；客房A4入住4+
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 =6位客人；客房A5人住5+
[image: image123.wmf]7
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=6位客人；最后一间客房人住了剩下的6位客人．

    综上可知，共有客人36人，客房6间，每间客房均入住6位客人．…(22分)
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