
　　CE

4 5
=

2 5
CE + 3

.

解得 CE = 5 或 CE = - 8 (舍去) .

在 Rt △ACG中 ,由勾股定理得

AG = CG2 - AC2 = (4 5) 2 - (3 + 5) 2 = 4.

由割线定理得 GA·GB = GD·GC ,即

4 ( AB + 4) = 2 5 ×4 5.

解得 AB = 6.

在 Rt △ABC 中 ,由勾股定理得

BC = AB
2 + AC

2 = 62 + (3 + 5) 2 = 10.

14. 设 A ( x1 ,0) 、B ( x2 ,0) ,其中 , x1 、x2 是方程

ax
2 + bx + c = 0 的两个根.

又 a、b、c 是正整数 ,则有

x1 + x2 = -
b
a

< 0 , x1 x2 =
c
a

> 0.

故方程 ax2 + bx + c = 0 有两个负实数根 ,即

x1 < 0 , x2 < 0.

由已知得Δ= b
2 - 4 ac > 0.

解得 b > 2 ac .

因为| OA| = | x1 | < 1 ,| OB | = | x2 | < 1 ,所以 ,

- 1 < x1 < 0 , - 1 < x2 < 0.

于是 ,
c
a

= x1 x2 < 1 , c < a.

由于 a 是正整数 ,知抛物线开口向上 ,且当 x =

- 1 时 ,对应的二次函数值大于 0 ,即

a - b + c > 0 , a + c > b.

又 a、b、c 是正整数 ,有

a + c ≥b + 1 > 2 ac + 1.

从而 , a + c > 2 ac + 1.

则 ( a - c) 2 > 1 , a - c > 1 , a > c + 1 ≥2.

于是 , a > 4 ,即 a ≥5.

故 b > 2 ac ≥2 5 ×1 = 2 5 ,即 b ≥5.

因此 ,取 a = 5 , b = 5 , c = 1 ,故 y = 5 x
2 + 5 x + 1

满足条件.

所以 , a + b + c 的最小值为 11.

(李果民 　提供)

2006 年南昌市高中数学竞赛

　　说明 :题号后标高一 (高二) 的为参赛高

一 (高二) 学生解答题 ,未标的为参赛学生共

同解答题.

一、选择题 (每小题 6 分 ,共 36 分)

1. (i) (高一)设集合

A = { a
2

+ 8| a ∈N} ,B = { b
2

+ 29| b ∈N}.

若 A ∩B = P ,则 P 中有 ( 　　)个元素.

(A) 0 　　(B) 1 　　(C) 2 　　(D)至少 3

(ii) (高二) 三个互不重合的平面 ,能把

空间分成 n 部分. 则 n 的所有可能的值是

( 　　) .

(A) 4 ,6 ,8 (B) 4 ,6 ,7

(C) 4 ,5 ,7 ,8 (D) 4 ,6 ,7 ,8

2. (i) (高一) 若三角形的三条高线长分

别为 12 ,15 ,20 ,则此三角形的形状为 ( 　　) .

(A)锐角三角形 (B)直角三角形

(C)钝角三角形 (D)形状不确定

(ii) (高二) 抛物线顶点在原点 ,对称轴

为 x 轴 ,焦点在直线 3 x - 4 y = 12 上. 则抛物

线方程为 ( 　　) .

(A) y
2 = - 12 x (B) y

2 = 12 x

(C) y
2

= - 16 x (D) y
2

= 16 x

3. (i) (高一)设 f ( x) =
1 + x
1 - x

,记 f 1 ( x) =

f ( x) . 若 f n + 1 ( x) = f ( f n ( x) ) ,则 f 2 006 ( x) =

( 　　) .

(A) x 　(B) -
1
x
　(C) 1 + x

1 - x
　(D) x - 1

x + 1

(ii) (高二) 四棱锥 P - ABCD 的底面

ABCD 是单位正方形 ( A 、B 、C、D 按逆时针方
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向排列) ,侧棱 PB 垂直于底面 ,且 PB = 3 ,

记 ∠A PD =θ. 则 sinθ= ( 　　) .

(A) 2
2

(B) 3
3

(C) 5
5

(D) 6
6

4. 若 a = sinθ+ tan θ, b = cosθ+ cot θ,

则下列各式中错误的是 ( 　　) .

(A) sinθ=
ab - 1
b + 1

(B) cosθ=
1 - ab
a + 1

(C) tanθ+ cot θ=
( a + b + 1) 2 + 1 - 2 ab

( a + 1) ( b + 1)

(D) tanθ- cot θ=
( a - b) ( a + b + 2)

( a + 1) ( b + 1)

5. 1 003
2 006的末位数字是 ( 　　) .

(A) 1 (B) 3 (C) 7 (D) 9

6. 设 a、b、c ∈R+ ,且 ab + bc + ca = 108.

则 ab
c

+
bc
a

+
ca
b
的最小值是 ( 　　) .

(A) 6 (B) 12 (C) 18 (D) 36

二、填空题 (每小题 9 分 ,共 54 分)

7. (i) (高一)设 M = {1 ,2 , ⋯,100} , A 是

M 的子集 ,且 A 中至少含有一个立方数. 则

这种子集 A 的个数是 .

(ii) (高二) 甲、乙两人进行乒乓球单打

决赛 ,采用五局三胜制 (即先胜三局者获冠

军) . 对于每局比赛 ,甲获胜的概率为 2
3

,乙获

胜的概率为 1
3

. 则爆出冷门 (乙获冠军) 的概

率为 .

8. (i) (高一) 等腰直角三角形的直角顶

点 A (1 ,0) ,重心 G(2 ,0) . 则三角形另两个顶

点 B 、C 对应的坐标为 .

(ii) (高二)棱长为 1 的正四面体在水平

面上的正投影面积为 S . 则 S 的最大值为

.

9. ( i ) (高一) 已知 sin θ + cos θ =
2
5

π
2

<θ<π . 则 tanθ- cot θ= .

(ii) (高二) 函数 f ( x ) =
1

sin
2

x
+

2
cos

2
x

0 < x <
π
2

的最小值是 .

10. 若曲线 y = | x
2 - 3| 与直线 y = 2 x +

k 恰有三个公共点 ,则 k 的值为 .

11. 数列{ an }的各项为正数 ,其前 n 项

和 S n =
1
2

an +
1
an

. 则 an = .

12. 在一次晚会上 ,9 位明星共上演 n 个

“三人舞”节目. 若在这些节目中 ,任两人都曾

合作过一次 ,且仅合作一次 ,则 n = .

三、解答题 (每小题 20 分 ,共 60 分)

13. (i) (高一) 将等差数列{ an } : an = 4 n

- 1 ( n ∈N+ )中所有能被 3 或 5 整除的数删

去后 ,剩下的数自小到大排成一个数列{ bn }.

求 b2 006的值.

(ii) (高二) 给定 ⊙P : x
2 + y

2 = 2 x 及抛

物线 S : y
2 = 4 x ,过圆心 P 作直线 l 与上述两

曲线的四个交点 ,自上而下顺次记为 A 、B 、

C、D . 如果线段 AB 、BC、CD 的长按此顺序

构成一个等差数列 ,求直线 l 的方程.

图 1

14. 如图 1 , 四边

形 ABCD 内接于圆 , P

是 AB 的中点 , PE ⊥

AD , PF ⊥BC , PG ⊥

CD , M 是线段 PG 和

EF 的交点. 求证 :

ME = MF.

15.若正整数 m、n、k 满足 mn = k
2 + 1 ,

证明 :存在 a、b、c、d ∈N ,使

m = a
2 + b

2 , n = c
2 + d

2 , k = ac + bd

同时成立.

参 考 答 案

一、1. (i) C.

922007 年第 5 期



由 a2 + 8 = b2 + 29 ,得 a2 - b2 = 21 ,即

( a - b) ( a + b) = 21.

由
a - b = 1 ,

a + b = 21 ,
解得

a = 11 ,

b = 10.

由
a - b = 3 ,

a + b = 7 ,
解得

a = 5 ,

b = 2.

故 P = {129 ,33} ,共 2 个元素 .

(ii) D.

三个平行平面分空间为 4 个部分 ;当三个平面

过同一直线时 ,分空间为 6 个部分 ;三棱柱的三个侧

面所在面分空间为 7 个部分 ;空间三个坐标平面分

空间为 8 个部分 (8 个卦限) .

2. (i) B.

三角形三边长之比为 1
12

∶1
15

∶1
20

= 5∶4∶3. 故为

直角三角形.

(ii) D.

抛物线焦点为直线 3 x - 4 y = 12 与 x 轴交点 ,即

(4 ,0) . 设抛物线方程为 y2 = 2 px . 由 p
2

= 4 ,得 p = 8.

3. (i) B.

易求得 f 4 n + 1 ( x) =
1 + x
1 - x

, f 4 n + 2 ( x) = -
1
x

,

f 4 n + 3 ( x) =
x - 1
x + 1

, f 4 n + 4 ( x) = x .

所以 , f 2 006 ( x) = -
1
x

.

(ii) C.

PA = 12 + ( 3) 2 = 2 ,

PD = BD2 + PB2 = 2 + 3 = 5.

因 PA ⊥AD ,则 sinθ=
AD
PD

=
1

5
=

5
5

.

4. B.

由已知得

sinθ·cosθ= acosθ- sinθ, ①

sinθ·cosθ= bsinθ- cosθ, ②

则 　acosθ- sinθ= bsinθ- cosθ.

所以 , ( b + 1) sinθ= ( a + 1) cosθ,得

tanθ=
a + 1
b + 1

,cotθ=
b + 1
a + 1

.

故 tanθ+ cotθ=
a + 1
b + 1

+
b + 1
a + 1

=
( a + b + 1) 2 + 1 - 2 ab

( a + 1) ( b + 1) ,

tanθ- cotθ=
a + 1
b + 1

-
b + 1
a + 1

=
( a - b) ( a + b + 2)

( a + 1) ( b + 1) .

因此 ,选项 (C) 、(D)正确.

将 tanθ=
a + 1
b + 1

代入条件式 sinθ= a - tanθ= a

-
a + 1
b + 1

=
ab - 1
b + 1

,知选项 (A)正确.

将 cotθ=
b + 1
a + 1

代入条件式 cosθ= b - cot θ=

ab - 1
a + 1

,若与选项 (B) 中的值比较将导致 ab - 1 = 0 ,

使 cosθ= 0 ,这时 ,tanθ无意义.

5. D.

易知 ,1 003 n 与 3 n 的末位数相同 ,而 34 k ,34 k + 1 ,

34 k + 2 ,34 k + 3的末位数是 1 ,3 ,9 ,7 ,由 2 006 为 4 n + 2 型

的数即解.

6. C.

S =
( ab) 2 + ( bc) 2 + ( ca) 2

abc

≥ab·bc + bc·ca + ca·ab
abc

= a + b + c = ( a + b + c) 2

≥ 3 ( ab + bc + ca) = 324 = 18.

二、7. (i) 2100 - 296 (即 15 ×296 ) .

M 中有立方数 4 个 ,为 13 、23 、33 、43 ; M 的全部

子集有 2100个 ,其中 ,不含立方数的子集有 296个 ,故

含立方数的子集为 2100 - 296个.

(ii)
17
81

.

如某方以 3∶1 或 3∶0 获胜 ,则将未比的一局或

两局补上 ,并不影响比赛结果. 于是 ,问题转化为 :

求乙在五局中至少赢三局的概率.

乙胜 5 局的概率为 1
3

5

;

乙胜 4 局负 1 局的概率为 C1
5

1
3

4

×2
3

;

乙胜 3 局负 2 局的概率为 C2
5

1
3

3

× 2
3

2

.

相加 ,其和为17
81

.

8. (i)
5
2

,
3
2

和 5
2

, -
3
2

.
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设斜边中点为 D.

由| AG| = 2| GD| ,得 D
5
2

,0 .

设另两个顶点为 B 、C ,则 BD 垂直且等于 AD.

故得 B
5
2

,
3
2

、C
5
2

, -
3
2

.

(ii)
1
2

.

投影图形只能是三角形或四边形 ,且线段投影

长不大于原线段长. 当投影为三角形时 , S ≤ 3
4

;当

投影为四边形时 ,对角线长小于或等于 1 ,则 S ≤

1
2

,且 1
2
可取到 (当对角线互相垂直时) .

9. (i) -
8 6
23

.

将条件 sinθ+ cosθ=
2
5
平方得

1 + 2sinθ·cosθ=
2
25

.

所以 ,sinθ·cosθ= -
23
50

,

(sinθ- cosθ) 2 = 1 - 2sinθ·cosθ=
48
25

.

因θ在第二象限 ,所以 ,sinθ- cosθ=
4 3

5
.

则 tanθ- cotθ=
sinθ
cosθ-

cosθ
sinθ=

sin2θ- cos2θ
sinθ·cosθ

=
(sinθ+ cosθ) (sinθ- cosθ)

sinθ·cosθ = -
8 6
23

.

(ii) 3 + 2 2.

f ( x) = cot2 x + 1 + 2tan2 x + 2

= 3 + (2tan2
x + cot2

x) ≥3 + 2 2.

当 2tan2
x = cot2

x ,即 cot x =
4

2时 ,上式等号成

立.

10. 4 ,2 3.

(1)若直线 y = 2 x + k 与曲线 y = - ( x
2 - 3) 相

切于点 P(图略) ,则 2 x + k = 3 - x2 ,即 x2 + 2 x + k -

3 = 0 的判别式为 0. 从而 ,

22 = 4 ( k - 3) .

解得 k = 4.

(2) 若直线 y = 2 x + k 通过 Q ( - 3 ,0) ,则 0 =

- 2 3 + k . 此时 , k = 2 3.

11. n - n - 1.

由 a1 = S1 =
1
2

a1 +
1
a1

,得 a1 =
1
a1

.

由 a1 > 0 ,得 a1 = 1 , S1 = 1.

当 n > 1 时 ,由

S n =
1
2

an +
1
an

, ①

知 S n - 1 + an =
1
2

an +
1
an

,即

S n - 1 =
1
2

- an +
1
an

. ②

①+ ②得 S n + S n - 1 =
1
an

. ③

又 S n - S n - 1 = an , ④

③×④得 S
2
n - S

2
n - 1 = 1.

故{ S
2
n }成等差数列 ,其首项和公差都是 1.

所以 , S2
n = n. 从而 , S n = n .

故当 n > 1 时 , an = S n - S n - 1 = n - n - 1 .

当 n = 1 时 ,也满足上式.

12. 12.

将 9 个人看成 9 个点. 若两人同组演出过 ,则相

应两点间连一条线段 ,于是 ,两两间都要连线 ,共得

36 条线段. 而每个三人舞都对应于一个三角形 ,都

有三条边 ,当所有的边都出现 ,且不重复使用时 ,共

得 n =
36
3

= 12 个三角形 ,即 12 个节目. 这样的 12 个

三人舞可以安排 ,例如 :

(1 ,2 ,3) ,(4 ,5 ,6) ,(7 ,8 ,9) ; (1 ,4 ,7) ,(2 ,5 ,8) ,(3 ,6 ,9) ;

(1 ,5 ,9) ,(2 ,6 ,7) ,(3 ,4 ,8) ; (1 ,6 ,8) ,(2 ,4 ,9) ,(3 ,5 ,7) .

三、13. (i) 由于 an + 15 - an = 60 ,故 an 是 3 或 5

的倍数当且仅当 an + 15是 3 或 5 的倍数 .

现将数轴正向分成一系列长为 60 的区间段 :

(0 , + ∞) = (0 ,60] ∪(60 ,120] ∪(120 ,180] ∪⋯.

注意第一个区间段中含有{ an }的项 15 个 ,即 3 ,

7 ,11 ,15 ,19 ,23 ,27 ,31 ,35 ,39 ,43 ,47 ,51 ,55 ,59 ,其中 ,

属于{ bn }的项 8 个 : b1 = 7 , b2 = 11 , b3 = 19 , b4 = 23 ,

b5 = 31 , b6 = 43 , b7 = 47 , b8 = 59. 于是 ,每个区间段中

恰有 15 个{ an }的项 ,8 个{ bn }的项 ,且有 b8 k + r - br

= 60 k ( k ∈N ,1 ≤r ≤8) .

由于 2 006 = 8 ×250 + 6 ,而 b6 = 43 ,所以 ,

b2 006 = 60 ×250 + b6 = 60 ×250 + 43 = 15 043.
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(ii) ⊙P 的方程为 ( x - 1) 2 + y2 = 1 ,其直径为

| BC| = 2 ,圆心为 P(1 ,0) .

设 l : ky = x - 1 ,即 x = ky + 1 ,代入抛物线方程

得 y
2 = 4 ky + 4.

设 A ( x1 , y1 ) 、D ( x2 , y2 ) ,有

y1 + y2 = 4 k ,

y1 y2 = - 4.

则 ( y1 - y2 ) 2 = ( y1 + y2 ) 2 - 4 y1 y2 .

故| AD| 2 = ( y1 - y2 ) 2 + ( x1 - x2 ) 2

= ( y1 - y2 ) 2 +
y

2
1 - y

2
2

4

2

= ( y1 - y2 ) 2 1 +
y1 + y2

4

2

= 16 ( k
2 + 1) 2 .

所以 ,| AD| = 4 ( k2 + 1) .

据题意有

2| BC| = | AB | + | CD| = | AD| - | BC| ,

所以 ,| AD| = 3| BC| = 6 ,即

4 ( k
2 + 1) = 6.

解得 k = ± 2
2

.

故 l 的方程为 x =
2
2

y + 1 或 x = -
2
2

y + 1.

图 2

14. 如图 2 ,作 AF1

⊥BC , B E1 ⊥AD ( E1 、

F1 为垂足) . 则

PE1 =
1
2

AB

= PF1 .

设 PG∩E1 F1 = K.

因 A、B 、F1 、E1

四点共圆 ,则

∠CF1 E1 = ∠A =π- ∠C.

故 E1 F1 ∥CD ,知 PK⊥E1 F1 .

因 △PE1 F1 为等腰三角形 ,所以 , K 是 E1 F1 的

中点. 而点 P、E、K、F 又为四边形 AB F1 E1 各边中

点 ,所以 ,四边形 PEKF 为平行四边形. 故 ME = MF.

15. 不妨设 m ≤n.对 k 用数学归纳法.

当 k = 1 时 ,由于 mn = 2 ,则 m = 1 , n = 2. 此时 ,

有 m = 02 + 12 , n = 12 + 12 , k = 0 ×1 + 1 ×1 ,结论成

立.

设当 k < r( r ≥2)时结论成立.

当 k = r 时 ,由于

mn = r2 + 1 , ①

则 　n ≥r + 1 , m =
r2 + 1

n
≤r2 + 1

r + 1
<

r2 + r
r + 1

= r.

故可令 n = r + s , m = r - t ( s、t ∈N+ ) .

式 ①成为

( r - t) ( r + s) = r
2 + 1 , ②

即 　rs - ts - tr = 1.

两边同加 t
2 得

( r - t) ( s - t) = t
2 + 1. ③

因为 r - t = m > 0 ,故 s - t > 0 , t < r.

由归纳假设知 ,存在 a1 、b1 、c1 、d1 ∈N ,使

r - t = a
2
1 + b

2
1 , s - t = c

2
1 + d

2
1 , t = a1 c1 + b1 d1 ,

即 　m = r - t = a
2
1 + b

2
1 ,

n = r + s = ( r - t) + ( s - t) + 2 t

= ( a1 + c1 ) 2 + ( b1 + d1 ) 2 ,

r = ( r - t) + t = a1 ( a1 + c1 ) + b1 ( b1 + d1 ) .

若记 a = a1 , b = b1 , c = a1 + c1 , d = b1 + d1 ,则

在式 ①中有

m = a2 + b2 , n = c2 + d2 ,

k = r = ac + bd ( a、b、c、d ∈N) ,

即 k = r 时 ,结论成立.

由数学归纳法 ,证得结论成立 .

(陶平生 　提供)

更　　正

1.本刊 2006 年第五期《数学奥林匹

克初中训练题 (88)》第二试的第二题中

的条件“a ≠0”应改为“a < 0”.

2.本刊 2007 年第一期《数学奥林匹

克初中训练题 (3) 》第二试的第三题应去

掉“一元二次”四个字 ;《数学奥林匹克初

中训练题 (8)》选择题 1 的答案应为 (B) ;

《2006 年北京市中学生数学竞赛 (初二)》

的第 7 题少了一个附图 (同图 5) .

3.本刊 2007 年第二期《数学奥林匹

克初中训练题 (95)》的选择题 5 的条件

应为“设 a、b、c、d 为互不相等的正实

数 , ⋯⋯”.

由于编校的疏忽 ,给读者带来不便 ,

特此致歉.
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