智浪教育—普惠英才文库

高中数学竞赛辅导第六讲 
不等式的应用、参数取值范围问题

知识、方法、技能
I．排序不等式（又称排序原理）

设有两个有序数组
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其中
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由此可知，当
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这就证得“顺序和不小于乱序和”.显然，当
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类似地可证“乱序和不小于逆序和”.
II．应用排序不等式可证明“平均不等式”：


设有n个正数
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此外，还有调和平均数（在光学及电路分析中要用到
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和平方平均（在统计学及误差分析中用到）
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其中等号成立的充分必要条件都是
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下面首先证明算术平均数一几何平均数不等式：
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由于数组
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即 
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从而
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下面证明
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即
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而上式左边=
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III．应用算术平均数——几何平均数不等式，可用来证明下述重要不等式.

柯西（Cavchy）不等式：设
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等号当且仅当
[image: image71.wmf]k
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证明：不妨设
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则
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即
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其中等号成立的充要条件是
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IV．利用排序不等式还可证明下述重要不等式.

切比雪夫不等式：若
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证明：由题设和排序不等式，有
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将上述n个不等式叠加后，两边同除以n2，即得欲证的不等式.
赛题精讲

I．排序不等式的应用


应用排序不等式可以简捷地证明一类不等式，请看下述例题.

例1：对
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【思路分析】要应用“排序不等式”，必须取两组便于排序的数，这要从两式的结构上去分析.

【略解】 取两组数
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不管
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【评述】 找出适当的两组数是解此类题目的关键.

例2：
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【思路分析】 应先将
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【略解】由于不等式关于
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于是
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由排序不等式，得
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以上两个同向不等式相加再除以2，即得原式中第一个不等式.再考虑数组
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【评述】应用排序不等式的技巧在于构造两个数组，而数组的构造应从需要入手来设计.这一点应从所要证的式子的结构观察分析，再给出适当的数组.


例3：在△ABC中，试证：
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【思路分析】 可构造△ABC的边和角的序列，应用排序不等式来证明之.


【详解】  不妨设
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相加，得
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得
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由①、②得原不等式成立.


【评述】此题后半部分应用了不等式的性质来证明.


例4：设
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【思路分析】 应先构造两个由小到大的排序.

【略解】将
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例5：设
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【思路分析】 应注意到
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【略证】不妨设
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【评述】  此题比较简单，但颇具启发意义，读者应耐心体会.

例6：设正数
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【略解】设
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故得
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【评述】 利用上述换元的方法可解决同类的问题.见下题：设正数
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证明：设
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两式相加并化简可得
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例7：设实数
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【略解】 显然所需证不等式等价于
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【评述】 应用此例的证法可立证下题：


设
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证明：设
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II．柯西不等式的应用


应用柯西不等式，往往能十分简捷地证明某些不等式.

例8：设
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【思路分析】 注意到式子中的倒数关系，考虑应用柯西不等式来证之.

【评述】注意到式子中的倒数关系，考虑应用柯西不等式来证之.

【详解】 ∵
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【评述】这是一道高中数学联赛题，还可用均值不等式、数学归纳法、比较法及分离系数法和构造函数法等来证之.
针对性训练题
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