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智浪教育—普惠英才文库

（一）不等式
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5．（幂均值不等式）设
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证： 作变换  令
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（该不等式的证明只用排序不等式及
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证明：首先考虑设
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证：（1）由柯西不等式
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13.非负实数
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证明：（1） 由平均不等式
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上述不等式两边相加整理可得证结论。（3）
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例17．设实数
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（2）证明：存在无穷多组三元有理数组
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该问题的第一个问题的推广
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证此结论只需要在上证的不等式中取
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例18．n个正数
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证1  利用基本不等式：
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证2  利用增量代换，设
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例19．设整数
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现用数学归纳法证明 
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由柯西不等式 
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另一方面 
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例25．（1）对任意正数
[image: image486.wmf]k

x

x

x

,...,

,

2

1

（
[image: image487.wmf])

3

>

k

，求证：
[image: image488.wmf];

2

...

1

1

3

1

2

2

1

³

+

+

+

+

+

+

-

x

x

x

x

x

x

x

x

x

k

k

k


（2）对于每一个
[image: image489.wmf]k

，对任意
[image: image490.wmf]2

>

a

存在正数
[image: image491.wmf]k

x

x

x

,...,

,

2

1

使得
[image: image492.wmf].

...

1

1

3

1

2

2

1

a

x

x

x

x

x

x

x

x

x

k

k

k

<

+

+

+

+

+

+

-


（1） 证明：用数学归纳法证明。
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所以结论得证。

（2） 解 任取正整数
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例27：证明对任意的正实数
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并确定等号成立的条件。
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例29． 求证不等式： 
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即结论得证。

例30．设
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对于所有的直角三角形都成立。

解：当
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 事实上，可设 
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结论得证。

（1） 数论初步

初等数论也叫做整数论，其研究对象是整数，由于其形式简单，所用知识不难理解，因而常常出现在数学竞赛中．数学竞赛中的数论问题主要涉及奇数和偶数，约数与倍数，素数与合数，平方数、整除、同余、不定方程、数论函数[x]和欧拉函数、数的非十进制等．处理竞赛中的数论问题要求熟悉基本知识，灵活地运用一些常用技巧．在本讲中，如没有特别说明，所用的字母均表示整数．

1．整除

设a、b是两个整数，b≠0，则一定有且仅有两个整数q和r，使得a=bq+r(0≤r<|b|)成立，其中q叫做商，r叫做余数．当r=0时，称b整除a(或a能被b整除)，记作b|a．此时a叫b的倍数，b叫a的约数(因数)．

设
[image: image611.wmf]n

是正整数，
[image: image612.wmf]k

是不小于2的整数，则存在惟一的一组小于
[image: image613.wmf]k

的非负整数
[image: image614.wmf]12
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，且
[image: image615.wmf]1
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，使得
[image: image616.wmf]12
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，这就是
[image: image617.wmf]n

的
[image: image618.wmf]k

进制表示．

设a、b是两个不全为0的整数，若整数d既能整除a又能整除b，则称d是a、b的公约数，a、b的公约数中的最大者称为a、b的最大公约数，记为(a，b)．若(a，b)=1，则称a、b是互素(互质)的．　

设a、b是两个都不为0的整数，若m是a的倍数，同时又是b的倍数，则称m是a、b的公倍数，a、b的公倍数中最小的正数称为a、b的最小公倍数，记为[a，b]．

对任意的正整数a、b有：(a，b) [a，b]=ab．

对非零整数a、b、c、m、n，有以下性质：　

(1) 若
[image: image619.wmf]|,|

cbba

，则
[image: image620.wmf]|

ca

;

(2) 若
[image: image621.wmf]|

ba

，则
[image: image622.wmf]|
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;

(3) 若
[image: image623.wmf]|,|

cacb

，则
[image: image624.wmf]|
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;

(4) 若
[image: image625.wmf](,)1
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，且
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，则
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(5) 若
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，且
[image: image629.wmf]|,|

acbc

，则
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    设
[image: image631.wmf]m

是一个不小于2的正整数，且
[image: image632.wmf]|
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，则称
[image: image633.wmf],

ab

对模
[image: image634.wmf]m

同余，记作
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设
[image: image636.wmf],,,,
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是整数，且
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且
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(3)若
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，且正整数
[image: image646.wmf]c

满足
[image: image647.wmf]|(,,)
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，则
[image: image648.wmf]).
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3．素数与合数

若一个大于1的整数除了1和本身外再无其它的正约数，则称这个数为素数（质数）．

每一个大于1的整数都可分解成素数的乘积，而且不计因数的顺序时，这种表示是惟一的，即
[image: image649.wmf].
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正整数
[image: image650.wmf]n

的素数分解式为
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的正约数的个数为
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[image: image654.wmf]n

的所有正约数的和为
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每连续
[image: image656.wmf]n

个整数中，与
[image: image657.wmf]n

互质的整数的个数是
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4．不定方程

若
[image: image659.wmf]00

(,)

xy

是方程
[image: image660.wmf]axbyc
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的一个正整数解，则方程的一切整数解可以表示为


[image: image661.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image662.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image663.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image664.wmf])
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方程
[image: image665.wmf]222
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满足
[image: image666.wmf](,)1

xy

=

且
[image: image667.wmf]y

是偶数的一切正整数解为
[image: image668.wmf]2222
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（这里
[image: image669.wmf](,)1
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，
[image: image670.wmf],
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一奇一偶，且
[image: image671.wmf]ab
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例1．（2008年全国数学高中联赛试题） 求满足下列关系式组
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的正整数解组
[image: image673.wmf](,,)

xyz

的个数．

分析：此问题是二次不定方程，且有约束条件，因此要进行适当的转化求解。
[解]  令
[image: image674.wmf]ryz
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，由条件知
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因
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设
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下分
[image: image683.wmf]r

为奇偶讨论，
（ⅰ）当
[image: image684.wmf]r

为奇数时，由（2）知
[image: image685.wmf]p

为奇数．
令
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21

rr

=+

，
[image: image687.wmf]1

21

pp

=+

，代入（2）得

[image: image688.wmf]22

111111

2()10

ppzpzrrr

+-++++=

．        （3）
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（ⅱ）当
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为偶数时，设
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因
[image: image700.wmf]2

1

1

2

2

r

zra

a

=++

为整数，故
[image: image701.wmf]2

1

2

ar

．                                  

又
[image: image702.wmf]11

22()

zzxpra

>-==+

，因此
   
[image: image703.wmf]22

111

()2()

rarzaraa

++=>+

，得
[image: image704.wmf]22

1

2

ar

<

，
   
[image: image705.wmf]1

2

ar

<

． 

因此，对给定的
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由题设条件，
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25以内有质数9个：2，3，5，7，11，13，17，19，23．将25以内的数分为以下八组：：
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[image: image731.wmf]4
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，
将以上数相加，共131个．因此解的个数共131．             　　　          

例2．(2006年女子数学奥林匹克试题)求证:对
[image: image736.wmf]1,2,3

i

=

，均有无穷多个正整数
[image: image737.wmf]n

，使得
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个可表示为3个正整数的立方和.

分析  首先，本题实际上是要证明3个命题.其次，我们对整数被3除的余数进行分析，从而对任一整数的立方被9除的余数就有一个定论，再就每一命题构造出使命题成立的
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解  每一整数可表示为
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显然，这样的正整数
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有无穷多个，
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，显然，这样的正整数
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例3：求方程 
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 的所有非负整数解
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解： 由于
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情形1：若
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综上所述原方程有4组整数解
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