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２０１２年北京市中学生数学竞赛
高一年级初赛试题及参考解答

２０１２年４月１５日

试　题

一、选择题（满分３６分）

１．函数ｆ（ｘ）＝

２＋ｘ， ｘ＞０，

５， ｘ＝０，

２ｘ， ｘ＜０
烅
烄

烆 ．

则ｆ（－２）＋ｆ（０）

＋ｆ（１）＋ｆ（３）的值为（　　）．

（Ａ）８　　 （Ｂ）１１　　 （Ｃ）１３１４　　
（Ｄ）１５１２

２．一个锐角的正弦和余弦恰是二次三项式ａｘ２＋

ｂｘ＋ｃ的不同的根，则ａ、ｂ、ｃ之间的关系是（　　）．
（Ａ）ｂ２＝ａ２－４ａｃ　　 （Ｂ）ｂ２＝ａ２＋４ａｃ
（Ｃ）ｂ２＝ａ２－２ａｃ （Ｄ）ｂ２＝ａ２＋２ａｃ

３．定义 域 为 Ｒ 的 函 数ｆ（ｘ）满 足ｆ（ｘ＋２）＝

３ｆ（ｘ），当ｘ∈［０，２］时，ｆ（ｘ）＝ｘ２－２ｘ，则ｆ（ｘ）在ｘ∈
［－４，－２］上的最小值为（　　）．

（Ａ）－１９　　
（Ｂ）－１３　　

（Ｃ）１３　　
（Ｄ）１９

４．定义在正整数集Ｚ＋ 上的函数ｆ，对于每一个ｎ

∈Ｚ＋ 和无理数π＝３．１４１５９２６５３５８……满足

ｆ（ｎ）＝
ｋ２ 的末位数字，

３｛．
（π的小数点后第ｎ位数字ｋ≠０时）；

（π的小数点后第ｎ位数字ｋ＝０时）．
若函数ｆ（ｆ（ｎ））的值域记为Ｍ，则（　　）．

（Ａ）１Ｍ　 （Ｂ）５Ｍ
（Ｃ）６Ｍ　 （Ｄ）９Ｍ

图１

５．如图１，在△ＡＢＣ中，

∠Ａ＝３０°，∠Ｃ＝９０°，以Ｃ为

圆心，ＣＢ 为 半 径 作 圆 交ＡＢ
边于Ｍ，交ＡＣ 边 于Ｎ，ＣＭ
与ＢＮ 交于点Ｐ．若ＡＮ＝１，

则 Ｓ△ＣＰＮ － Ｓ△ＢＰＭ 等 于

（　　）．

（Ａ）１８　　
（Ｂ）槡３８　　 （Ｃ）

１
４　　

（Ｄ）槡３４
６．定 义 在（－１，１）上 的 函 数ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）＝

ｆ（ｘ－ｙ１－ｘｙ
）；当ｘ∈（－１，０）时，ｆ（ｘ）＞０，若Ｐ＝ｆ（１４

）

＋ｆ（１５
），Ｑ＝ｆ（１６

），Ｒ＝ｆ（０）；则Ｐ，Ｑ，Ｒ的 大 小 关

系为（　　）．
（Ａ）Ｒ＞Ｐ＞Ｑ　　　　（Ｂ）Ｒ＞Ｑ＞Ｐ
（Ｃ）Ｐ＞Ｒ＞Ｑ　　　　（Ｄ）Ｑ＞Ｐ＞Ｒ

二、填空题（满分６４分）

１．求ｌｏｇ２ｓｉｎπ３＋ｌｏｇ２ｔａｎ
π
６＋ｌｏｇ２ｃｏｓ

π
４

的值．

２．已知ｆ（ｘ）是 四 次 多 项 式，且 满 足ｆ（ｉ）＝１ｉ
，ｉ

＝１，２，３，４，５，求ｆ（６）的值．

３．若［ｘ］表示 不 超 过ｘ的 最 大 整 数，求 满 足 方 程

［ｎｌｇ２］＋［ｎｌｇ５］＝２０１２的自然数ｎ的值．

图２

４．如 图２，半 径 为１的

两个等圆相交，在 两 圆 的 公

共 部 分 作 一 内 接 正 方 形

ＡＢＣＤ，如果圆 心 距Ｏ１Ｏ等

于１，试求 正 方 形ＡＢＣＤ的

面积．

５．求 １２

１２－１×２０１２＋１２×２０１２
２
＋

３２

３２－３×２０１２＋１２×２０１２
２

＋

５２

５２－５×２０１２＋１２×２０１２
２

＋

７２

７２－７×２０１２＋１２×２０１２
２

＋ …

＋ ２０１１２

２０１１２－２０１１×２０１２＋１２×２０１２
２

的值．

图３

６．在 单 位 正 方 形

ＡＢＣＤ中，分别以Ａ，Ｂ，

Ｃ，Ｄ 四 点 为 圆 心，以１
为半 径 画 弧，如 图３所

示．交点 为 Ｍ，Ｎ，Ｌ，Ｋ，
求阴影部分的面积．
７．已 知 二 次 函 数

·１３·
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ｆ（ｘ）满足ｆ（－１０）＝９，ｆ（－６）＝７，ｆ（２）＝－
９，求ｆ（１００）的值．

８．上底ＢＣ＝２，下底ＡＤ＝３的梯形ＡＢ－
ＣＤ的对角线相交于点Ｏ，彼此外切于点Ｏ的

两个圆分别切直线ＡＤ 于点Ａ 和Ｄ，交ＢＣ分

别于点Ｋ 和Ｌ（如图４），求ＡＫ２＋ＤＬ２ 的值．

图４

参考答案

一、选择题

１．解　ｆ（－２）＋ｆ（０）＋ｆ（１）＋ｆ（３）＝２－２＋５＋３

＋５＝１３１４．
答：（Ｃ）．

２．解　因为ａ≠０，由 韦 达 定 理 得ｓｉｎαｃｏｓα＝ｃａ
和

ｓｉｎα＋ｃｏｓα＝－ｂａ
，

因 为 ｂ（ ）ａ
２
（ｓｉｎα＋ｃｏｓα）２ ＝ｓｉｎ２α＋ｃｏｓ２α＋

２ｓｉｎαｃｏｓα＝１＋２ｓｉｎαｃｏｓα＝１＋２ｃａ
，

所以ｂ２＝ａ２＋２ａｃ．答：（Ｄ）．

３．解　由ｆ（ｘ＋２）＝３ｆ（ｘ），可得

ｆ（ｘ＋４）＝３ｆ（ｘ＋２）＝９ｆ（ｘ），

所以ｘ∈［－４，－２］上 的 图 像，是 由ｘ∈［０，２］时

的图像向左平移４个单 位，再 将 纵 坐 标 缩 短 为 原 来 的

１
９
，

所以ｆ（ｘ）在ｘ∈［－４，－２］上的最小值为ｘ∈［０，

２］上最小值的１
９
，即１
９ｆ
（１）＝－１９．

答：（Ａ）．

４．解　易知ｆ（ｎ）的 值 域 为｛１，３，４，５，６，９｝，ｆ（ｆ
（ｎ））的值域Ｍ＝｛１，４，５，９｝．答：（Ｃ）．

５．解　设ＣＢ＝ｘ，则ＣＮ＝ｘ，ＡＣ＝１＋ｘ．因为∠Ｃ

＝９０°，∠Ａ＝３０°，所以１＋ｘ＝槡３ｘ，所以ｘ＝槡３＋１２ ．

所以Ｓ△ＣＢＮ＝
１
２×

（槡３＋１
２
）２　＝槡３＋２４ ，

Ｓ△ＣＢＭ＝
１
２×
槡３
２ＢＣ

２　＝槡３４×（
槡３＋１
２
）２＝３＋２槡３８ ，

所以Ｓ△ＣＰＮ－Ｓ△ＢＰＭ＝Ｓ△ＣＢＮ－Ｓ△ＢＣＭ＝
１
８．

答：（Ａ）．

６．解　由ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）＝ｆ（ｘ－ｙ１－ｘｙ
），

令ｘ＝ｙ，得ｆ（０）＝０，

令ｘ＝０，得－ｆ（ｙ）＝ｆ（－ｙ），即ｆ（ｘ）是 奇 函 数，

又由已知，当ｘ∈（－１，０）时，ｆ（ｘ）＞０，设－１＜ｘ＜ｙ

＜０，可证得－１＜ｘ－ｙ１－ｘｙ＜０
，而ｆ（ｘ－ｙ１－ｘｙ

）＞０，所 以ｆ

（ｘ）－ｆ（ｙ）＝ｆ（ｘ－ｙ１－ｘｙ
）＞０，于是ｆ（ｘ）＜ｆ（ｙ）．在（－

１，０）上ｆ（ｘ）单调递减，又ｆ（ｘ）是奇函数，可知在ｘ∈
（０，１）时，ｆ（ｘ）＜０也 单 调 递 减，所 以 在（－１，１）上ｆ
（ｘ）单调递减．

又ｆ（ｘ）＝ｆ（ｙ）＋ｆ（ｘ－ｙ１－ｘｙ
），

得Ｐ＝ｆ（１４
）＋ｆ（１５

）＝ｆ（３７
），

又因为３
７＞

１
６＞０

，所以Ｒ＞Ｑ＞Ｐ．答：（Ｂ）．

二、填空题

１．解　ｌｏｇ２ｓｉｎπ３ ＋ｌｏｇ２ｔａｎ
π
６ ＋ｌｏｇ２ｃｏｓ

π
４ ＝

ｌｏｇ２槡３２·
１
槡３
·槡２
２＝ｌｏｇ２

槡２
４＝ｌｏｇ２２

－３２＝－３２．

２．解　设ｇ（ｘ）＝ｘｆ（ｘ）－１，则ｇ（ｉ）＝０，ｉ＝１，２，

３，４，５．因为ｆ（ｘ）是 四 次 多 项 式，所 以ｇ（ｘ）为 五 次 多

项式，则可设ｇ（ｘ）＝ａ（ｘ－１）（ｘ－２）（ｘ－３）（ｘ－４）（ｘ

－５），

所以

ｆ（ｘ）＝ａ
（ｘ－１）（ｘ－２）（ｘ－３）（ｘ－４）（ｘ－５）＋１

ｘ
，

且是四次多项式，所以

ａ（－１）（－２）（－３）（－４）（－５）＋１＝０，得ａ＝１５！
，

所以ｆ（６）＝２６＝
１
３．

３．解　因为ｎｌｇ２和ｎｌｇ５是 无 理 数，那 么 可 以 表

示ｎｌｇ２＝ｘ＋ｙ，其中ｘ＝［ｎｌｇ２］，ｙ＝｛ｎｌｇ２｝≠０．

而ｎｌｇ５＝ｎｌｇ１０２＝ｎ－ｎｌｇ２＝ｎ－ｘ－ｙ＝ｎ－ｘ－１

＋（１－ｙ）．
因为０＜ｙ＜１，

所以０＜１－ｙ＜１，因此［ｎｌｇ５］＝ｎ－ｘ－１，

由此得到

·２３·
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２０１２＝［ｎｌｇ２］＋［ｎｌｇ５］＝ｘ＋（ｎ－ｘ－１）＝ｎ－１，

所以ｎ＝２０１３．

４．解　如图２所示的 字 母，由 相 交 弦 定 理 得ＡＥ２

＝Ｏ１Ｅ·ＥＦ，设ＡＥ＝ｘ２
，则Ｏ１Ｅ＝１－ｘ２

，

ＥＦ＝Ｏ１Ｆ－Ｏ１Ｅ＝２－１－ｘ２ ＝３＋ｘ２ ．

因此， ｘ（ ）２
２

＝１－ｘ２
·３＋ｘ
２
，即２ｘ２＋２ｘ－３＝０，

解得ｘ＝槡７－１２ （负根舍）．

所以，正方形ＡＢＣＤ 的 面 积＝ｘ２　＝ 槡７－１（ ）２

２

＝

１
２ ４－槡（ ）７ ．

５．解 　 设 加 项 的 通 项 为 ｆ （ｎ）＝

ｎ２
ｎ２－２×１００６ｎ＋２×１００６２＝

ｎ２
（ｎ－１００６）２＋１００６２

，

ｎ＝２ｋ－１，ｋ＝１，２，３，…，１００６．则

ｆ（ｎ）＋ｆ（２０１２－ｎ）＝ ｎ２＋（２０１２－ｎ）２
（ｎ－１００６）２＋１００６２ ＝

［１００６＋（ｎ－１００６）］２＋［１００６－（ｎ－１００６）］２
（ｎ－１００６）２＋１００６２ ＝２．

这１００６项按照ｆ（ｎ）与ｆ（２０１２－ｎ）配对，５０３对，

每对的和为２，

所以，所求的值为２×５０３＝１００６．

６．解　根据对称性，如图５所表示的，阴影部分的面

积为ｕ，其余部分是４个ｘ和４个ｙ，于是，等腰曲边形

ＡＢＬ的面积＝ｕ＋２ｙ＋ｘ＝２×π６×１
２　－槡３４＝

π
３－
槡３
４．

图５

同理，等腰曲边形ＡＤＮ 的面积＝π３－
槡３
４．

因 此，曲 边 形 ＡＮＬ 的 面 积 ＝ｕ＋ｙ＝２×

π
３－
槡３（ ）４ －π４×１

２＝２π３－
槡３
２－

π
４＝

５π
１２－

槡３
２．

而枣核形ＡＣ的面积＝２ｙ＋ｕ＝２×π４×１
２－１２＝

π
２－１

，

所 以，阴 影 部 分 ＭＮＬＫ 的 面 积 ＝ ２ ×

５π
１２－

槡３（ ）２ － π
２（ ）－１ ＝π３＋１－槡３．

７．解　设ｆ（ｘ）＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ，则由已知条件得关

于ａ、ｂ、ｃ的方程组：

９＝１００ａ－１０ｂ＋ｃ

７＝３６ａ－６ｂ＋ｃ

－９＝４ａ＋２ｂ＋
烅
烄

烆 ｃ

①

②

③
由①减③得３＝１６ａ－２ｂ ④
由②减③得４＝８ａ－２ｂ ⑤

由④减⑤得ａ＝－１８
，

以ａ＝－１８
代入⑤，解得ｂ＝－５２．

再以ａ＝－１８
，ｂ＝－５２

代入③得ｃ＝－７２
，

所以ｆ（ｘ）＝－１８ｘ
２－５２ｘ－

７
２
，

ｆ（１００）＝－１００
２

８ －５×１００２ －７２＝－１５０３．５．

８．解　过 点Ｏ 作 两 圆 的 公 切 线 交ＡＤ 于Ｐ，则

ＰＯ＝ＡＰ＝ＤＰ，这意味着△ＡＯＤ是直角三角形，

图６

显然△ＡＯＤ∽△ＣＯＢ，其相似比ＢＣ
ＡＤ＝

２
３．

因为∠ＡＣＫ＝∠ＣＡＰ＝∠ＡＯＰ＝∠ＡＫＯ，

∠ＫＡＯ＝∠ＫＡＯ，

所以，△ＡＣＫ∽△ＡＫＯ，

所以，ＡＫ
ＡＯ＝

ＡＣ
ＡＫ

，因此

ＡＫ２＝ＡＯ·ＡＣ＝ＡＯ２ＡＯ＋ＯＣＡＯ ＝５３
·ＡＯ２．

同理可得，ＤＬ２＝５３
·ＯＤ２．所以

ＡＫ２＋ＤＬ２ ＝５３
·ＡＯ２＋５３

·ＯＤ２

＝５３
·ＡＤ２

＝５３×３
２＝１５．

（北京数学会普及委员会提供）
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