智浪教育—普惠英才文库

模拟试题一    2010年全国高中数学联赛模拟试题
武钢三中    岑爱国

一 试

[image: image1.png]cos? 2 — gx-i — p-(x49) = 0 WTRAARA



一、填空题（每小题８分，共６４分）

1．方程[image: image2.png]cos? 2 — gx-i — p-(x49) = 0 WTRAARA




2．如图，在[image: image4.png]AABC ¥, D BCih LR

B BD=2DC.
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[image: image7.png]AB



=[image: image9.png]mAM, AC = nAN



，则m+2n的值为[image: image11.png]



３．[image: image13.png]2 f(x) =ax® —x*+x+ 1, T aeR, H9H





[image: image14.png]M3 2 MBETEERE.





4．单位正方体[image: image16.png]ABCD —A,B,C,D,#, FiAB,C. BC,D. CD,A. DA,B. A,BC,. B,CD,.




[image: image18.png]C,DA,. D,AB,



这八个面截这个单位正方体，则含正方体中心的那一部分的体积为　　　.

５．设数列[image: image20.png]BIRECERS)




[image: image21.png]



6．已知实数x，y，z满足xyz=32，x+y+z=4，则|x|+|y|+|z|的最小值为[image: image23.png]



7．若[image: image25.png]S (0> DRRATAY, WERNESHn=_




8．空间有100个点，任4点不共面，用若干条线段连结这些点，如果不存在三角形，最多可连[image: image27.png]


条线段．

二、解答题（共５６分）

9．（16分）设[image: image29.png]S, A (2, ) B0BT 0 T, s So=Zan+2n-I(neN). FEHIIDb.




[image: image31.png]RAT 3 1



之和为21，第2项、第3项、第4项之和为33．

（1）求数列[image: image33.png]{a,}#0{b,)



的通项公式；

（2）设集合[image: image35.png]A={aja; @35 3534 -+ Apdpgsr




           [image: image37.png]


，

求证：[image: image39.png]


．

10．（20分）过抛物线[image: image41.png]= 2px(EA p AT 2 MIFEDM:

FES x#FEEMNEL
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    [image: image46.png]


的距离均不为整数．

11．（20分）已知二次函数[image: image48.png]fix) =x*+ax+b(a beR), EAR ) =0



有两个非整数实根，且两根不在相邻两整数之间．试求a， b满足的条件，使得一定存在整数k，有[image: image50.png]I <



成立．

二 试

一．（40分）如图，已知[image: image52.png]P, i% D. E. F5r5l3

P7Eil BC. CA. AB LRiSH
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[image: image55.png]Ie.



求证：[image: image57.png]P AL I RIS,




[image: image840.emf]�N
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二．（40分）设[image: image59.png]


．

三. （50分）已知n个四元集合[image: image61.png]A Ay -y Ay BETRAERT—AHTE FER




[image: image63.png]Card(A,UA,U-~UA,)=




，试求n的最大值．这里[image: image65.png]CardA A& & APITEMNEL




四．（50分）设[image: image67.png]


为正整数[image: image69.png]


 的二进制表示数的各位数字之和，[image: image71.png]


为数列[image: image73.png]{an}



的前n项和. 若存在无穷多个正整数n，满足[image: image75.png]


，且m[image: image77.png]| (n, S,)



，则称[image: image79.png]


是“好数”.试问：

（1）2，3，5是否都是好数？

（2）[image: image81.png]2% (k
€NY)



是否都是好数？

模拟试题二    全国高中数学联赛模拟试题
江苏省盐城中学 陈健

第一试

1、 填空题：（每小题7分，共计56分）

1. 若函数
[image: image82.wmf])
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图象经过点（2，4），则
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的反函数必过点__________

2. [image: image84.wmf]a

、[image: image85.wmf]b

、[image: image86.wmf]c

是从集合[image: image87.wmf]{
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中任意选取的3个不重复的数，则[image: image88.wmf]c
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为奇数的概率为___________
3. 已知数列
[image: image89.wmf]{
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a

的通项公式是
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4. 抛物线
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的准线与
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轴交于点
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，过
[image: image97.wmf]A

作直线交抛物线于点
[image: image98.wmf]M
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，点
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在抛物线对称轴上，且
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5. 已知
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[image: image104.wmf]1

sinsinsincos

xy

abab

+=

++

与
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的交点在直线
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6. 如图，四面体
[image: image108.wmf]ABCD

中，
[image: image109.wmf]ADB
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为等腰直角三角形，
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则异面直线
[image: image113.wmf]AB

与
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的距离为______________

7. 已知点
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，则
[image: image119.wmf]PA

长的取值范围是________

8. 将一个
[image: image120.wmf]4

4
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棋盘中的8个小方格染成黑色，使得每行、每列都恰有两个黑色方格，则有_               不同的染法.（用数字作答）

二、解答题：（三题共计44分）

9. （本题14分）已知二次函数
[image: image121.wmf](
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 有两个实数根
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[image: image125.wmf](
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[image: image126.wmf]0
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，求证：
[image: image127.wmf]0
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②如果
[image: image128.wmf]1
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，且
[image: image129.wmf](
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的两实根的差为2，求实数
[image: image130.wmf]b

的取值范围.

10．（本题15分）数列
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证明：（1）对任意
[image: image133.wmf]n
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为正整数；(2)对任意
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11.（本题15分）用纸板裁剪出两个半径不同的圆，每个圆再分成200个相等的扇形，且将每个圆的100个扇形涂成白色，另100个扇形涂成黑色.将小圆叠放在大圆的上面，使得它们的圆心重合.

求证：总可以旋转小圆，使得这两个圆的扇形上下对齐，且小圆至少有100个扇形位于大圆的同色扇形上.

第二试

1.（本题50分）凸四边形
[image: image135.wmf]ABCD

中，
[image: image136.wmf]AB

是最长边，点
[image: image137.wmf]N
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,

分别在边
[image: image138.wmf]BC
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,

上，且线段
[image: image139.wmf]CM
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,

平分四边形
[image: image140.wmf]ABCD

的面积，求证：线段
[image: image141.wmf]MN

平分对角线
[image: image142.wmf]BD

.

2. （本题50分）定义
[image: image143.wmf])
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，其中
[image: image144.wmf]z
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为正实数，求
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的值域.

3.（本题50分）已知一个给定的平面点集中，任意三点都可被一个半径为1的圆覆盖，求证：这个点集能被一个半径为1的圆覆盖.

4.（本题50分）设
[image: image146.wmf]n

是一个固定的正整数，证明：对任何非负整数
[image: image147.wmf]k

，下述不定方程
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有无穷多个正整数解
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模拟试题三    全国高中数学联赛模拟试卷

                       福州一中   危志刚

第一试 

一，填空题（每小题7分，共56分）

1、设
[image: image150.wmf]()
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适合等式
[image: image151.wmf]1
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则
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2、若对所有正数
[image: image153.wmf],,
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不等式
[image: image154.wmf]xyaxy
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都成立，则
[image: image155.wmf]a

的最小值是            
3、等差数列3，10，17，…，2005与3，8，13，…，2003中，值相同的项有           个.

4、在平面直角坐标系中，定义点
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的轨迹的长度之和为　               　．

5、将一个
[image: image167.wmf]4
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棋盘中的8个小方格染成黑色，使得每行、每列都恰有两个黑色方格，则有

                           种不同的染法.（用数字作答）

6、若
[image: image168.wmf]69
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为一个平方数，则正整数
[image: image169.wmf]n
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7、甲乙两人进行乒乓球比赛，约定每局胜者得1分，负者得0分，比赛进行到有一人比对方多2分或打满6局时停止．设甲在每局中获胜的概率为
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8、设函数
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二、解答题（第9题14分，第10，11题各15分）
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[image: image178.wmf]2
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[image: image179.wmf]q



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image180.wmf](0)
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的直线交抛物线于A，B两点，连接AO（O为坐标原点），交准线于点
[image: image181.wmf]B
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，连接BO，交准线于点
[image: image182.wmf]A
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，求四边形
[image: image183.wmf]ABBA
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的面积．

10．数列
[image: image184.wmf]{
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已知
[image: image188.wmf]30
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，求正整数n．

11．对一个边长互不相等的凸
[image: image189.wmf](3)
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边形的边染色，每条边可以染红、黄、蓝三种颜色中的一种，但是不允许相邻的边有相同的颜色．问：共有多少种不同的染色方法？

第二试 （每题50分，共200分）

[image: image843.png]


1、已知，
[image: image190.wmf]A

、
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、
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、
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是圆上顺次四点，且
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，
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[image: image196.wmf]BAD
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的平分线交圆于
[image: image197.wmf]X

，
[image: image198.wmf]BCD

Ð

的平分线交圆于
[image: image199.wmf]Y

，在由这六个点构成的六边形中，如果有四条边的长度相等，那么
[image: image200.wmf]BD

必为圆的直径．

2、设
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的最大值和最小值．

3、求所有满足方程组
[image: image203.wmf]xyzxy
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[image: image204.wmf](,,)
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4、将8个车放到如图的9×9棋盘中，使得这8个车互不攻击且所在小方格颜色相同，问共有多少种不同的方法．

[image: image844.png]


（两车互不攻击是指这两个车不同在任何一行或任何一列）

模拟试题四    全国高中数学联赛模拟试题
东北育才学校   张雷  

一试

1、 填空题（共56分，每题7分）

1、函数
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的单调递增区间是_______________________．

2、将数字3，4，5，6，7排成一行，使得相邻两个数都互质，则  可能的排列方法共有______

种.

3、过正方体外接球球心的截面截正方体所得图形可能为______________.

    六边形
五边形   梯形    正方形   三角形   
4、已知
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[image: image209.wmf]p

n

m

形式，其中
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5、若关于
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6、我们定义运算
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，用整数1，2，3，4和三个
[image: image223.wmf]Ä

 号组成一个算式，则这个算式的最大值是_________.

7、平面上满足约束条件
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形成的区域为D，区域D关于直线
[image: image226.wmf]x
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对称的区域为E，则区域D和区域E中距离最近的两点的距离为___________.

8、令
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的所有数字的和，如
[image: image229.wmf]6

)

123

(

,

5

)

50

(

,

4

)

4

(

=

=

=

p

p

p

，则


[image: image230.wmf])

2009

(

)

2008

(

)

3

(

)

2

(

)

1

(

p

p

p

p

p

+

+

+

+

+

L

的值是_____________.

二、解答题（共44分）

9、（14分） 已知圆
[image: image231.wmf]1

C

和圆
[image: image232.wmf]2

C

的两条外公切线为
[image: image233.wmf]x

轴及直线
[image: image234.wmf])

0

(

:

>

=

m

mx

y

l

，若两个圆的一个交点为
[image: image235.wmf])

6

,

9

(

，且两圆半径长度之积为68，求圆心
[image: image236.wmf]1

C

和
[image: image237.wmf]2

C

所在直线的方程和
[image: image238.wmf]m

. 

10、（15分）已知函数
[image: image239.wmf]()2121

fxxxxx

=+-+--

，求
[image: image240.wmf]()1

fxax

=+

的解集中元素的个数。

11、（15分）如果
[image: image241.wmf]b

a

,

都是正实数，请给出一个你认为的最小正数
[image: image242.wmf]t

，使得满足
[image: image243.wmf]t

b

a

+

³

的任意实数
[image: image244.wmf]b

a

,

，不等式
[image: image245.wmf]2

1

+

+

>

+

+

b

b

a

a

成立，并证明你的结论.

模拟试题五   联赛模拟题

                                    一试

一、填空题

1.不等式
[image: image246.wmf])

1

(

)

1

(

y

y

x

x

-

£

-

的解集中
[image: image247.wmf]y

x

,

能使
[image: image248.wmf]k

y

x

£

+

2

2

成立时的
[image: image249.wmf]k

的最小值为          ．

2.一个三位自然数
[image: image250.wmf])

(

3

2

1

a

a

a

如果同时有
[image: image251.wmf]2

1

a

a

>

及
[image: image252.wmf]2

3

a

a

>

称为凹数，（例如104、525、849都是凹数，而123、684、200都不是凹数），则所有凹数的个数是       ．

3.若
[image: image253.wmf]x

是一个十进制四位整数，记
[image: image254.wmf]x

的各位数码之积为
[image: image255.wmf])

(

x

T

，各位数码之和为
[image: image256.wmf])

(

x

S

，
[image: image257.wmf]p

为素数，且
[image: image258.wmf]k

p

x

T

=

)

(

，
[image: image259.wmf]5

)

(

-

=

p

p

x

S

，则
[image: image260.wmf]x

中的最小者是          ．

4.已知复数列
[image: image261.wmf]}

{

n

a

的通项公式为
[image: image262.wmf])

1

(

)

3

1

)(

2

1

)(

1

(

n

i

i

i

i

a

n

+

+

+

+

=

L

，则
[image: image263.wmf]1

+

-

n

n

a

a

等于
[image: image845.emf]�H

�D

�E

�O

�M

�B

�C

�A

5.一个圆锥和一个圆柱，下底面在同一平面上，它们有公共的内切球，记圆锥的体积为
[image: image264.wmf]1

V

，圆柱的体积为
[image: image265.wmf]2

V

，且
[image: image266.wmf]2

1

kV

V

=

，则
[image: image267.wmf]=

min

k

             ．
6.
[image: image268.wmf]+

Î

R

y

x

,

且
[image: image269.wmf]y

y

x

x

-

+

=

+

-

2

3

1

3

，则
[image: image270.wmf]y

x

+

的最大值是___________．

7.已知
[image: image271.wmf]x

和
[image: image272.wmf]y

是实数，
[image: image273.wmf]yi

x

z

+

+

=

)

4

(

1

，
[image: image274.wmf]yi

x

z

+

-

=

)

4

(

2

，
[image: image275.wmf]2

1

z

z

+



 EMBED Equation.3  [image: image276.wmf]10

=

，令
[image: image277.wmf]34

-

-

=

y

x

u

，则
[image: image278.wmf]u

的最大值为            ．

8.平行六面体的
[image: image279.wmf]8

个顶点中的任意三个顶点为顶点的所有三角形中，锐角三角形的最多可能个数是             ．

二、解答题

9.已知函数
[image: image280.wmf])

(

x

f

的定义域是
[image: image281.wmf])

,

0

(

+¥

，并且满足
[image: image282.wmf]0

)

1

(

)

(

=

+

x

f

x

f

．如果函数


[image: image283.wmf])

1

1

(

)

(

-

-

=

x

mx

f

x

g

是奇函数，试求实数
[image: image284.wmf]m

的值．

10.已知数列
[image: image285.wmf]}

{

n

a

中，
[image: image286.wmf]1

1

=

a

,
[image: image287.wmf]2

1

1

n

n

n

a

a

a

+

=

+

  
[image: image288.wmf])

(

*

N

n

Î

 求证：
[image: image289.wmf]18

2005

>

a


11.已知圆
[image: image290.wmf]1

:

2

2

=

+

y

x

O

和抛物线
[image: image291.wmf]2

2

-

=

x

y

上有三个不同的点
[image: image292.wmf]R

Q

P

,

,

．如果直线
[image: image293.wmf]PQ

和
[image: image294.wmf]PR

都与圆
[image: image295.wmf]O

相切．求证：直线
[image: image296.wmf]QR

也与圆
[image: image297.wmf]O

相切．

二试
一、
[image: image298.wmf]ABC

D

内接于半径为R的圆O，令I为
[image: image299.wmf]ABC

D

内心，r为内切圆半径，且I和O不重合，G为重心．证明: 
[image: image300.wmf]c

b

BC

IG

=

Û

^

或
[image: image301.wmf]a

c

b

3

=

+

，其中
[image: image302.wmf]c

b

a

,

,

分别为
[image: image303.wmf]ABC

D

三个内角A、B、C所对应的三边长．

二、已知：
[image: image304.wmf]c

b

a

,

,

为正实数，且
[image: image305.wmf]3

4

4

4

=

+

+

c

b

a

，证明：
[image: image306.wmf]1

4

1

4

1

4

1

£

-

+

-

+

-

ca

bc

ab


三、设
[image: image307.wmf]b

a

,

是正整数，满足
[image: image308.wmf]1

)

,

(

,

1

2

2

-

+

+

=

¹

ab

ab

b

a

b

a

f

ab

，求
[image: image309.wmf])

,

(

b

a

f

所有可能

取到的整数值．

四、某班共30名学生，每一名学生在班内均有同样多的朋友（朋友是相互的）．在一次

考试中，任意两名学生的成绩互不相同．如果一个学生的所有朋友中，有超过一半朋友

的成绩低于该学生，则称该学生为“好学生”．

试问：“好学生”最多可能有多少个？证明你的结论．

模拟试题六    全国高中数学联赛模拟试题
    哈师大附中  刘利益  朱逢迁
第一试

一、填空题（每小题8分，共64分）

1．从
[image: image310.wmf]{

}

1,2,,100

L

中任取5个数（可以相同），则取到合数的个数的数学期望是         .
2．双曲线的中心为原点
[image: image311.wmf]O

，焦点在
[image: image312.wmf]x

轴上，两条渐近线分别为
[image: image313.wmf]12

ll

，

，经过右焦点
[image: image314.wmf]F

垂直于
[image: image315.wmf]1

l

的直线分别交
[image: image316.wmf]12

ll

，

于
[image: image317.wmf]AB

，

两点．已知
[image: image318.wmf]OAABOB

uuuruuuruuur

、

、

成等差数列，且
[image: image319.wmf]BF

uuur

与
[image: image320.wmf]FA

uuur

同向．则双曲线的离心率为          .
3．在
[image: image321.wmf]ABC

D

中，如果
[image: image322.wmf]222

6

abc

+=

，则
[image: image323.wmf](cotcot)tan

ABC

+

的值等于          .
4．已知集合
[image: image324.wmf]{

}

{

}

1,2,3,1,2,3,4

MN

==

，定义函数
[image: image325.wmf]:

fMN

®

．设点
[image: image326.wmf](1,(1)),(2,(2)),(3,(3))

AfBfCf

，
[image: image327.wmf]ABC

D

的外接圆圆心为D，且
[image: image328.wmf]()

DADCDBR

ll

+=Î

uuuruuuruuur

，则满足条件的函数
[image: image329.wmf]()

fx

有＿＿＿＿个．

5．设
[image: image330.wmf]()

fx

是定义在R上的函数，对任意的
[image: image331.wmf]xR

Î

，都有
[image: image332.wmf](3()3,

fxfx

+£+

）



[image: image333.wmf](2)()2

fxfx

+³+

，如果 
[image: image334.wmf](1)2010

f

=

，则
[image: image335.wmf](2011)

f

的值为          .
6．数列
[image: image336.wmf]{

}

n

a

满足: 
[image: image337.wmf]*

11

(1)

1,()

2

n

n

n

na

aanN

na

+

+

==Î

+

,则
[image: image338.wmf]2010

1

k

k

k

a

=

=

å

          .
7．立方体
[image: image339.wmf]1

1

1

1

D

C

B

A

ABCD

-

中，点
[image: image340.wmf]N

M

,

分别在线段
[image: image341.wmf]1

ABBB

，

上（不包括线段的端点），满足
[image: image342.wmf]N

B

AM

1

=

，则
[image: image343.wmf]M

A

1

与
[image: image344.wmf]N

C

1

所成角的取值范围是        .

8．若非负实数
[image: image345.wmf],,

xyz

满足
[image: image346.wmf]222

13

23

4

xyzxyz

+++++=

，则
[image: image347.wmf]min

()

xyz

++=

        .

二、解答题（共56分）

9．（本题满分16分）

已知直线
[image: image348.wmf]:

xmyq

=+

l

与椭圆
[image: image349.wmf]G

：
[image: image350.wmf]12

4

3

2

2

=

+

y

x

交于不同两点
[image: image351.wmf]B

A

、

. 设A关于椭圆长轴的对称点为
[image: image352.wmf]1

A

，F为椭圆的右焦点，试求
[image: image353.wmf]1

A

、F、B三点共线的充要条件.

10．（本题满分20分）

正数
[image: image354.wmf],,

abc

同时满足：
[image: image355.wmf]1

4

abc

£

，
[image: image356.wmf]222

111

9

abc

++<

．求证：存在以
[image: image357.wmf],,

abc

为三边长的三角形．
11．（本题满分20分）

数列
[image: image358.wmf]{

}

n

a

满足：
[image: image359.wmf]12

1,2

aa

==

，
[image: image360.wmf]2

21

2

1

1

nn

nn

aa

aa

++

+

=

+

，
[image: image361.wmf](1,2,3,)

n

=

L

.试求
[image: image362.wmf]2010

a

éù

ëû

.

（注：
[image: image363.wmf][

]

a

表示不大于
[image: image364.wmf]a

的最大整数，即
[image: image365.wmf]a

的整数部分.）
第二试

一、（本题满分40分）

如图，出三角形ABC中，利M为BC的中点，凜以AM为直径的圆O分别与AC、AB交于D、E两点，凔圆O在D、E两点的切线交于点H，刎证明：
[image: image366.wmf]HMBC

^

．
[image: image846.emf]
二、（本题满分40分）
    已知
[image: image367.wmf],,

abc

都是非负实数，且
[image: image368.wmf]2

abc

++=

，求
[image: image369.wmf]222

111

abbcca

P

cab

=++

+++

的最大值．

三、（本题满分50分）

设数列
[image: image370.wmf]{

}

n

a

满足：
[image: image371.wmf]*

1221

1,()

nnn

aaaaanN

++

===+Î

．

求证：对任意的
[image: image372.wmf]*

nN

Î

，
[image: image373.wmf]21

n

a

+

都不含
[image: image374.wmf]43

q

+

型质因子（
[image: image375.wmf]qN

Î

）．

四、（本题满分50分）
单位圆内或圆上有8个点，任意三点不共线．求证：总有某三个点为顶点的三角形面积小于
[image: image376.wmf]8

p

．
模拟试题七   联赛模拟题
一、填空题：

1. 以椭圆两焦点为直径端点的圆交椭圆于四个不同的点，顺次连结这四个交点和两个焦点，得到一个正六边形，则此椭圆的离心率为        .

2. 在圆
[image: image377.wmf]4cos

rq

=

上有两点A，B，它们的极角分别是
[image: image378.wmf]2

,

55

pp

；由极点向直线AB作垂线，垂足为H，则H点的极坐标是            . 

3. A , B为锐角，则 cos 2 A + cos 2 B = 
[image: image379.wmf]4

7

)

(

sin

B

A

+

 成立的充要条件是        .
4. 一含有五项的等比数列，每一项都是小于100的正整数，这五项和为211，则这个数列中为完全平方数的项之和为                  .

5. 锐角△
[image: image380.wmf]ABC

中，
[image: image381.wmf]AD

是高线， 
[image: image382.wmf]4

ABAC

+×



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image383.wmf]2

17

=
[image: image384.wmf]17

，
[image: image385.wmf]4517,

BCAD

+=

△
[image: image386.wmf]ABC

的面积为        . 

6．对任意实数 k，曲线 x 4 + k x 3 y－6 x 2 y 2－k x y 3 + y 4 = 0总可把圆 x 2 + y 2 = 1 分成        等分 .                                                     
7. 数 N = 
[image: image387.wmf]2010

1

(21)

k

k

=

-

Õ

的末三位数是        .

8. 已知方程x3－7x2+1=0的最大实根为t，则[t2000] 被7除的余数_______.

二、解答题：

9. 已知三棱锥 Ａ— BCD 在顶点 A 处的三个面角（ 即 ∠BAC，∠CAD，∠DAB ）分别为75°，90°，105°；从这个顶点引三个侧面的高均为1，求这个棱锥的高.

10．用1，2，3这三个数字构造n 位数，但不允许两个1相邻，能构造多少个这样的n 位数？
11. 已知抛物线 C 1 : y = x 2 + 2 x 和 C 2 : y =－x 2 + a .如果直线 l 同时是C 1和C 2 的切线，称l 是C 1和C 2的公切线，公切线上两个切点之间的线段称为公切线段 .

⑴ a 取什么值时，C 1和C 2有且仅有一条公切线？写出此公切线的方程； 
⑵ 若C 1和C 2有两条公切线，证明相应的两条公切线段互相平分 .
加试模拟题

1. 设△ABC中，E、F是AC、AB边上的任意点，O、O′分别是△ABC、△AEF的外心，P、Q是BE、CF上的点，满足
[image: image388.wmf]BP

PE

＝
[image: image389.wmf]FQ

QC

＝
[image: image390.wmf]2

2

BF

CE

 .
求证：OO′⊥ PQ .
[image: image391.emf]�O'

�P

�Q

�O

�C�B

�A

�F

�E


2. 求证：
[image: image392.wmf]ln(1)

n

+

＜
[image: image393.wmf]111

23

1

n

++++

L

≤1＋
[image: image394.wmf]ln

n

, n=1,2,… ;
3. 对于给定的正整数 k ，以f 1 ( k ) 表示 k 的各位数字之和的平方；并设
f n + 1 ( k ) = f 1 [ f n ( k ) ] ，n = 1 , 2 , 3 , … ; 试求f 2010 ( 2 2009 ) 的值.

4．某种彩票的对奖号是个三位数（000 — 999），开出的中奖号也是个三位数．买彩票时可以自选号码，如果对奖号与中奖号相同则中一等奖，如果对奖号与中奖号有两个数字相同（例如中奖号为123，对奖号为423或183或125等）则中二等奖．为确保能有彩票能中二等以上的奖，最少应买几张彩票？

模拟试题八 2010年数学奥林匹克协作体夏令营试题
人大附中  陈维兵
一试
1、 填空题：
1 求方程
[image: image395.wmf]2

2sin()10

xxxy

++=

的实数解_____________
2 已知数列
[image: image396.wmf]{}

n

a

满足
[image: image397.wmf]*

11

21

2,()

46

n

n

n

a

aanN

a

+

-

==Î

+

，则
[image: image398.wmf]2010

a

=

________
3 两位数
[image: image399.wmf])

0

,

0

(

>

>

b

a

ab

 若满足
[image: image400.wmf]1

)

,

(

¹

ba

ab

，则称
[image: image401.wmf]ab

为好数，则好数共有_____个。
[image: image847.jpg]YA

|
\[/




4 两相同的正四棱锥组成如图所示的几何体，可放棱长为1的正方体内，使正四棱锥的底面
[image: image402.wmf]ABCD

与正方体的某一个平面平行，且各顶点均在正方体的面上，则这样的几何体体积的可能值有_______个。
5 若
[image: image403.wmf]a

是
[image: image404.wmf]12

b

+

与
[image: image405.wmf]12

b

-

的等比中项，则
[image: image406.wmf]2

2

ab

ab

+

的最大值为          。
6 已知抛物线
[image: image407.wmf]x

y

4

2

=

及其上的一点
[image: image408.wmf]P

, 焦点
[image: image409.wmf])

0

1

(

，

F

和
[image: image410.wmf])

2

2

5

(

，

A

，则
[image: image411.wmf]22

PAPF

+

的最小值为          。
7 有6个相同的红球和5个相同的白球放入一排1至100标号的盒子里，其中红球和白球间隔放置（即从左到右必须1红1白间隔放），并且红球盒子编号与白球标号不同奇偶，则共有_____种放置方案。
8 设常数k 使得方程
[image: image412.wmf]22
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在平面直角坐标系
[image: image413.wmf]xOy

中表示两条相交直线，交点为
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. 若点
[image: image415.wmf],
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分别在这两条直线上，且
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二、解答题：
9 已知
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的最大值。
10 数列
[image: image420.wmf]{}
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（1） 求
[image: image425.wmf]{}
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的通项公式
（2） 证明：
[image: image426.wmf]*
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（3） 证明：
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11 已知椭圆
[image: image428.wmf])
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，其长轴为
[image: image429.wmf]A
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是椭圆上不同于
[image: image431.wmf]A
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的一个动点，直线
[image: image432.wmf]1
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分别与同一条准线
[image: image433.wmf]l

交于
[image: image434.wmf]1
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M

M

准线两点，试证明：以线段
[image: image435.wmf]1

MM

为直径的圆经过椭圆外的一个定点。
二试
1、  在等腰△ABC中,  AB=AC ,  D是边AC的中点,  E是点D在BC上的投影,  F是DE的中点. 证明:  BF垂直于AE的充要条件是: △ABC是正三角形.
 SHAPE \* MERGEFORMAT 



2、 设△ABC的三边分别是a, b, c，且a+b+c=3. 求证：

[image: image437.wmf]2
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3、设正整数n大于1，它的全部正因数为d1，d2，…，dk，满足1=d1<d2<…<dk = n。再设D = d1d2＋d2d3＋…＋dk－1dk。(i) 证明：D<n2；(ii) 确定所有的n，使得D整除n2。
4、用100种颜色对100 ( 100的棋盘进行染色，使得每一格均被染为其中一种颜色且每种颜色恰好使用了100次. 求证：棋盘上存在一行或一列，其中的方格被染为至少10种颜色。
模拟试题九  2010年全国高中数学联赛模拟试题

（命题人：湖南省长沙市第一中学  于杰延）

一、填空题（每小题8分，共64分）

 1．用
[image: image438.wmf]n
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与
[image: image439.wmf]n

a

分别表示区间
[image: image440.wmf][
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2. 已知
[image: image442.wmf]k
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，则
[image: image443.wmf]k

的取值范围为                    ．

 3. 在空间，从一点O出发引四条射线OA，OB，OC，OD，如果∠AOB＝∠BOC＝∠DOA＝∠AOC＝
[image: image444.wmf]q

，则
[image: image445.wmf]q
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 4. 如图，平面α中有△ABC和△A1B1C1分别在直线m的两侧，它们与m无公共点，并且关于m成轴对称，现将α沿m折成一个直二面角，则A，B，C，A1，B1，C1六个点可以确定的平面个数为                    

 5. 在正整数数列中，由1开始依次按如下规则将某些数染成红色．先染1，再染2个偶数2、4；再染4后面最邻近的3个连续奇数5、7、9；再染9后面最邻近的4个连续偶数10、12、14、16；再染此后最邻近的5个连续奇数17、19、21、23、25．按此规则一直染下去，得到一红色子数列1，2，4，5，7，9，12，14，16，17，…．则在这个红色子数列中，由1开始的第2010个数是                         
 6. 十个元素组成的集合
[image: image446.wmf]{19,93,1,0,25,78,94,1,17,2}

M

=----

．
[image: image447.wmf]M

的所有非空子集记为
[image: image448.wmf](1,2,,1023)
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，每一非空子集中所有元素的乘积记为
[image: image449.wmf](1,2,,1023)
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 7. 设A={(x，y)| 0≤x≤2，0≤y≤2}，B={(x，y)| x≤10，y≥2，y≤x－4}是直角坐标平面xOy上的点集. 则
[image: image451.wmf]121
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所成图形的面积是                                
 8.已知正实数a、b满足：
[image: image452.wmf]ab
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的最大值是            

二.(16分) 设y＝f(x)是定义在R上的实函数，而且满足条件：对任意的a，b∈R，有f[af(b)]＝ab，试求|f(2010)|.
三.(20分) 求最大的正数
[image: image454.wmf]l

，使得对任意实数
[image: image455.wmf]a

、
[image: image456.wmf]b

，均有
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四.(20分) 已知半径为1的定圆⊙P的圆心P到定直线
[image: image459.wmf]l

的距离为2，Q是
[image: image460.wmf]l

上一动点，⊙Q与⊙P相外切，⊙Q交
[image: image461.wmf]l

于M、N两点，对于任意直径MN，平面上恒有一定点A，使得∠MAN为定值。求∠MAN的度数。
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加试

一.(40分) △ABC内接于⊙K，BD是∠B的平分线，现有⊙K1与BD相切于点I，且与AC及⊙K也相切(如图)，证明：切点Ｉ是△ABC的内心.

二.(40分) 设
[image: image462.wmf]12

,,,

n

aaa

L

为正数，证明：
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[image: image464.wmf]2
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三.(50分) 一次数学竞赛分一、二两试共有28个题目，每个参赛者都恰好解出7个题目，每两个题恰好有两名参赛者解出.试证：必有一个参赛者，他在第一试中或者一道也没有解出或者至少解出四道题.

四．(50分) 设
[image: image465.wmf]p

是质数，且
[image: image466.wmf]2
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的不同正因数的个数不超过
[image: image467.wmf]10

个．求
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模拟试题十   2010年联赛模拟试题
青岛二中  邹明

一.填空题(本题共8道小题每小题7分,满分56分)

1.设函数f(x)=log0.5(x2-2ax+3)(a>0)的值域为
[image: image469.wmf]]
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, 

g(x)=log2(kx2-2ax+2)的定义域为A,集合B=[
[image: image470.wmf]2

1

,1],若A∩B≠Φ,则实数k的取值范围是___________;

2.已知:设a,b为正实常数,θ为参变量,则满足xsinθ-ycosθ=
[image: image471.wmf]2
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且
[image: image472.wmf]2
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的点(x,y)的轨迹方程是______________________；

3.使得
[image: image473.wmf]n
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(n>2)为整数的最小正整数n=_________;

4.如图,已知⊙C的圆心C在抛物线x2=2py上(p>0)

运动,且⊙C过定点A(0,p),点M,N为⊙C 与x轴的

交点.如果
[image: image474.wmf]x
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.则函数f(x)=
[image: image475.wmf]x

x
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的值域是______________;

5.对于所有自然数n,使得a(9·2010n+1)·2010n+(b-1)·2010n+1=(c·2010n+1)2
恒成立,且b取最大值的实数组(a,b,c)等于_____________________；

6.用红蓝两种颜色给排成一行的10个方格染色，每一格只染一种颜色，如果要求相邻两个方格不能都染红色，那么，所有染色方法的种数是_______________.

7.设OABC是边长为1的正四面体，E、F分别为AB与OC的中点.则异面直线OE与BF的距离是________.

8.非负实数x,y,z满足x2+y2+z2=1.则f(x,y,z)=x+y+z-2xyz的最大值是___________.

三.解答题(本题共3道满分44分)

9.(14分)如图,已知A,B是椭圆
[image: image476.wmf])
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的左右顶点,P,Q是该椭圆上不同于顶点的两点,若直线AP,QB相交于点M,

直线PB, AQ相交于点N.

(Ⅰ)求证:MN⊥AB;

(Ⅱ)若弦PQ过椭圆的右焦点F2,试求直线MN的方程.
10.(15分)设a,b∈R, 点集A={(n,na+b)|n∈Z },B={(m,m2+17)|m∈Z },

C={(x,y)|x2+2y2≤66}.试求出所有的整数n,使得存在实数a,b满足 A∩B≠Φ且(a,b)∈C.

11.(15分)设定义域,值域都是实数集R的非常数函数f(x),g(x),满足对任意

x∈R,都有f(g(x))=f(x),g(f(x))=g(x).

(1)求f(x),g(x);

(2)定义数列{an}:a1=3,a2=7,f(an2)+g(5)=f(an-1)g(an+1)(n≥2).

二试题

(本题共4道小题每小题50分,满分200分)

一.(50分)如图,半径分别为r,R的两圆Г1,Г2相交于A,B两点,过点B的一条直线分别交圆Г1,Г2于点C,D,过点B的另一条直线分别交圆Г1,Г2于点E,F.如果劣弧AC与劣弧AF长度之比为r∶R.求证:

(Ⅰ)CD=EF;

(Ⅱ)圆AEF与圆ACD的一个交点在线段FD上.

二.(50分)设数列{xn}满足:x1=2011,
[image: image477.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

-

+

=

-

-

n

x

x

x

n

n

n

)

1

(

2

1

1

,n=2,3,….其中[x]表示不超过x的最大整数.求数列{xn}的通项xn.

三.(50分)给定素数p,q,r.求证:对任意给定的正整数k,总存在无穷多个正整数n,使得pn+qn+rn-1, pn+qn+rn-2,…,pn+qn+rn-k均为合数.

四.(50分)设正整数a1,a2,…,a2010满足:

（1）ai≠211(i=1,2,…,2010),

（2）任意连续若干项之和≠211.

求min{
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模拟试题十一  全国高中数学竞赛模拟卷
湖南师大附中  周正安

第一试

一、填空题(每小题8分，共64分)

1．已知不等式
[image: image479.wmf]22
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的解集A满足
[image: image480.wmf]1
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，则
[image: image481.wmf]a
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2．求值
[image: image482.wmf]tan18tan36tan36tan54tan54tan72tan144tan1
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3．在等差数列
[image: image483.wmf]{
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中，
[image: image484.wmf]33
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，则
[image: image485.wmf]mn
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4．某底面是单位圆的圆锥具有性质：在过顶点的所有截面中，以轴截面面积最大。则该圆锥的体积最小值为      。

5．设非零复数
[image: image486.wmf],,
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满足
[image: image487.wmf]aabc
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[image: image490.wmf]20002000

()()

n

cabab

=+

则
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6．用1、2、3这三个数字写六位数，要求任何两个相邻的数位不能都为1，则总共可写出   个不同的六位数。

7．已知
[image: image492.wmf]0
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，如果函数
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2

()

()

1

xa

fx

x

+

=

+

在
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上为增函数，则
[image: image495.wmf]a

的取值集合为    。

8．将2个相同的白球，3个相同的红球，4个相同的黑球全部投入A、B、C三个袋中，则无空袋的放法有    种。

二、解答题(共56分)

9．(16分)已知数列
[image: image496.wmf]{
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(1) 求数列
[image: image499.wmf]{
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的通项公式；

(2) 求出所有的正整数
[image: image500.wmf]n

，值得
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10．(20分)定义
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(1)设
[image: image503.wmf]32
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的图象为曲线C，若存在实数
[image: image504.wmf]b

使得曲线C在
[image: image505.wmf]0
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image506.wmf]0
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处有斜率为-8的切线，求
[image: image507.wmf]a

的取值范围；

(2)当
[image: image508.wmf],
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且
[image: image509.wmf]xy
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时，求证：
[image: image510.wmf](,)(,)

FxyFyx

>

。

11．(20分) 已知点B（－1，0），C（1，0），P是平面上一动点，且满足
[image: image511.wmf]||||.
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（1）求点P的轨迹C对应的方程；
（2）已知点A（m,2）在曲线C上，过点A作曲线C的两条弦AD，AE，且AD，AE的斜率k1、k2满足k1·k2=2.求证：直线DE过定点，并求出这个定点。
第二试

一、(40分)已知
[image: image512.wmf]ABC
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的内心为
[image: image513.wmf]123
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分别过B、C，A、C和A、B且与
[image: image514.wmf]I
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直交。
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相交于另一点
[image: image517.wmf]'
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，同理可得点
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B

和点
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。

求证：
[image: image520.wmf]'''
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的外接圆半径等于
[image: image521.wmf]I
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半径的
[image: image522.wmf]1
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二、(40分)设
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求证：
[image: image524.wmf]11
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三、(50分)已知P为质数
[image: image525.wmf]n

，
[image: image526.wmf]m

均是正整数，试求方程
[image: image527.wmf]3
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的所有解。

四、(50分)证明：在任意
[image: image528.wmf]22
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个人中，可以找到两个人A、B，使得其余
[image: image529.wmf]2

n

个人中，至少有
[image: image530.wmf]n

个人他们中的每一个，或者都认识A、B；或者都不认识A、B。

模拟试题十二   高中数学联赛模拟试题

第一试
一、填空题：本大题共8小题，每小题8分，共64分．把答案填在横线上．
1．对于任意的
[image: image531.wmf]x

，都有
[image: image532.wmf]1

2

cos

cos

-

³

+

x

b

x

a

，则
[image: image533.wmf]b
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的最大值是            。

2．对于任意实数a，b，不等式
[image: image534.wmf]{
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恒成立，则常数C的最大值是            ．（注：
[image: image535.wmf]{
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表示x，y，z中的最大者．）

3．已知每条棱长都为3的直平行六面体ABCD—A1B1C1D1中，∠BAD=60°，长为2的线段MN的一个端点M在DD1上运动，另一个端点N在底面ABCD上运动，则MN中点P的轨迹与该直平行六面体表面所围成的几何体中较小的体积值为___________．

4．已知四个整数
[image: image536.wmf]d
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,

,

成等差数列，
[image: image540.wmf]d

c

b

,

,

成等比数列，则
[image: image541.wmf]d

c

b

a

+

+

+

的值等于           ．
5．已知椭圆
[image: image542.wmf]22

1

164

xy

+=

的左右焦点分别为
[image: image543.wmf]1

F

与
[image: image544.wmf]2

F

，点P在直线l：
[image: image545.wmf]38230

xy

-++=

上. 当
[image: image546.wmf]12

FPF

Ð

取最大值时，
[image: image547.wmf]1

2

PF

PF

的值为           ．
6．已知数列
[image: image548.wmf]{}

n

a

的前n项之和为
[image: image549.wmf]n

S

，且
[image: image550.wmf]2

210

nnnn

SSaS

--+=

，
[image: image551.wmf]1,2,3,

n

=

L

，则
[image: image552.wmf]n

S

的表达式为___________________．

7．已知定义在R上的偶函数
[image: image553.wmf]()

fx

的图象关于直线
[image: image554.wmf]1

x

=

对称，且当
[image: image555.wmf]01

x

££

时，
[image: image556.wmf]2

()21

fxx

=-

，若直线
[image: image557.wmf]yxa

=+

与曲线
[image: image558.wmf]()

yfx

=

恰有三个交点，则实数[image: image559.wmf]a

的取值范围为________________．

8．某食品厂制作了4种不同的精美卡片，在该厂生产的每袋食品中都随机装入一张卡片，规定：如果收集齐了4种不同的卡片，便可获得奖品.小明一次性购买该种食品6袋，那么小明获奖的概率是__________________．

二、解答题：本大题共3小题，共56分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．

1．（本小题满分16分）已知抛物线
[image: image560.wmf]x

y

4

2

=

的焦点为F，过F作两条相互垂直的弦AB、CD，

设弦AB、CD的中点分别为M、N.
  ( 1 )求证：直线MN必过定点；

( 2)分别以弦AB和CD为直径作圆，求证：两圆相交弦所在的直线经过原点.

2．（本小题满分20分）设函数
[image: image561.wmf]2

()

fxxaxb

=++

（其中
[image: image562.wmf],

ab

为实常数），数列
[image: image563.wmf]{}

n

a

和
[image: image564.wmf]{}

n

b

定义为：
[image: image565.wmf]1

1

2

a

=

，
[image: image566.wmf]1

2()15

nn

afa

+

=+

，
[image: image567.wmf]1

2

n

n

b

a

=

+

（
[image: image568.wmf]1,2,3,

n

=

L

），已知不等式
[image: image569.wmf]2

()2430

fxxx

£+-

对任意实数
[image: image570.wmf]x

均成立，数列
[image: image571.wmf]{}

n

b

的前
[image: image572.wmf]n

项的和记为
[image: image573.wmf]n

S

．

（1）求实数
[image: image574.wmf]a

、
[image: image575.wmf]b

的值；

（2）若数列
[image: image576.wmf]{}

n

b

的前
[image: image577.wmf]n

项的乘积记为
[image: image578.wmf]n

T

，证明：对任意正整数
[image: image579.wmf]n

，
[image: image580.wmf]1

2

n

nn

TS

+

+

为定值；

（3）证明：对任意正整数
[image: image581.wmf]n

，都有
[image: image582.wmf]4

212

5

n

n

S

éù

æö

-£<

êú

ç÷

èø

êú

ëû

．

3．（本小题满分20分）设
[image: image583.wmf]12

,,,

n

xxx

L

为n个正实数（
[image: image584.wmf]2,

nnN

*

³Î

），且
[image: image585.wmf]12

1

n

xxx

+++=

L

，

将
[image: image586.wmf]12

11212

,,,

111

n

n

x

xx

xxxxxx

+++++++

L

L

中最大的数记为S ．
(1)令
[image: image587.wmf]12

1

kk

yxxx

=++++

L

，
[image: image588.wmf]1,2,,

kn

=

L

，求证：
[image: image589.wmf]12

1

n

yyy

S

+++³

L

 ；

(2)对于给定的正整数n，
[image: image590.wmf]2

n

³

，求S的最小值，并求出S取最小值时
[image: image591.wmf]12

,,,

n

xxx

L

的值．
第二试
一、（本小题满分40分）如图，已知两圆
[image: image592.wmf]1

O

与
[image: image593.wmf]2

O

内切，另四个圆
[image: image594.wmf]3

O

、
[image: image595.wmf]4

O

、
[image: image596.wmf]5

O

、
[image: image597.wmf]6

O

均与
[image: image598.wmf]1

O

内切，与
[image: image599.wmf]2

O

外切，且连心线
[image: image600.wmf]4

3

O

O

、
[image: image601.wmf]6

5

O

O

与
[image: image602.wmf]2

1

O

O

的夹角相等，求证：点
[image: image603.wmf]3

O

、
[image: image604.wmf]4

O

、
[image: image605.wmf]5

O

、
[image: image606.wmf]6

O

共圆．

二、（本小题满分40分）设
[image: image607.wmf][

]

4,10,

i

x

Î

i=1,2,3
[image: image608.wmf]×××

,n．试求下面式子的最大值与最小值：


[image: image609.wmf]11

1

nn

i

i

ii

ii

x

Sx

xx

==

+

=+

+

åå

,其中，
[image: image610.wmf]11

n

xx

+

=

．
三、（本小题满分50分）正整数m，n均大于1，已知
[image: image611.wmf](

)

(

)

(

)

12

nnnnm

+++

L

刚好有3个不同的质因子，求所有满足要求的数组（m，n）．

四、（本小题满分50分）甲、乙两人在一张无限大的方格棋盘上轮流下棋，每次可以将一个棋子放入任意一个方格中，且每个方格中至多放入一个棋子，现在由甲先下一个黑棋，乙接着下一个白棋，然后甲再下一个黑棋，乙再下一个白棋，……，如此进行下去．如果在棋盘上横着或竖着连出5个黑棋，那么甲获胜，如果连出5个白棋，那么乙获胜．请问：分别对于甲、乙两人，是否各自存在一种策略，可以使得对手无法获胜？说明理由．

模拟试题十三   高中数学竞赛模拟试卷

                                     -------大连市第24中学  李振权

一试

一、填空题

1．给定数列{xn}，x1=1，且xn+1=
[image: image612.wmf]n

n

x

x

-

+

3

1

3

，则
[image: image613.wmf]å

=

2005

1

n

n

x

=                  

2、一个七位数
[image: image614.wmf]a

，其各位数字相加得到
[image: image615.wmf]b

，已知
[image: image616.wmf]ab

-

仍为一个七位数，且
[image: image617.wmf]ab

-

各位数字的其中六个为1，2，3，4，6，7，如果小明足够聪明，他能猜中第七个数字的概率为              。

3．z1、z2分别在实轴和虚轴上运动，保持|z1-z2|=2恒定，而z3=z1(1+i)-z2i，则|z3|的最大值为_________.

4.在椭圆
[image: image618.wmf]1

9

25

2

2

=

+

y

x

中，
[image: image619.wmf]F

是左焦点，点
[image: image620.wmf]C

是左准    

线上一点，过
[image: image621.wmf]C

点的直线
[image: image622.wmf]l

交椭圆于
[image: image623.wmf]A

、
[image: image624.wmf]B

两点，

连结
[image: image625.wmf]FA

、
[image: image626.wmf]FB

、
[image: image627.wmf]FC

，且
[image: image628.wmf]°

=

Ð

50

FAB

， 


[image: image629.wmf]°

=

Ð

20

FBA

，则
[image: image630.wmf]=

Ð

FCA

__________________。

5．我们注意到6!=8×9×10，试求能使n!表示成(n-3)个连续自然三数之积的最大正整数n为__________.

6．对每一实数对(x, y)，函数f(t)满足f(x+y)=f(x)+f(y)+f(xy)+1。若f(-2)=-2，试求满足f(a)=a的所有整数a=__________.

7.设有足够的铅笔分给7个小朋友，每两人得到的铅笔数不同，最少者得到1支，最多者得到12支，则有                  种不同的分法。

8、已知斜四棱柱
[image: image631.wmf]1111

ABCDABCD

-

的底面是边长为
[image: image632.wmf]1

的菱形，侧棱长为
[image: image633.wmf]x

，
[image: image634.wmf]60

BAD

Ð=

o

，
[image: image635.wmf]11

45

AABAAD

Ð=Ð=

o

，当
[image: image636.wmf]x

=

___________时，
[image: image637.wmf]1

AC

^

平面
[image: image638.wmf]1

ABD

．

二、解答题

9、 已知
[image: image639.wmf]ABC

D

中，AC=2AB.过点C、A分别作
[image: image640.wmf]ABC

D

外接圆的切线，切点分别为C和A，若两条切线相交于点P。直线BP交圆于点D. 求证：直线BP平分
[image: image641.wmf]¼

BAC

。

10．已知a, b, c∈R+，且满足
[image: image642.wmf]c

b

a

kabc

+

+

≥(a+b)2+(a+b+4c)2，求k的最小值。

11．已知a>0，函数f(x)=ax-bx2,

（1）当b>0时，若对任意x∈R都有f(x)≤1，证明：a≤2
[image: image643.wmf]b

；

（2）当b>1时，证明：对任意x∈[0, 1], |f(x)|≤1的充要条件是：b-1≤a≤2
[image: image644.wmf]b


12、已知数列
[image: image645.wmf]{}

n

a

满足
[image: image646.wmf]1

aa

=

，
[image: image647.wmf]1

(46)410

21

n

n

nan

a

n

+

+++

=

+

．

（Ⅰ）判断数列
[image: image648.wmf]2

21

n

a

n

+

ìü

íý

+

îþ

是否是等比数列，若是等比数列，请给出证明，若不是，请说明理由；

（Ⅱ）当
[image: image649.wmf]1

a

=

时，求数列
[image: image650.wmf]{}

n

a

的前
[image: image651.wmf]n

项和为
[image: image652.wmf]n

S

；

（Ⅲ）在（Ⅱ）的条件下，证明当
[image: image653.wmf]3

n

³

时，
[image: image654.wmf]34

1111

10

n

SSS

++×××+<

．

二试

一、（50分）已知Q为以AB为直径的圆上的一点，Q ≠ A, B，Q在AB上的投影为H，以Q为圆心，QH为半径的圆与以AB为直径的圆交于点C、D．证明CD平分线段QH．

二、（50分）设[image: image655.wmf]n

c

bx

ax

x

x

f

n

,

)

(

2

+

+

+

=

为自然数，
已知[image: image656.wmf]9

)

2

(

,

6

)

1

(

,

0

)

1

(

-

=

-

=

=

-

f

f

f

，[image: image657.wmf]119

)

6

(

,

4

)

3

(

=

-

=

f

f

，求[image: image658.wmf])

(

x

f

．
三、（50分）是否存在1000000个连续整数，使得每一个都含有重复的素因子，即都能被某个素数的平方所整除？

四、（50分）设|X|为子集
[image: image659.wmf]S

X

Ì

中元素的个数；又为
[image: image660.wmf]X

S

-

，是
[image: image661.wmf]X

的补集；
[image: image662.wmf]i

C

是
[image: image663.wmf]i

a

+

对
[image: image664.wmf]k

个参赛选手有相同的判决，证明
[image: image665.wmf].

2

1

b

b

a

k

-

³


模拟试题十四  
一.填空题

1.已知
[image: image666.wmf]11

1

(),,()(),()[()]

2

nn

x

fxnNfxfxfxffx

x

+

+

=Î==

-

对

于

定

义

,若
[image: image667.wmf]1331

()(),

fxfx

=


则
[image: image668.wmf]16

()

fx

的解析式为______________.

2.设
[image: image669.wmf],,,,,,,

abcdxyztabcd

<<<

若

变

量

是

的某一个排列,那么表达式


[image: image670.wmf]2222

(,,,)()()()()

nxyztxyyzzttx

=-+-+-+-

可以取____________个不同的值.

3.设
[image: image671.wmf]n

S

是集合
[image: image672.wmf]1

11

{1,,,}

22

n

A

-

=

L

含有3个元素的所有子集的元素之和，则
[image: image673.wmf]2

lim

n

n

S

n

®¥

=

__________.

4.已知
[image: image674.wmf],

ab

是方程
[image: image675.wmf]2

0(,,)

axbxcabc

++=

为

实

数

的两根,且
[image: image676.wmf]a

是虚数,
[image: image677.wmf]2

a

b

是实数,则


[image: image678.wmf]5985

1

()

k

k

a

b

=

å

=_____________.

5.当且仅当n被k整除时，多项式
[image: image679.wmf]22

1(1)

nn

xx

+++

不被
[image: image680.wmf]2

1

xx

++

整除，则整数k=_________. 6.已知纯虚数
[image: image681.wmf]121999

,,,

xxx

L

的模均为1,则
[image: image682.wmf]12231998199919991

xxxxxxxx

++++

L

被4除所得余数为_______________.

7.设集合
[image: image683.wmf]{|011,},{(,,,)|,.,,}

MxxxZFabcdabcdM

=££Î=Î

,映射
[image: image684.wmf]:

fFZ

®

使得


[image: image685.wmf](,,,)

f

abcdabcd

®-

,已知
[image: image686.wmf](,,,)39,(,,,)66,,,,)

ff

uvxyuyxvxyuv

®®=

则

(

____________.

8.12个朋友每周聚餐一次,每周他们分成三组,每组4人,不同组坐不同的桌子,若要求这些朋友中任意两人至少有一次同坐一张桌,则至少要________周.

二．解答题

1．
[image: image687.wmf]12

,

FF

是椭圆
[image: image688.wmf]22

22

1

xy

ab

+=

的两个焦点，点P是椭圆上一点，且点P不在
[image: image689.wmf]x

轴上，求值


[image: image690.wmf]1221

tantan

22

PFFPFF

ÐÐ

.

2.数列
[image: image691.wmf]{}

n

a

中,
[image: image692.wmf]99

3222

1

()

n

i

anni

=

=-

Õ

,求该数列前n项和
[image: image693.wmf]n

S

.

3.定义在(-1,1)上的函数
[image: image694.wmf]()

fx

满足:1)对任意
[image: image695.wmf],(1,1)

xy

Î-

都有
[image: image696.wmf]()()()

1

xy

fxfyf

xy

+

+=

+

;

2)当
[image: image697.wmf](1,0)

x

Î-

时,有
[image: image698.wmf]()0

fx

>

.

求证:
[image: image699.wmf]2

1111

()()()()()

511312

ffffnN

nn

++>Î

++

L

.

第二试

1. 如图在四边形ABCD中,对角线AC平分
[image: image700.wmf],,

BADCDE

Ð

在

上

取

一

点

BE与AC相交于F,延长DF交BC于G,求证:
[image: image701.wmf]GACEAC

Ð=Ð

.

 SHAPE \* MERGEFORMAT 



二．设
[image: image703.wmf],,0,1

abcabbcca

>++=

,求证:
[image: image704.wmf]333

1111

666

bca

abcabc

+++++£

.

三．证明:对于大于2的任意正整数
[image: image705.wmf]a

,存在无穷多个
[image: image706.wmf],|1

n

nNna

*

Î-

使

得

.

四．设p是奇质数,
[image: image707.wmf],

ab

是小于p的正整数,证明:
[image: image708.wmf]abp

+=

的充分必要条件是对任何小于p的正整数n,均有
[image: image709.wmf]22

[][]

anbn

pp

+

等于正奇数.

第十五套：联赛模拟
上海延安：丁虬骋

一、填空题

1. 若不等式
[image: image710.wmf])

1

(

)

8

)(

8

(

2

+

<

-

+

x

x

x

x

l

对一切实数
[image: image711.wmf])

2

,

0

(

Î

x

恒成立，则实数
[image: image712.wmf]l

的取值范围是                   

2. 方程组
[image: image713.wmf]î

í

ì

+

=

+

+

+

+

=

+

+

+

7

4

2

7

4

2

1

)

1

)(

1

)(

1

(

1

)

1

)(

1

)(

1

(

x

y

y

y

y

x

x

x

的实数解
[image: image714.wmf])

,

(

y

x

共有             组

3. 正方体
[image: image715.wmf]1

1

1

1

D

C

B

A

ABCD

-

中，点
[image: image716.wmf]N

M

,

分别在线段
[image: image717.wmf]1

ABBB

，

上（不包括线段的端点），满足
[image: image718.wmf]N

B

AM

1

=

，则
[image: image719.wmf]M

A

1

与
[image: image720.wmf]N

C

1

所成角的取值范围是                  

4. 已知
[image: image721.wmf]P



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image722.wmf]是

直

线



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image723.wmf]1

yx

=+

上一点,
[image: image724.wmf],

MN

分别是圆
[image: image725.wmf]22

1

:(3)(3)1

Cxy

-++=

与圆
[image: image726.wmf]2

:

C



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image727.wmf]22

(1)(4)1

xy

++-=

上的点,则
[image: image728.wmf]PMPN

-

的最大值为                  

5. 设函数
[image: image729.wmf]x

x

x

f

-

+

=

1

log

2

1

)

(

2

，定义
[image: image730.wmf]å

-

=

=

1

1

)

(

n

i

n

n

i

f

S

，其中
[image: image731.wmf]*

N

n

Î

，且
[image: image732.wmf]2

³

n

，

则
[image: image733.wmf]n
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6. 长方体
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7. 求和：
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8. 扔6次骰子，令第
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二、解答题

9. 设
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10. 设
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11. 设函数
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（2）对于给定的负数
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第二试

1、在
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2、设
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3、设
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4求证：面积为1的凸
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第十六套：高中数学联赛模拟题

华南师大附中    宋红军

一试

姓名                   成绩        

一：选择题(每小题8分，共64分)

1、设集合X={-1,0,1},Y={-2,-1,0,1,2}，从X到Y的映射
[image: image803.wmf]f

满足条件：对于每个x(X，恒有x+f(x)为奇数，则这样的映射一共有 18 个。

2、已知x+lgx=10,y+10y=10，则x+y= 10 。
3、设f(z)=3z(cos EQ \F((,6) +isin EQ \F(7,6)()，这里z是复数，用A表示点f(1+ EQ \R(3)i)，B表示点f(0)，C表示点4i，则∠ABC= 60( 。

4、设抛物线y2=2x的焦点为F，以P(4.5,0)为圆心，|PF|长为半径作一圆，与抛物线在x轴上方交于点M、N。则|MF|+|NF|的值是 8 。

5、已知四棱锥S—ABCD的底面为平行四边形，面SAC⊥面SBD，若△SBC、△SCD、△SDA的面积分别为5,6,7，则△SAB的面积等于     EQ \R(38)     。
6、若1≤a1≤a2≤a3≤a4≤a5≤a6≤64，则Q=  EQ \F(a1,a2) +  EQ \F(a3,a4) +  EQ \F(a5,a6) 的最小值为   EQ \F(3,4)    。
7、一个由16个小方格组成的
[image: image804.wmf]4

4

´

的棋盘，将其中8个小方格染黑，使得每行、每列都恰有2个黑格，有 90 种不同的染法。

8、已知M=27t=35s，其中t是奇数，s不能被3整除，则M的所有形如2p3q（其中p,q为自然数）的约数之和等于    92820    。

二：解答题（9小题每小题16分，10、11小题20分，共56分）

9、数列{an}定义如下：a0=a1=1,an+2=14an+1-an(其中n(N)，求证：对所有的正整数n，2an-1是完全平方数。

证明：数列{an}对应的特征方程为x2-14x+1=0，其两根为x1=7+4 EQ \R(3),x2=7-4 EQ \R(3)，

∴
an=(·(7+4 EQ \R(3))n+(·(7-4 EQ \R(3))n
又a0=a1=1

∴
(= 3) EQ \F(2-,4) 
,(= 3) EQ \F(2+,4) 

∴
an= 3) EQ \F(2-,4)
 ·(7+4 EQ \R(3))n+3) EQ \F(2+,4) 
·(7-4 EQ \R(3))n=3) EQ \F(2-,4)
 ·(2+ EQ \R(3))2n+3) EQ \F(2+,4) 
·(2- EQ \R(3))2n
∴
2an-1=3) EQ \F(2-,2)
 ·(2+ EQ \R(3))2n+3) EQ \F(2+,2) 
·(2- EQ \R(3))2n-1

       =(3) EQ \F(-1,2)
)2·(2+ EQ \R(3))2n+(3) EQ \F(+1,2)
)2·(2- EQ \R(3))2n-1

       =[3) EQ \F(-1,2)
·(2+ EQ \R(3))n-3) EQ \F(+1,2)
·(2- EQ \R(3))n]2
由二项式定理得：(2+ EQ \R(3))n=EQ \S(i,n) EQ \I\SU(i=0,n,C·2n-i·( EQ \R(3))i)

可设(2+ EQ \R(3))n=x+y EQ \R(3),其中x,y为整数，则(2- EQ \R(3))n=x-y EQ \R(3)
∴
2an-1=[3) EQ \F(-1,2)
·(2+ EQ \R(3))n-3) EQ \F(+1,2)
·(2- EQ \R(3))n]2=(3y-x)2
又∵
3y-x为整数

∴
2an-1是完全平方数。

解法二：用归纳法证明。

（构造数列{bn}:b0=-1,b1=1,b2=5,bn+2=4bn+1-bn，证明2an-1=bn2）

10、已知a,b,c为正实数，求证：(a5-a2+3)(b5-b2+3)(c5-c2+3)≥(a+b+c)3
证明：∵
a,b,c为正实数

∴
a5-a3-a2+1=a3(a2-1)-(a2-1)=(a-1)2(a+1)(a2+a+1)≥0

∴
a5 -a2+1>a3    ∴
a5-a2+3≥a3+2

同理可得：b5-b2+3≥b3+2；c5-c2+3≥c3+2；

∴
(a5-a2+3)(b5-b2+3)(c5-c2+3)

≥(a3+2)(b3+2)(c3+2)

=a3b3c3+2a3b3+2b3c3+2a3c3+4a3+4b3+4c3+8

=(a3+b3+c3)+(a3+a3b3+1)+(a3+a3c3+1)+(b3+a3b3+1)+(b3+b3c3+1)+ (c3+a3c3+1)+(c3+b3c3+1)+(a3+b3+c3+ a3b3c3+1+1)

≥a3+b3+c3+3a2b+3a2c+3ab2+3b2c+3ac2+3bc2+6abc
=(a+b+c)3
当a=b=c=1时取等号。

11、点P到定点F(-1,2)和到定直线x=-3的距离之和等于4。（1）求点P的轨迹方程，并画出曲线L。（2）直线l: EQ \B\LC\{(\A\AL (x=-1+tcos( ,y=2+tsin( )) (( 为倾斜角，t为参数)。与曲线L交于P、Q两点，记f (( )=｜PQ｜，试求f (( )的表达式及其最大值和最小值。

解：(1)设P点的坐标为：P(x,y)，则有

 EQ \R((x+1)2+(y-2)2)+|x+3|=4 

∴
当x≥-3时，(y-2)2=-4x
当x≤-3时， (y-2)2=12(x+4)

∴
P点的轨迹方程为： EQ \B\LC\{(\A\AL ((y-2)2=-4x       (x≥-3),(y-2)2=12(x+4)    (x≤-3))) 
(2)以F(-1,2)为极点，x轴正向为极轴，建立极坐标系，则

当x≥-3时，P点轨迹为以F(-1,2)为焦点的抛物线，

此时的抛物线椎坐标方程为(= EQ \F(2,1+cos() (-120(≤(≤120()；

当x≤-3时，P点轨迹也为以(-1,2)为焦点的抛物线；此时的抛物线椎坐标方程为(= EQ \F(6,1-cos() (120(≤(≤240()；直线方程为( =(0；

直线与曲线相交有两种情况：

（1）直线只与一条抛物线相交时，这条抛物线方程必为：(= EQ \F(2,1+cos() 且60(≤(≤120(，此时

4≤|PQ|=  EQ \F(2,1+cos() +  EQ \F(2,1-cos() =  EQ \F(4,1-cos2() ≤ EQ \F(16,3) 
 当(=90(时取最小值；当(=60(时取最大值。

（2）直线与两条抛物线都相交时，-60(≤(≤60(，此时

    4≤|PQ|=  EQ \F(2,1+cos() +  EQ \F(6,1+cos() =  EQ \F(8,1+cos() ≤ EQ \F(16,3) 
当(=0(时取最小值；当(=60(时取最大值。

∴
f (( )=4,1-cos2()  EQ \B\LC\{(\A\AL (     (60(≤(≤120(), EQ \F(8,1+cos()      (-60(≤(≤60())) 

且f (( )的最大值为 EQ \F(16,3) ，最小值为4。

二试

姓名                   成绩        

一：本题满分40分

给定锐角△ABC，在BC边上取点A1、A2(A2位于A1与C之间)；在CA边上取点B1、B2(B2位于B1与A之间)；在AB边上取点C1、C2(C2位于C1与B之间)。使得∠AA1A2=∠AA2A1=∠BB1B2=∠BB2B1=∠CC1C2=∠CC2C1。直线AA1、BB1、CC1可构成一个三角形，直线AA2、BB2、CC1可构成另一个三角形，求证：这两个三角形的六个顶点共圆。

一：证明：设上述两个三角形分别为图中所示的△UVW和△XYZ，则

∵
∠BB2B1=∠CC1C2
∴
∠AB2B=∠AC1C
∵  ∠BAB2=∠CAC1
∴
△AB2B∽△AC1C
∴
 EQ \F(AC1,AC) =  EQ \F(AB2,AB) 且∠ABB2=∠ACC1
同理可得：∠BAA1=∠BCC2
∴
∠A1VB=∠BAA1+∠B1BB2+∠ABB2=∠BCC2+∠C1CC2+∠ACC2=∠ACB
同理可得：∠ACB=∠AXB2    
∴
∠A1VB=∠AXB2    同理可得：∠A2ZC=∠AUC1
在△ABV中： EQ \F(AV,sin∠ABV) =  EQ \F(AB,sin∠AVB) =  EQ \F(AB,sin∠A1VB) =  EQ \F(AB,sin∠ACB) 
同理可得： EQ \F(AB,sin∠ACB) =  EQ \F(AC,sin∠ABC) 
； EQ \F(AZ,sin∠ACZ) =  EQ \F(AC,sin∠AZC) =  EQ \F(AC,sin∠A2ZC)  =  EQ \F(AC,sin∠ABC) 
∴
AV=AZ    同理可得：BW=BX；CU=CY
又 EQ \F(AU,sin∠AC1U) = EQ \F(AC1,sin∠AUC1) = EQ \F(AC1,AC) · EQ \F(AC,sin∠ABC) 
= EQ \F(AB2,AB) · EQ \F(AB,sin∠ACB) = EQ \F(AB2,sin∠AXB2) = EQ \F(AX,sin∠AB2X) 
∴
AU=AX    同理可得：BV=BY；CW=CZ
∴
UX∥BC；UX∥CA    ∴
∠AUX=∠AA1A2=∠BB1B2=∠BWX
∴
X位于△UVW的外接圆上    

同理可得：Y位于△UVW的外接圆上；Z位于△UVW的外接圆上

∴
U、V、W、X、Y、Z六点共圆。

二：本题满分40分

设a, b, c > 0，求证： EQ \F(1,a(1 + b() +  EQ \F(1,b(1 + c() +  EQ \F(1,c(1 + a() ≥3,abc) EQ \F(3,(1+ EQ \R(3,abc))) 
。

证：记k = EQ \R(abc) EQ \O(3    ,) 
> 0，作分式变换 a = k· EQ \F(a1,a3)  b = k· EQ \F(a2,a1) , c = k· EQ \F(a3,a2) ，

a1, a2, a3 > 0，

则原不等式等价于  EQ \F(a3,a1 + ka2) +  EQ \F(a1,a2 + ka3) +  EQ \F(a2,a3 + ka1) ≥  EQ \F(3,1 + k) …… (*(
由Cauchy 不等式有 ∑ EQ \F(a1,a2 + ka3) ·∑a1(a2 + ka3( ≥ (a1 + a2 + a3( 2 …… ①

而  ∑a1(a2 + ka3( = (1 + k((a1a2 + a2a3 + a3a1( …… ②

(∑a1( 2 ≥ 3(a1a2 + a2a3 + a2a1( …… ③

由①②③立得(*(，故原不等式得证。
三：本题满分50分

求所有正整数a1,a2,…,an，使得 EQ \F(99,100) =  EQ \F(a0,a1) +  EQ \F(a1,a2) +…+  EQ \F(an-1,an) ，其中a0=1,(ak+1-1)ak-1≥ak2(ak-1),k=1,2,…,n-1。

解：设
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当
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因此，
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是惟一的解。

四：本题满分50分

设n和k是正整数，满足 EQ \F(1,2) n<k≤ EQ \F(2,3) n。求最小的数m，将m个“车”放入一个n×n棋盘的方格内，使每行、每列都不存在连续的k个方格上都没有放“车”。

解：如果棋盘上不存在k×1或1×k个没放“车”的方格，则称棋盘上的“车”的放法是“好的”。记行和列分别是第0行到第n-1行和第0列到第n-1列。一个理想的“好的”放法如下：将“车”放在(i,j)上，其中i,j分别表示为第i行、第j列，使k|i+j+1。由于n<2k，所以i+j+1=k,2k或3k。从而构成三条由“车”构成的斜线。因为3k≤2n，则这三条斜线上分别包含k个方格、2n-2k个方格和3n-3k个方格（特别地3k=2时，第三条斜线不存在）。所以共有4(n-k)个方格放有“车”。

下面证明这是“车”满足“好的”放法的最小值。

假设用m个“车”存在一个“好的”放法，划分棋盘为9个矩形区域    A   B   C
如右图示，使得每个角所在的区域A、C、G、I为(n-k)×(n-k)的区域，B、   D   E   F
H有n-k行，2k-n列，D、F有2k-n行，n-k列。因为2k-n>0，因此这种    G   H   I
分法是合理的。

    假设在矩形区域B中有b行没有“车”，H中有h行没有“车”，D中有d列没有“车”，F中有f列没有“车”。任取B中没有“车”的b行中一行，并向左、右延伸到整个棋盘，则这一行延伸到A的部分至少含有1个“车”，否则放法不是“好的”。同理，这一行在C的部分至少含有1个“车”。在A和C中对这一行中的两个“车”所在的方格各作一个记号。

同理对H中没有“车”的h行有同样的结论。而对D和F中没有“车”的d列和f列也具有同样的结论。因此在A∪C∪G∪I中总共有“车”的方格作了2(b+h+d+f)次记号，而每个方格最多做了两次记号。所以有记号的方格至少有b+h+d+f个，它们中的每一个方格内都有1个“车”。因此，在A∪C∪G∪I中至少的b+h+d+f个“车”。

又由于B中至少有n-k-b个“车”, H中至少有n-k-h个“车”，D中至少有n-k-d个“车”，F中至少有n-k-f个“车”，所以m≥4(n-k)

    综上所述：要使每行、每列都不存在连续的k个方格上都没有放“车”，至少要放4(n-k)个“车”。
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