智浪教育—普惠英才文库

立体几何题型与方法(理科)
1．平面
平面的基本性质：掌握三个公理及推论，会说明共点、共线、共面问题。

（1）.证明点共线的问题，一般转化为证明这些点是某两个平面的公共点（依据：由点在线上，线在面内 ，推出点在面内）， 这样可根据公理2证明这些点都在这两个平面的公共直线上。

（2）.证明共点问题，一般是先证明两条直线交于一点，再证明这点在第三条直线上，而这一点是两个平面的公共点，这第三条直线是这两个平面的交线。

（3）.证共面问题一般先根据一部分条件确定一个平面，然后再证明其余的也在这个平面内，或者用同一法证明两平面重合
2. 空间直线.

（1）. 空间直线位置关系三种：相交、平行、异面. 相交直线：共面有且仅有一个公共点；平行直线：共面没有公共点；异面直线：不同在任一平面内，无公共点
[注]：①两条异面直线在同一平面内射影一定是相交的两条直线.（×）（也可能两条直线平行，也可能是点和直线等）

②直线在平面外，指的位置关系是平行或相交

③若直线a、b异面，a平行于平面
[image: image1154.png]


，b与
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的关系是相交、平行、在平面
[image: image3.wmf]a

内.

④两条平行线在同一平面内的射影图形是一条直线或两条平行线或两点.

⑤在平面内射影是直线的图形一定是直线.（×）（射影不一定只有直线，也可以是其他图形）

⑥在同一平面内的射影长相等，则斜线长相等.（×）（并非是从平面外一点向这个平面所引的垂线段和斜线段）

⑦

 EMBED Equation.3  [image: image4.wmf]b
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是夹在两平行平面间的线段，若
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的位置关系为相交或平行或异面.
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⑧异面直线判定定理：过平面外一点与平面内一点的直线和平面内不经过该点的直线是异面直线.（不在任何一个平面内的两条直线）

（2）. 平行公理：平行于同一条直线的两条直线互相平行.

 等角定理：如果一个角的两边和另一个角的两边分别平行并且方向相同，那么这两个角相等（如右图）. 

    （直线与直线所成角
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   推论：如果两条相交直线和另两条相交直线分别平行，那么这两组直线所成锐角（或直角）相等.

（3）. 两异面直线的距离：公垂线段的长度.

空间两条直线垂直的情况：相交（共面）垂直和异面垂直.

[注]：
[image: image9.wmf]2

1

,

l

l

是异面直线，则过
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外一点P，过点P且与
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都平行平面有一个或没有，但与
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距离相等的点在同一平面内. （
[image: image13.wmf]1

L

或
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在这个做出的平面内不能叫
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与
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平行的平面）

3. 直线与平面平行、直线与平面垂直.

（1）. 空间直线与平面位置分三种：相交、平行、在平面内.

（2）. 直线与平面平行判定定理：如果平面外一条直线和这个平面内一条直线平行，那么这条直线和这个平面平行.（“线线平行
[image: image17.wmf]Þ

线面平行”）

[注]：①直线
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与平面
[image: image19.wmf]a

内一条直线平行，则
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∥
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. （×）（平面外一条直线）

②直线
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与平面
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内一条直线相交，则
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与平面
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相交. （×）（平面外一条直线）

③若直线
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与平面
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平行，则
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内必存在无数条直线与
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平行. （√）（不是任意一条直线，可利用平行的传递性证之）

④两条平行线中一条平行于一个平面，那么另一条也平行于这个平面. （×）（可能在此平面内）

⑤平行于同一个平面的两直线平行.（×）（两直线可能相交或者异面） 
⑥直线
[image: image30.wmf]l

与平面
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所成角相等，则
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可能相交）

（3）. 直线和平面平行性质定理：如果一条直线和一个平面平行，经过这条直线的平面和这个平面相交，那么这条直线和交线平行.（“线面平行
[image: image37.wmf]Þ

线线平行”）
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（4）. 直线与平面垂直是指直线与平面任何一条直线垂直，过一点有且只有一条直线和一个平面垂直，过一点有且只有一个平面和一条直线垂直. 

· 若
[image: image38.wmf]PA

⊥
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⊥
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，得
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（三垂线定理），

· 三垂线定理的逆定理亦成立.

直线与平面垂直的判定定理一：如果一条直线和一个平面内的两条相交直线都垂直，那么这两条直线垂直于这个平面.（“线线垂直
[image: image44.wmf]Þ

线面垂直”）

直线与平面垂直的判定定理二：如果平行线中一条直线垂直于一个平面，那么另一条也垂直于这个平面.

性质：如果两条直线同垂直于一个平面，那么这两条直线平行.

（5）.a.垂线段和斜线段长定理：从平面外一点向这个平面所引的垂线段和斜线段中，①射影相等的两条斜线段相等，射影较长的斜线段较长；②相等的斜线段的射影相等，较长的斜线段射影较长；③垂线段比任何一条斜线段短.

[注]：垂线在平面的射影为一个点. [一条直线在平面内的射影是一条直线.（×）]

b.射影定理推论：如果一个角所在平面外一点到角的两边的距离相等，那么这点在平面内的射影在这个角的平分线上。

4. 平面平行与平面垂直.

（1）. 空间两个平面的位置关系：相交、平行.

（2）. 平面平行判定定理：如果一个平面内有两条相交直线都平行于另一个平面，那么这两个平面平行.（“线面平行
[image: image45.wmf]Þ

面面平行”）

推论：垂直于同一条直线的两个平面互相平行；平行于同一平面的两个平面平行.

[注]：一平面内的任一直线平行于另一平面.

（3）. 两个平面平行的性质定理：如果两个平面平行同时和第三个平面相交，那么它们交线平行.（“面面平行
[image: image46.wmf]Þ

线线平行”）

（4）. 两个平面垂直判定一：两个平面所成的二面角是直二面角，则两个平面垂直.

两个平面垂直判定二：如果一条直线与一个平面垂直，那么经过这条直线的平面垂直于这个平面.（“线面垂直
[image: image47.wmf]Þ

面面垂直”）

注：如果两个二面角的平面分别对应互相垂直，则两个二面角没有什么关系.
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（5）. 两个平面垂直性质定理：如果两个平面垂直，那么在一个平面内垂直于它们交线的直线也垂直于另一个平面.

推论：如果两个相交平面都垂直于第三平面，则它们交线垂直于第三平面.

简证：如图，在平面内过O作OA、OB分别垂直于
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（6）. 两异面直线任意两点间的距离公式：
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（1）. a.最小角定理：
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为最小角，如图）

b.最小角定理的应用（∠PBN为最小角）

简记为：成角比交线夹角一半大，且又比交线夹角补角一半长，一定有4条.

成角比交线夹角一半大，又比交线夹角补角小，一定有2条.

成角比交线夹角一半大，又与交线夹角相等，一定有3条或者2条.

成角比交线夹角一半小，又与交线夹角一半小，一定有1条或者没有. 

5.  棱柱. 棱锥
（1）. 棱柱.

a.①直棱柱侧面积：
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为底面周长，
[image: image59.wmf]h

是高）该公式是利用直棱柱的侧面展开图为矩形得出的.

②斜棱住侧面积：
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是斜棱柱直截面周长，
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是斜棱柱的侧棱长）该公式是利用斜棱柱的侧面展开图为平行四边形得出的.

b.{四棱柱}
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{平行六面体}
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{直平行六面体}
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{长方体}
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{正四棱柱}
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{正方体}.

{直四棱柱}
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{平行六面体}={直平行六面体}.
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c.棱柱具有的性质：

①棱柱的各个侧面都是平行四边形，所有的侧棱都相等；直棱柱的各个侧面都是矩形；正棱柱的各个侧面都是全等的矩形.

②棱柱的两个底面与平行于底面的截面是对应边互相平行的全等多边形.
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③过棱柱不相邻的两条侧棱的截面都是平行四边形.

注：①棱柱有一个侧面和底面的一条边垂直可推测是直棱柱. （×）

（直棱柱不能保证底面是矩形,可如图）

②（直棱柱定义）棱柱有一条侧棱和底面垂直.

d.平行六面体：

定理一：平行六面体的对角线交于一点，并且在交点处互相平分.

[注]：四棱柱的对角线不一定相交于一点.

定理二：长方体的一条对角线长的平方等于一个顶点上三条棱长的平方和.

推论一：长方体一条对角线与同一个顶点的三条棱所成的角为
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推论二：长方体一条对角线与同一个顶点的三各侧面所成的角为
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[注]：①有两个侧面是矩形的棱柱是直棱柱.（×）（斜四棱柱的两个平行的平面可以为矩形）

②各侧面都是正方形的棱柱一定是正棱柱.（×）（应是各侧面都是正方形的直棱柱才行）

③对角面都是全等的矩形的直四棱柱一定是长方体.（×）（只能推出对角线相等，推不出底面为矩形）

④棱柱成为直棱柱的一个必要不充分条件是棱柱有一条侧棱与底面的两条边垂直. （两条边可能相交，可能不相交，若两条边相交，则应是充要条件）

（2）. 棱锥：棱锥是一个面为多边形，其余各面是有一个公共顶点的三角形.

[注]：①一个三棱锥四个面可以都为直角三角形.

②一个棱柱可以分成等体积的三个三棱锥；所以
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a.①正棱锥定义：底面是正多边形；顶点在底面的射影为底面正多边形的中心.

[注]：i. 正四棱锥的各个侧面都是全等的等腰三角形.（不是等边三角形）

ii. 正四面体是各棱相等，而正三棱锥是底面为正三角形，侧棱与底棱不一定相等

iii. 正棱锥定义的推论：若一个棱锥的各个侧面都是全等的等腰三角形（即侧棱相等）；底面为正多边形.

②正棱锥的侧面积：
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[image: image1089.wmf]③棱锥的侧面积与底面积的射影公式：
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附：以知
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注：S为任意多边形的面积（可分别求多个三角形面积和的方法）.

b.棱锥具有的性质：①正棱锥各侧棱相等，各侧面都是全等的等腰三角形，各等腰三角形底边上的高相等（它叫做正棱锥的斜高）.

②正棱锥的高、斜高和斜高在底面内的射影组成一个直角三角形，正棱锥的高、侧棱、侧棱在底面内的射影也组成一个直角三角形.

c.特殊棱锥的顶点在底面的射影位置：

①棱锥的侧棱长均相等，则顶点在底面上的射影为底面多边形的外心.

②棱锥的侧棱与底面所成的角均相等，则顶点在底面上的射影为底面多边形的外心.

③棱锥的各侧面与底面所成角均相等，则顶点在底面上的射影为底面多边形内心.

④棱锥的顶点到底面各边距离相等，则顶点在底面上的射影为底面多边形内心.

⑤三棱锥有两组对棱垂直，则顶点在底面的射影为三角形垂心.

⑥三棱锥的三条侧棱两两垂直，则顶点在底面上的射影为三角形的垂心.

⑦每个四面体都有外接球，球心0是各条棱的中垂面的交点，此点到各顶点的距离等于球半径；

⑧每个四面体都有内切球，球心
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是四面体各个二面角的平分面的交点，到各面的距离等于半径.
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[注]：i. 各个侧面都是等腰三角形，且底面是正方形的棱锥是正四棱锥.（×）（各个侧面的等腰三角形不知是否全等）

ii. 若一个三棱锥，两条相对棱互相垂直，则第三组相对棱必然垂直. 
简证：AB⊥CD，AC⊥BD
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[image: image92.wmf]b

AC

c

AD

a

AB

=

=

=

,

,


得
[image: image93.wmf]c

a

c

b

AD

BC

c

AD

a

b

AB

AC

BC

-

=

×

Þ

=

-

=

-

=

,

，已知
[image: image94.wmf](

)

(

)

0

,

0

=

-

×

=

-

×

c

a

b

b

c

a



[image: image95.wmf]0
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iii. 空间四边形OABC且四边长相等，则顺次连结各边的中点的四边形一定是矩形.

iv. 若是四边长与对角线分别相等，则顺次连结各边的中点的四边是一定是正方形.
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简证：取AC中点
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EF

Þ

=

为正方形.

（3）. 球：

a.球的截面是一个圆面.

①球的表面积公式：
[image: image102.wmf]2

4

R

S

p

=

.②球的体积公式：
[image: image103.wmf]3

3

4

R

V

p

=

.

b.纬度、经度：

①纬度：地球上一点
[image: image104.wmf]P

的纬度是指经过
[image: image105.wmf]P

点的球半径与赤道面所成的角的度数.

②经度：地球上
[image: image106.wmf]B

A

,

两点的经度差，是指分别经过这两点的经线与地轴所确定的二个半平面的二面角的度数，特别地，当经过点
[image: image107.wmf]A

的经线是本初子午线时，这个二面角的度数就是
[image: image108.wmf]B

点的经度.

附：①圆柱体积：
[image: image109.wmf]h

r

V

2

p

=

（
[image: image110.wmf]r

为半径，
[image: image111.wmf]h

为高）

②圆锥体积：
[image: image112.wmf]h

r

V

2

3

1

p

=

（
[image: image113.wmf]r

为半径，
[image: image114.wmf]h

为高）

③锥体体积：
[image: image115.wmf]Sh

V

3

1

=

（
[image: image116.wmf]S

为底面积，
[image: image117.wmf]h

为高） 

[image: image1093.wmf]O

r

（1）. ①内切球：当四面体为正四面体时，设边长为a，
[image: image118.wmf]a

h
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=

，
[image: image119.wmf]2
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底

，
[image: image120.wmf]2
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，得
[image: image121.wmf]R
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[image: image122.wmf]a
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注：球内切于四面体：
[image: image123.wmf]h
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②外接球：球外接于正四面体，可如图建立关系式.

6. 空间向量.

（1）. a.共线向量：共线向量亦称平行向量，指空间向量的有向线段所在直线互相平行或重合.

注：①若
[image: image124.wmf]a

与
[image: image125.wmf]b

共线，
[image: image126.wmf]b

与
[image: image127.wmf]c

共线，则
[image: image128.wmf]a

与
[image: image129.wmf]c

共线.（×）  [当
[image: image130.wmf]0

=

b

时，不成立]

②向量
[image: image131.wmf]c

b

a

,

,

共面即它们所在直线共面.（×） [可能异面]

③若
[image: image132.wmf]a

∥
[image: image133.wmf]b

，则存在小任一实数
[image: image134.wmf]l

，使
[image: image135.wmf]b

a

l

=

.（×）[与
[image: image136.wmf]0

=

b

不成立]

④若
[image: image137.wmf]a

为非零向量，则
[image: image138.wmf]0

0

=

a

.（√）[这里用到
[image: image139.wmf])

0

(

¹

b

b

l

之积仍为向量]

b.共线向量定理：对空间任意两个向量
[image: image140.wmf])

0

(

,

¹

b

b

a

，
[image: image141.wmf]a

 ∥
[image: image142.wmf]b

的充要条件是存在实数
[image: image143.wmf]l

（具有唯一性），使
[image: image144.wmf]b

a

l

=

.

c.共面向量：若向量
[image: image145.wmf]a

使之平行于平面
[image: image146.wmf]a

或
[image: image147.wmf]a

在
[image: image148.wmf]a

内，则
[image: image149.wmf]a

与
[image: image150.wmf]a

的关系是平行，记作
[image: image151.wmf]a

∥
[image: image152.wmf]a

.

d.①共面向量定理：如果两个向量
[image: image153.wmf]b

a

,

不共线，则向量
[image: image154.wmf]P

与向量
[image: image155.wmf]b

a

,

共面的充要条件是存在实数对x、y使
[image: image156.wmf]b

y

a

x

P

+

=

.

②空间任一点O和不共线三点A、B、C，则
[image: image157.wmf])
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OP

是PABC四点共面的充要条件.

（简证：
[image: image158.wmf]®

+

=

=

+

+

-

-

=

AC

z

AB

y

AP

OC

z

OB

y

OA

z

y

OP

)

1

(

P、A、B、C四点共面）

注：①②是证明四点共面的常用方法.

（2）. 空间向量基本定理：如果三个向量
[image: image159.wmf]c

b

a

,

,

不共面，那么对空间任一向量
[image: image160.wmf]P

，存在一个唯一的有序实数组x、y、z，使
[image: image161.wmf]c

z

b

y

a

x

p

+

+

=

.

[image: image1094.wmf]O

R

推论：设O、A、B、C是不共面的四点，则对空间任一点P, 都存在唯一的有序实数组x、y、z使 
[image: image162.wmf]OC

z

OB
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(这里隐含x+y+z≠1).

注：设四面体ABCD的三条棱，
[image: image163.wmf],

,

,

d
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c
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其
中Q是△BCD的重心，则向量
[image: image164.wmf])
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用
[image: image165.wmf]MQ
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即证.
对空间任一点O和不共线的三点A、B、C，满足
[image: image166.wmf]OPxOAyOBzOC

=++

uuuruuuruuuruuur

，

则四点P、A、B、C是共面
[image: image167.wmf]Û
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（3）.a.空间向量的坐标：空间直角坐标系的x轴是横轴（对应为横坐标），y轴是纵轴（对应为纵坐标），z轴是竖轴（对应为竖坐标）.

①令
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(向量模与向量之间的转化：
[image: image179.wmf]a
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空间两个向量的夹角公式
[image: image180.wmf]2
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（a＝
[image: image181.wmf]123
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[image: image182.wmf]123
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②空间两点的距离公式：
[image: image183.wmf]2
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b.法向量：若向量
[image: image184.wmf]a

所在直线垂直于平面
[image: image185.wmf]a

，则称这个向量垂直于平面
[image: image186.wmf]a

，记作
[image: image187.wmf]a

^

a

，如果
[image: image188.wmf]a

^

a

那么向量
[image: image189.wmf]a

叫做平面
[image: image190.wmf]a

的法向量. 

c.向量的常用方法：

①利用法向量求点到面的距离定理：如图，设n是平面
[image: image191.wmf]a

的法向量，AB是平面
[image: image192.wmf]a

的一条射线，其中
[image: image193.wmf]a

Î

A

，则点B到平面
[image: image194.wmf]a

的距离为
[image: image195.wmf]|

|

|

|

n

n

AB

·

.

②.异面直线间的距离 
[image: image196.wmf]n

n

CD

d

·

=

 (
[image: image197.wmf]12

,

ll

是两异面直线，其公垂向量为
[image: image198.wmf]n

r

，
[image: image199.wmf]CD

、

分别是
[image: image200.wmf]12

,

ll

上任一点，
[image: image201.wmf]d

为
[image: image202.wmf]12

,

ll

间的距离).
③.直线
[image: image203.wmf]AB

与平面所成角
[image: image204.wmf]sin
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=
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(
[image: image205.wmf]m

ur

为平面
[image: image206.wmf]a

的法向量).
④.利用法向量求二面角的平面角定理：设
[image: image207.wmf]2

1

,

n

n

分别是二面角
[image: image208.wmf]b

a

-

-

l

中平面
[image: image209.wmf]b

a

,

的法向量，则
[image: image210.wmf]2

1

,

n

n

所成的角就是所求二面角的平面角或其补角大小（
[image: image211.wmf]2

1

,

n

n

方向相同，则为补角，
[image: image212.wmf]2

1

,

n

n

反方，则为其夹角）.

二面角
[image: image213.wmf]l

ab

--

的平面角
[image: image214.wmf]cos
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arc
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q

×

=

urr

urr

或
[image: image215.wmf]cos
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（
[image: image216.wmf]m

ur

，
[image: image217.wmf]n

r

为平面
[image: image218.wmf]a

，
[image: image219.wmf]b

的法向量）.
d.证直线和平面平行定理：已知直线
[image: image220.wmf]Ë

a

平面
[image: image221.wmf]a

，
[image: image222.wmf]a

Î

Î

D

C

a

B

A

,

,

,

，且C、D、E三点不共线，则a∥
[image: image223.wmf]a

的充要条件是存在有序实数对
[image: image224.wmf]m

l

,

使
[image: image225.wmf]CE
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m

l
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=

.（常设
[image: image226.wmf]CE
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m
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=

求解
[image: image227.wmf]m

l

,

若
[image: image228.wmf]m

l

,

存在即证毕，若
[image: image229.wmf]m

l

,

不存在，则直线AB与平面相交）.
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1、 经典例题剖析

考点一 空间向量及其运算
1. 已知
[image: image233.wmf],,

ABC

三点不共线，对平面外任一点，满足条件
[image: image234.wmf]122

555

OPOAOBOC

=++

uuuruuuruuuruuur

，

试判断：点
[image: image235.wmf]P

与
[image: image236.wmf],,

ABC

是否一定共面？

解析：要判断点
[image: image237.wmf]P

与
[image: image238.wmf],,

ABC

是否一定共面，即是要判断是否存在有序实数对
[image: image239.wmf],

xy

使
[image: image240.wmf]APxAByAC

=+

uuuruuuruuur

或对空间任一点
[image: image241.wmf]O

，有
[image: image242.wmf]OPOAxAByAC

=++

uuuruuuruuuruuur

。

答案：由题意：
[image: image243.wmf]522

OPOAOBOC

=++

uuuruuuruuuruuur

，

∴
[image: image244.wmf]()2()2()

OPOAOBOPOCOP

-=-+-

uuuruuuruuuruuuruuuruuur

，

∴
[image: image245.wmf]22

APPBPC

=+

uuuruuuruuur

，即
[image: image246.wmf]22

PAPBPC

=--

uuuruuuruuur

，

所以，点
[image: image247.wmf]P

与
[image: image248.wmf],,

ABC

共面．

点评：在用共面向量定理及其推论的充要条件进行向量共面判断的时候，首先要选择恰当的充要条件形式，然后对照形式将已知条件进行转化运算．

[image: image1095.wmf]O

A

B

C

D

2. 如图，已知矩形
[image: image249.wmf]ABCD

和矩形
[image: image250.wmf]ADEF

所在平面互相垂直，点
[image: image251.wmf]M

，
[image: image252.wmf]N

分别在对角线
[image: image253.wmf]BD

，
[image: image254.wmf]AE

上，且
[image: image255.wmf]1

3

BMBD

=

，
[image: image256.wmf]1

3

ANAE

=

．求证：
[image: image257.wmf]//

MN

平面
[image: image258.wmf]CDE

．

解析：要证明
[image: image259.wmf]//

MN

平面
[image: image260.wmf]CDE

，只要证明向量
[image: image261.wmf]NM

uuuur

可以用平面
[image: image262.wmf]CDE

内的两个不共线的向量
[image: image263.wmf]DE

uuur

和
[image: image264.wmf]DC

uuur

线性表示．

答案:证明：如图，因为
[image: image265.wmf]M

在
[image: image266.wmf]BD

上，且
[image: image267.wmf]1

3

BMBD

=

，所以
[image: image268.wmf]111

333

MBDBDAAB

==+

uuuruuuruuuruuur

．同理
[image: image269.wmf]11

33

ANADDE

=+

uuuruuuruuur

，又
[image: image270.wmf]CDBAAB

==-

uuuruuuruuur

，所以
[image: image271.wmf]MNMBBAAN

=++

uuuuruuuruuuruuur



[image: image272.wmf]1111

()()

3333

DAABBAADDE

=++++

uuuruuuruuuruuuruuur



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image273.wmf]21
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image274.wmf]21

33

CDDE

=+

uuuruuur

．又
[image: image275.wmf]CD

uuur

与
[image: image276.wmf]DE

uuur

不共线，根据共面向量定理，可知
[image: image277.wmf]MN

uuuur

，
[image: image278.wmf]CD

uuur

，
[image: image279.wmf]DE

uuur

共面．由于
[image: image280.wmf]MN

不在平面
[image: image281.wmf]CDE

内，所以
[image: image282.wmf]//

MN

平面
[image: image283.wmf]CDE

．

点评：空间任意的两向量都是共面的．与空间的任两条直线不一定共面要区别开.
考点二 证明空间线面平行与垂直

3. 如图, 在直三棱柱ABC－A1B1C1中，AC＝3，BC＝4，AA1＝4，点D是AB的中点，  （I）求证：AC⊥BC1；  （II）求证：AC 1//平面CDB1；
解析：（1）证明线线垂直方法有两类：一是通过三垂线定理或逆定理证明，二是通过线面垂直来证明线线垂直；（2）证明线面平行也有两类：一是通过线线平行得到线面平行，二是通过面面平行得到线面平行.

答案:解法一：（I）直三棱柱ABC－A1B1C1，底面三边长AC=3，BC=4AB=5，

∴ AC⊥BC，且BC1在平面ABC内的射影为BC，∴ AC⊥BC1；

（II）设CB1与C1B的交点为E，连结DE，∵ D是AB的中点，E是BC1的中点，
[image: image1096.png]


∴ DE//AC1，∵ DE
[image: image284.wmf]Ì

平面CDB1，AC1
[image: image285.wmf]Ë

平面CDB1，
∴ AC1//平面CDB1；

解法二：∵直三棱柱ABC－A1B1C1底面三边长AC＝3，BC＝4，AB＝5，∴AC、BC、C1C两两垂直，如图，以C为坐标原点，直线CA、CB、C1C分别为x轴、y轴、z轴，建立空间直角坐标系，则C（0,0，0），A（3,0，0），C1（0,0，4），B（0,4，0），B1（0,4，4），D（
[image: image286.wmf]2

3

，2,0）
（1）∵
[image: image287.wmf]AC

＝（－3,0，0），
[image: image288.wmf]1

BC

＝（0，－4,0），∴
[image: image289.wmf]AC

•
[image: image290.wmf]1

BC

＝0，∴AC⊥BC1.

[image: image1097.wmf]1

D

（2）设CB1与C1B的交战为E，则E（0,2，2）.∵
[image: image291.wmf]DE

＝（－
[image: image292.wmf]2

3

，0,2），
[image: image293.wmf]1

AC

＝（－3,0，4），∴
[image: image294.wmf]1

2

1

AC

DE

=

，∴DE∥AC1.
点评：[image: image1098.wmf]A

[image: image1099.wmf]B

2．平行问题的转化：

面面平行[image: image295.png]


线面平行[image: image296.png]


线线平行；

[image: image297.png]



主要依据是有关的定义及判定定理和性质定理．

[image: image1100.wmf]C

4. （2007武汉3月）如图所示，四棱锥P—ABCD中，AB
[image: image298.wmf]^

AD，CD
[image: image299.wmf]^

AD，PA
[image: image300.wmf]^

底面ABCD，PA=AD=CD=2AB=2，M为PC的中点。

(1)求证：BM∥平面PAD；

(2)在侧面PAD内找一点N，使MN
[image: image301.wmf]^

平面PBD；

(3)求直线PC与平面PBD所成角的正弦。
解析：本小题考查直线与平面平行，直线与平面垂直，

二面角等基础知识，考查空间想象能力和推理论证能力.
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答案：（1）
[image: image302.wmf]Q



 EMBED  \* MERGEFORMAT [image: image303.wmf]M

是
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的中点，取PD的中点
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，则
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四边形
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为平行四边形
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（4分）

 （2）以
[image: image322.wmf]A

为原点，以
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、
[image: image324.wmf]AD

、
[image: image325.wmf]AP

 所在直线为
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轴、
[image: image327.wmf]y

轴、
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轴建立空间直角坐标系，如图，则
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在平面
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[image: image353.wmf]N

是
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的中点，此时
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（8分）

 （3）设直线
[image: image356.wmf]PC

与平面
[image: image357.wmf]PBD

所成的角为
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故直线
[image: image365.wmf]PC

与平面
[image: image366.wmf]PBD

所成角的正弦为
[image: image367.wmf]3

2





（12分）

解法二：

 （1）
[image: image368.wmf]Q



 EMBED  \* MERGEFORMAT [image: image369.wmf]M

是
[image: image370.wmf]PC

的中点，取PD的中点
[image: image371.wmf]E

，则
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，又
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四边形
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为平行四边形
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（4分）

 （2）由（1）知
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为平行四边形
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    作
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故
[image: image413.wmf]PBD

平面

^

MF
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于
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，
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[image: image423.wmf]N

为
[image: image424.wmf]AE

的中点
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当点
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为
[image: image427.wmf]AE

的中点时，
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（8分）

 （3）由（2）知
[image: image429.wmf]MF

为点
[image: image430.wmf]M

到平面
[image: image431.wmf]PBD

的距离，
[image: image432.wmf]MPF

Ð

为直线
[image: image433.wmf]PC

与平面
[image: image434.wmf]PBD

所成的角，设为
[image: image435.wmf]q

，
[image: image436.wmf]3

2

sin

=

=

MP

MF

q



[image: image437.wmf]\

直线
[image: image438.wmf]PC

与平面
[image: image439.wmf]PBD

所成的角的正弦值为
[image: image440.wmf]3

2




点评：（1）证明线面平行只需证明直线与平面内一条直线平行即可；（2）求斜线与平面所成的角只需在斜线上找一点作已知平面的垂线，斜线和射影所成的角，即为所求角；（3）证明线面垂直只需证此直线与平面内两条相交直线垂直变可.这些从证法中都能十分明显地体现出来
考点三 求空间图形中的角与距离

[image: image1103.wmf]1

A

根据定义找出或作出所求的角与距离，然后通过解三角形等方法求值，注意“作、证、算”的有机统一.解题时注意各种角的范围：异面直线所成角的范围是0°＜θ≤90°，其方法是平移法和补形法；直线与平面所成角的范围是0°≤θ≤90°，其解法是作垂线、找射影；二面角0°≤θ≤180°，其方法是：①定义法；②三垂线定理及其逆定理；③垂面法
 另外也可借助空间向量求这三种角的大小.

5. （四川省成都市2007届高中毕业班第三次诊断性检测）如图，四棱锥
[image: image442.wmf]PABCD

-

中，侧面
[image: image443.wmf]PDC

是边长为2的正三角形，且与底面垂直，底面
[image: image444.wmf]ABCD

是
[image: image445.wmf]60
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的菱形，
[image: image446.wmf]M

为
[image: image447.wmf]PB

的中点.

(Ⅰ)求
[image: image448.wmf]PA

与底面
[image: image449.wmf]ABCD

所成角的大小；

(Ⅱ)求证：
[image: image450.wmf]PA

^

平面
[image: image451.wmf]CDM

；

(Ⅲ)求二面角
[image: image452.wmf]DMCB

--

的余弦值. 
解析：求线面角关键是作垂线，找射影，求异面直线所成的角采用平
移法
  求二面角的大小也可应用面积射影法，比较好的方法是向量法
  

答案：(I)取DC的中点O，由ΔPDC是正三角形，有PO⊥DC．

又∵平面PDC⊥底面ABCD，∴PO⊥平面ABCD于O．

[image: image1104.wmf]1

B

连结OA，则OA是PA在底面上的射影．∴∠PAO就是PA与底面所成角．

∵∠ADC=60°，由已知ΔPCD和ΔACD是全等的正三角形，从而求得OA=OP=
[image: image455.wmf]3

．

∴∠PAO=45°．∴PA与底面ABCD可成角的大小为45°．               ……6分

(II)由底面ABCD为菱形且∠ADC=60°，DC=2，DO=1，有OA⊥DC． 

建立空间直角坐标系如图，则
[image: image456.wmf](3,0,0),(0,0,3),(0,1,0)
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, 
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由M为PB中点，∴
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∴
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image460.wmf](0,2,0)
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∴
[image: image461.wmf]33

320(3)0

22

PADM

×=´+´+-=

uuuruuuur

，


[image: image462.wmf]03200(3)0
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uuuruuur

．

∴PA⊥DM，PA⊥DC．   ∴PA⊥平面DMC．
……4分

(III)
[image: image463.wmf]33
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22
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uuuuruuur

．令平面BMC的法向量
[image: image464.wmf](,,)
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则
[image: image465.wmf]0
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，从而x+z=0；  ……①,  
[image: image466.wmf]0
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r

，从而
[image: image467.wmf]30
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． ……②

由①、②，取x=−1，则
[image: image468.wmf]3,1
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．   ∴可取
[image: image469.wmf](1,3,1)
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．

由(II)知平面CDM的法向量可取
[image: image470.wmf](3,0,3)
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，

∴
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． ∴所求二面角的余弦值为－
[image: image472.wmf]10

5

．
……6分

法二：（Ⅰ）方法同上                               

（Ⅱ）取
[image: image473.wmf]AP

的中点
[image: image474.wmf]N

，连接
[image: image475.wmf]MN

，由（Ⅰ）知，在菱形
[image: image476.wmf]ABCD

中，由于
[image: image477.wmf]60
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，
则
[image: image478.wmf]AOCD

^

，又
[image: image479.wmf]POCD

^

，则
[image: image480.wmf]CDAPO

^

平

面

，即
[image: image481.wmf]CDPA

^

，

又在
[image: image482.wmf]PAB

D

中，中位线
[image: image483.wmf]//

MN



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image484.wmf]1
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，
[image: image485.wmf]1
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COAB

，则
[image: image486.wmf]//

MNCO

，
则四边形
[image: image487.wmf]OCMN

为
[image: image488.wmf]Y

，所以
[image: image489.wmf]//

MCON

，在
[image: image490.wmf]APO

D

中，
[image: image491.wmf]AOPO

=

，
则
[image: image492.wmf]ONAP

^

，故
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^

而
[image: image494.wmf]MCCDC
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I

，

则
[image: image495.wmf]PAMCD

^
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面


（Ⅲ）由（Ⅱ）知
[image: image496.wmf]MCPAB

^

平

面

，则
[image: image497.wmf]NMB

Ð

为二面角
[image: image498.wmf]DMCB
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的平面角，
在
[image: image499.wmf]Rt



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image500.wmf]PAB

D

中，易得
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image502.wmf]2
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[image: image504.wmf]10

coscos()
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故，所求二面角的余弦值为
[image: image505.wmf]10
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 点评：本题主要考查异面直线所成的角、线面角及二面角的一般求法，综合性较强
   用平移法求异面直线所成的角，利用三垂线定理求作二面角的平面角，是常用的方法.
[image: image1105.wmf]1

C


6. （2007河北省唐山市三模）如图，在长方体
[image: image507.wmf]1111

ABCDABCD
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中，
[image: image508.wmf]1
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点
[image: image509.wmf]E

在线段
[image: image510.wmf]AB

上.

（Ⅰ）求异面直线
[image: image511.wmf]1

DE

与
[image: image512.wmf]1

AD

所成的角；
（Ⅱ）若二面角
[image: image513.wmf]1

DECD

--

的大小为
[image: image514.wmf]45

°

，求点
[image: image515.wmf]B

到平面
[image: image516.wmf]1

DEC

的距离.

解析：本题涉及立体几何线面关系的有关知识, 本题实质上求角度和距离,在求此类问题中，要将这些量归结到三角形中,最好是直角三角形,这样有利于问题的解决，此外用向量也是一种比较好的方法.

答案：解法一：（Ⅰ）连结
[image: image517.wmf]1
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。由已知，
[image: image518.wmf]11

AADD

是正方形，有
[image: image519.wmf]11
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∵
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平面
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，∴
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是
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DE

在平面
[image: image524.wmf]11

AADD

内的射影。

根据三垂线定理，
[image: image525.wmf]11
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得，则异面直线
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DE

与
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所成的角为
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作
[image: image529.wmf]DFCE
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，垂足为
[image: image530.wmf]F

，连结
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，则
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所以
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的平面角，
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于是
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易得
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设点
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到平面
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故点
[image: image549.wmf]B

到平面
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的距离为
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解法二：分别以
[image: image552.wmf]1

,,

DADBDD

为
[image: image553.wmf]x
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[image: image554.wmf]y

轴、
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轴，建立空间直角坐标系.

（Ⅰ）由
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则异面直线
[image: image563.wmf]1
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与
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所成的角为
[image: image565.wmf]90
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（Ⅱ）
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由①、②，可取
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又
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 点评：立体几何的内容就是空间的判断、推理、证明、角度和距离、面积与体积的计算，这是立体几何的重点内容,本题实质上求角度和距离,在求此类问题中,尽量要将这些量归结于三角形中,最好是直角三角形,这样计算起来,比较简单,此外用向量也是一种比较好的方法,不过建系一定要恰当,这样坐标才比较容易写出来.

考点四 探索性问题

7. （2007年4月济南市）如图所示：边长为2的正方形ABFC和高为2的直角梯形ADEF所在的平面互相垂直且DE=
[image: image583.wmf]2

，ED//AF且∠DAF=90°。

   （1）求BD和面BEF所成的角的余弦；

[image: image1106.png]


   （2）线段EF上是否存在点P使过P、A、C三点的平面和直线DB垂直，若存在，求EP与PF的比值；若不存在，说明理由。

[image: image1107.png]



[image: image1108.png]


解析：1.先假设存在，再去推理，下结论： 2.运用推理证明计算得出结论，或先利用条件特例得出结论，然后再根据条件给出证明或计算。

答案：（1）因为AC、AD、AB两两垂直，建立如图坐标系，

则B（2，0，0），D（0，0，2），

E（1，1，2），F（2，2，0），

则
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设平面BEF的法向量
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即BD和面BEF所成的角的余弦
[image: image590.wmf]10
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   （2）假设线段EF上存在点P使过P、A、C三点的平面和直线DB垂直，不妨设EP与PF的比值为m，则P点坐标为
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则向量
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 点评：本题考查了线线关系，线面关系及其相关计算，本题采用探索式、开放式设问方式，对学生灵活运用知识解题提出了较高要求。

8. (2007安徽·文) 如图，在三棱锥
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（I）求证：平面
[image: image604.wmf]VAB

⊥

平面
[image: image605.wmf]VCD
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（II）试确定角
[image: image606.wmf]q

的值，使得直线
[image: image607.wmf]BC

与平面
[image: image608.wmf]VAB

所成的角为
[image: image609.wmf]π
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解析：本例可利用综合法证明求解，也可用向量法求解.
答案:解法1：（Ⅰ）
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（Ⅱ） 过点
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解法2：（Ⅰ）以
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所在的直线分别为
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解法3：（Ⅰ）以点
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（Ⅱ）设平面
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 点评：证明两平面垂直一般用面面垂直的判定定理,求线面角一是找线在平面上的射影在直角三角形中求解,但运用更多的是建空间直角坐标系,利用向量法求解
考点五 折叠、展开问题

9．（2006年辽宁高考）已知正方形
[image: image715.wmf]ABCD


  
[image: image717.wmf]E

、
[image: image718.wmf]F

分别是
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、
[image: image720.wmf]CD

的中点,将
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折起,如图所示,记二面角
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[image: image1112.wmf]A

(I) 证明
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平面
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(II)若
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V

为正三角形,试判断点
[image: image729.wmf]A

在平面
[image: image730.wmf]BCDE

内的射影
[image: image731.wmf]G

是否在直线
[image: image732.wmf]EF

上,证明你的结论,并求角
[image: image733.wmf]q

的余弦值
  

[image: image1113.wmf]B

分析:充分发挥空间想像能力，重点抓住不变的位置和数量关系，借助模型图形得出结论，并给出证明.
解: (I)证明:EF分别为正方形ABCD得边AB、CD的中点,
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[image: image736.wmf]\

四边形EBFD为平行四边形
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(II)如右图,点A在平面BCDE内的射影G在直线EF上,过点A作AG垂直于平面BCDE,垂足为G,连结GC,GD
  

[image: image745.wmf]Q



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image746.wmf]D

ACD为正三角形,
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CG=GD.
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G在CD的垂直平分线上, 
[image: image750.wmf]\

点A在平面BCDE内的射影G在直线EF上,

过G作GH垂直于ED于H,连结AH,则
[image: image751.wmf]AHDE
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,所以
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为二面角A-DE-C的平面角
  即
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设原正方体的边长为2a,连结AF,在折后图的
[image: image755.wmf]D

AEF中,AF=
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,EF=2AE=2a,即
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AEF为直角三角形, 
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点评：在平面图形翻折成空间图形的这类折叠问题中，一般来说，位于同一平面内的几何元素相对位置和数量关系不变：位于两个不同平面内的元素，位置和数量关系要发生变化，翻折问题常用的添辅助线的方法是作棱的垂线。关键要抓不变的量.

考点六 球体与多面体的组合问题

10．设棱锥M-ABCD的底面是正方形，且MA＝MD，MA⊥AB，如果ΔAMD的面积为1，试求能够放入这个棱锥的最大球的半径.

[image: image1114.wmf]C

分析：关键是找出球心所在的三角形，求出内切圆半径.
解： ∵AB⊥AD，AB⊥MA，

∴AB⊥平面MAD，

由此，面MAD⊥面AC.

记E是AD的中点，从而ME⊥AD.

∴ME⊥平面AC，ME⊥EF.

设球O是与平面MAD、平面AC、平面MBC都相切的球.

不妨设O∈平面MEF，于是O是ΔMEF的内心.

设球O的半径为r，则r＝
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设AD＝EF＝a,∵SΔAMD＝1.

∴ME＝
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-1。

当且仅当a＝
[image: image772.wmf]a
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，即a＝
[image: image773.wmf]2

时，等号成立.

∴当AD＝ME＝
[image: image774.wmf]2

时，满足条件的球最大半径为
[image: image775.wmf]2

-1.

点评：涉及球与棱柱、棱锥的切接问题时一般过球心及多面体中的特殊点或线作截面，把空间问题化归为平面问题，再利用平面几何知识寻找几何体中元素间的关系。注意多边形内切圆半径与面积和周长间的关系；多面体内切球半径与体积和表面积间的关系。

2、 方法总结 高考预测

（一）方法总结

1．位置关系：

（1）．两条异面直线相互垂直

 证明方法： eq \o\ac(○,1)证明两条异面直线所成角为90º； eq \o\ac(○,2)证明两条异面直线的方向量相互垂直。

（2）．直线和平面相互平行

证明方法： eq \o\ac(○,1)证明直线和这个平面内的一条直线相互平行； eq \o\ac(○,2)证明这条直线的方向向量和这个平面内的一个向量相互平行； eq \o\ac(○,3)证明这条直线的方向向量和这个平面的法向量相互垂直。

（3）．直线和平面垂直

证明方法： eq \o\ac(○,1)证明直线和平面内两条相交直线都垂直， eq \o\ac(○,2)证明直线的方向量与这个平面内不共线的两个向量都垂直； eq \o\ac(○,3)证明直线的方向量与这个平面的法向量相互平行。

（4）．平面和平面相互垂直

证明方法： eq \o\ac(○,1)证明这两个平面所成二面角的平面角为90º； eq \o\ac(○,2)证明一个平面内的一条直线垂直于另外一个平面； eq \o\ac(○,3)证明两个平面的法向量相互垂直。

2．求距离：

求距离的重点在点到平面的距离，直线到平面的距离和两个平面的距离可以转化成点到平面的距离，一个点到平面的距离也可以转化成另外一个点到这个平面的距离。

（1）．两条异面直线的距离

求法：利用公式
[image: image776.wmf]|
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（其中A、B分别为两条异面直线上的一点，
[image: image777.wmf]n

为这两条异面直线的法向量）

（2）．点到平面的距离

求法： eq \o\ac(○,1)“一找二证三求”，三步都必须要清楚地写出来。 eq \o\ac(○,2)等体积法。 eq \o\ac(○,3)向量法，利用公式
[image: image778.wmf]|
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（其中A为已知点，B为这个平面内的任意一点，
[image: image779.wmf]n

这个平面的法向量）

3．求角

（1）．两条异面直线所成的角

求法： eq \o\ac(○,1)先通过其中一条直线或者两条直线的平移，找出这两条异面直线所成的角，然后通过解三角形去求得； eq \o\ac(○,2)通过两条异面直线的方向量所成的角来求得，但是注意到异面直线所成角得范围是
[image: image780.wmf]]

2

,
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p

，向量所成的角范围是
[image: image781.wmf]]

,

0

[

p

，如果求出的是钝角，要注意转化成相应的锐角。

（2）．直线和平面所成的角

求法： eq \o\ac(○,1)“一找二证三求”，三步都必须要清楚地写出来。 eq \o\ac(○,2)向量法，先求直线的方向量于平面的法向量所成的角α，那么所要求的角为
[image: image782.wmf]a
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或
[image: image783.wmf]2
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。

（3）．平面与平面所成的角

求法： eq \o\ac(○,1)“一找二证三求”，找出这个二面角的平面角，然后再来证明我们找出来的这个角是我们要求的二面角的平面角，最后就通过解三角形来求。 eq \o\ac(○,2)通过射影面积来求
[image: image784.wmf]原

射影

S
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（在其中一个平面内找出一个三角形，然后找这个三角形在另外一个平面的射影，那么这个三角形的射影面积与原三角形面积之比即为cosα，注意到我们要求的角为α或π－α）； eq \o\ac(○,3)向量法，先求两个平面的法向量所成的角为α，那么这两个平面所成的二面角的平面角为α或π－α。

    我们现在来解决立体几何的有关问题的时候，注意到向量知识的应用，如果可以比较容易建立坐标系，找出各点的坐标，那么剩下的问题基本上就可以解决了，如果建立坐标系不好做的话，有时求距离、角的时候也可以用向量，运用向量不是很方便的时候，就用传统的方法了！

4．解题注意点

（1）．我们现在提倡用向量来解决立体几何的有关问题，但是当运用向量不是很方便的时候，传统的解法我们也要能够运用自如。

（2）．我们如果是通过解三角形去求角、距离的时候，做到“一找二证三求”，解题的过程中一定要出现这样一句话，“∠α是我们所要求的角”、“线段AB的长度就是我们所要求的距离”等等。让人看起来一目了然。

（3）．用向量来求两条异面直线所成角时，若求出cosα＝x，则这两条异面直线所成的角为α＝arccos|x|
（4）．在求直线与平面所成的角的时候，法向量与直线方向量所成的角或者法向量与直线的方向量所成角的补交与我们所要求的角互余，所以要
[image: image785.wmf]a
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或
[image: image786.wmf]2
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，若求出的角为锐角，就用
[image: image787.wmf]a
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，若求出的钝角，就用
[image: image788.wmf]2
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（5）．求二面角时，若用第 eq \o\ac(○,2)、 eq \o\ac(○,3)种方法，先要去判断这个二面角的平面角是钝角还是锐角，然后再根据我们所作出的判断去取舍。

（二）2008年高考预测

从近几年各地高考试题分析，立体几何题型一般是一个解答题，1至3个填空或选择题．解答题一般与棱柱和棱锥相关，主要考查线线关系、线面关系和面面关系，其重点是考查空间想象能力和推理运算能力，其解题方法一般都有二种以上，并且一般都能用空间向量来求解． 高考试题中，立体几何侧重考查学生的空间概念、逻辑思维能力、空间想象能力及运算能力 . 近几年凡涉及空间向量应用于立体几何的高考试题，都着重考查应用空间向量求异面直线所成的角、二面角，证明线线平行、线面平行和证明异面直线垂直和线面垂直等基本问题。        

高考对立体几何的考查侧重以下几个方面：
1．从命题形式来看，涉及立体几何内容的命题形式最为多变 . 除保留传统的“四选一”的选择题型外，还尝试开发了“多选填空”、“完型填空”、“构造填空”等题型，并且这种命题形式正在不断完善和翻新；解答题则设计成几个小问题，此类考题往往以多面体为依托，第一小问考查线线、线面、面面的位置关系，后面几问考查空间角、空间距离、面积、体积等度量关系，其解题思路也都是“作——证——求”，强调作图、证明和计算相结合。
 ２．从内容上来看，主要是：①考查直线和平面的各种位置关系的判定和性质，这类试题一般难度不大，多为选择题和填空题；②计算角的问题，试题中常见的是异面直线所成的角，直线与平面所成的角，平面与平面所成的二面角，这类试题有一定的难度和需要一定的解题技巧，通常要把它们转化为相交直线所成的角；③求距离，试题中常见的是点与点之间的距离，点到直线的距离，点到平面的距离，直线与直线的距离，直线到平面的距离，要特别注意解决此类问题的转化方法；④简单的几何体的侧面积和表面积问题，解此类问题除特殊几何体的现成的公式外，还可将侧面展开，转化为求平面图形的面积问题；⑤体积问题，要注意解题技巧，如等积变换、割补思想的应用。
 ３．从方法上来看，着重考查公理化方法，如解答题注重理论推导和计算相集合；考查转化的思想方法，如经常要把立体几何问题转化为平面几何问题来解决；考查模型化方法和整体考虑问题、处理问题的方法，如有时把形体纳入不同的几何背景之中，从而宏观上把握形体，巧妙地把问题解决；考查割补法、等积变换法，以及变化运动的思想方法，极限方法等。
  ４．从能力上来看，着重考查空间想象能力，即空间形体的观察分析和抽象的能力，要求是“四会”：①会画图——根据题设条件画出适合题意的图形或画出自己想作的辅助线(面)，作出的图形要直观、虚实分明；②会识图——根据题目给出的图形，想象出立体的形状和有关线面的位置关系；③会析图——对图形进行必要的分解、组合；④会用图——对图形或其某部分进行平移、翻折、旋转、展开或实行割补术；考查逻辑思维能力、运算能力和探索能力。
3、 强化训练

（1） 选择题

1．定点P不在△ABC所在平面内，过P作平面α，使△ABC的三个顶点到α的距离相等，这样的平面共有





（　）
（Ａ）１个
（Ｂ）２个
（Ｃ）３个
（Ｄ）４个

2．P为矩形ABCD所在平面外一点，且PA⊥平面ABCD，P到B，C，D三点的距离分别是
[image: image789.wmf]5

，
[image: image790.wmf]17

，
[image: image791.wmf]13

，则P到A点的距离是





（　）

（Ａ）１
（Ｂ）２
（Ｃ）
[image: image792.wmf]3


（Ｄ）４　

3．直角三角形ABC的斜边AB在平面α内，直角顶点C在平面α外，C在平面α内的射影为C1，且C1
[image: image793.wmf]Ï

AB，则△C1AB为








　（  ）

（Ａ）锐角三角形


（Ｂ）直角三角形

（Ｃ）钝角三角形


（Ｄ）以上都不对
4．已知四点，无三点共线，则可以确定(    )

A.1个平面



B.4个平面    C.1个或4个平面


D.无法确定

[image: image1115.wmf]D

5． 已知球的两个平行截面的面积分别为5π和8π，它们位于球心的同一侧且相距是1，那么这个球的半径是(    )

A.4



B.3



C.2



D.5

6．球面上有3个点，其中任意两点的球面距离都等于大圆周长的
[image: image794.wmf]6

1

，经过3个点的小圆的周长为4π，那么这个球的半径为(    )

A.4
[image: image795.wmf]3

        B.2
[image: image796.wmf]3

        C.2          D. 
[image: image797.wmf]3


7．棱长为1的正方体ABCD－A1B1C1D1被以A为球心，AB为半径的球相截，则被截形体的表面积为（    ）

      A．
[image: image798.wmf]4

5

π        B．
[image: image799.wmf]8

7

π         C．π          D．
[image: image800.wmf]4

7

π
8．某刺猬有2006根刺，当它蜷缩成球时滚到平面上，任意相邻的三根刺都可支撑住身体，且任意四根刺的刺尖不共面，问该刺猬蜷缩成球时，共有（   ）种不同的支撑身体的方式。

    A．2006    B．4008    C．4012     D．2008

9．命题①空间直线a，b，c，若a∥b，b∥c则a∥c   ②非零向量
[image: image801.wmf]c

、

b

、

a

，若
[image: image802.wmf]a

∥
[image: image803.wmf]b

，
[image: image804.wmf]b

∥
[image: image805.wmf]c

则
[image: image806.wmf]a

∥
[image: image807.wmf]c

  
③平面α、β、γ若α⊥β，β⊥γ，则α∥γ  ④空间直线a、b、c若有a⊥b，b⊥c，则a∥c

⑤直线a、b与平面β，若a⊥β，c⊥β，则a∥c   其中所有真命题的序号是（   ）

    A．①②③   B．①③⑤    C．①②⑤   D．②③⑤

10．在正三棱锥中，相邻两侧面所成二面角的取值范围是（   ）
A、
[image: image808.wmf]3
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        B、
[image: image809.wmf]2
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       C、（0，
[image: image810.wmf]2
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）      D、
[image: image811.wmf]2
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11．一正四棱锥的高为2
[image: image812.wmf]2

，侧棱与底面所成的角为45°，则这一正四棱锥的斜高等于（    ）


A．2
[image: image813.wmf]6


B．2
[image: image814.wmf]3


C．4
[image: image815.wmf]3


D．2
[image: image816.wmf]2


12．以正方体的任意三个顶点为顶点作三角形，从中随机地取出两个三角形，则这两个三角形不共面的概率为             （    ）
A．
[image: image817.wmf]367

385

      B． 
[image: image818.wmf]376

385

   C．
[image: image819.wmf]192

385

    D．
[image: image820.wmf]18

385


1—12解答

1．【答案】D解析： 过P作一个与AB，AC都平行的平面，则它符合要求；设边AB，BC，CA的中点分别为E，F，G，则平面PEF符合要求；同理平面PFG，平面PGE符合要求

2．【答案】A解析：设AB＝a，BC＝b，PA＝h，则a2+h2=5, b2+h2=13, a2+b2+h2=17,∴h=1．

3．【答案】C解析：∵C1A2+C1B2<CA2+CB2 ＝AB, ∴∠AC1B为钝角，则△C1AB为钝角三角形．

[image: image1116.wmf]H

4．【答案】C.解析： 因为无三点共线，所以任意三个点都可以确定平面α，若第四个点也在α内，四个点确定一个平面，当第四个点在α外，由公理3知可确定4个平面.故选C.

5．【答案】B解析： 如图，设球的半径是r，则πBD2＝5π，πAC2＝8π，

∴BD2＝5，AC2＝8.又AB＝1，设OA＝x.

∴x2+8＝r2,(x+1)2+5＝r2.

解之，得r＝3                         

故选B.                       

6．【答案】B解析： 设球半径为R，小圆半径为r，则2πr＝4π,∴r＝2.如图，设三点A、B、C，O为球心，∠AOB＝∠BOC＝∠COA＝
[image: image821.wmf]3

p

，又∵OA＝OB

∴ΔAOB是等边三角形

同理，ΔBOC、ΔCOA都是等边三角形，得ΔABC为等边三角形.

边长等于球半径R，r为ΔABC的外接圆半径.

r＝
[image: image822.wmf]3

3

AB＝
[image: image823.wmf]3

3

R 

R＝
[image: image824.wmf]3

3

r＝2
[image: image825.wmf]3


∴应选B.
7．【答案】A．解析：S=
[image: image826.wmf]4

1

π·12×3+
[image: image827.wmf]8

1

×4π·12=
[image: image828.wmf]4

5

π。
8．【答案】B．解析：当有n根刺时有an种支撑法，n = 4，5， 6，… ，则an+1=an+3－1=an+2或an+1=an+4－2=an+2，∴{an}n = 4，5，6，…， 为等差数列，∵a4 = 4∴an=2n－4，A2006＝4008 。  
9．【答案】C．解析：由传递性知①②正确；由线面垂直性质知⑤正确；由空间直角坐标系中三坐标平面关系否定③；三坐标轴关系否定④。
10．【答案】A．解析：法一：考察正三棱锥P–ABC，O为底面中心，不妨将底面正△ABC固定，顶点P运动，相邻两侧面所成二面角为∠AHC.

[image: image1117.wmf]F

当PO→0时，面PAB→△OAB，面PBC→△OBC，∠AHC→π

当PO→+∞时，∠AHC→∠ABC=
[image: image829.wmf]3

p

.  故
[image: image830.wmf]3

p

<∠AHC <π，选A.

法二：不妨设AB=2，PC= x，则x > OC =
[image: image831.wmf]3

3

2

.

等腰△PBC中，S△PBC =
[image: image832.wmf]2

1

x·CH =
[image: image833.wmf]2
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·2·
[image: image834.wmf]Þ
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等腰△AHC中，sin
[image: image836.wmf]2
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[image: image837.wmf]3
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[image: image838.wmf]2
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[image: image839.wmf]3
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＜∠AHC＜π.

11．【答案】B．解析：由已知得底面对角线的一半为2
[image: image840.wmf]2

，所以底面边长的一半等于2，由勾股定得斜高为
[image: image841.wmf]2
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12．【答案】A解析：此问题可以分解成五个小问题：
（１）由正方体的八个顶点可以组成
[image: image842.wmf]3

8

56

c

=

个三角形；
（２）正方体八个顶点中四点共面有12个平面；
（３）在上述12个平面中每个四边形中共面的三角形有
[image: image843.wmf]2

4

4

c

=

个；
（４）从56个三角形中任取两个三角形共面的概率
[image: image844.wmf]2

4

3

56

12

18

358

c

p

c

==

；
（５）从56个三角形中任取两个三角形不共面的概率，利用对立事件的概率的公式，得
[image: image845.wmf]18367

1;

385385

P
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故选A．
（2） 填空题

[image: image1118.wmf]G

13．在三棱锥P—ABC中，底面是边长为2 cm的正三角形，PA＝PB＝3 cm，转动点P时，三棱锥的最大体积为      ．
14．P为
[image: image846.wmf]ABC

D

所在平面外一点，PA、PB、PC与平面ABC所的角均相等，又PA与BC垂直，那么
[image: image847.wmf]ABC

D

的形状可以是       。①正三角形②等腰三角形③非等腰三角形④等腰直角三角形

[image: image1119.wmf]E

15．将边长为3的正四面体以各顶点为顶点各截去(使截面平行于底面)边长为1的小正四面体，所得几何体的表面积为_____________ .
16．如图，正方体ABCD-A1B1C1D1的棱长为

1，点M在A上，且AM=
[image: image848.wmf]3

1

AB，点P在平面ABCD

上，且动点P到直线A1D1的距离的平方与P到点M

的距离的平方差为1，在平面直角坐标系xAy中，动

点P的轨迹方程是                     .  

13—16解答

13.。[image: image849.wmf]3

6

2

cm3.解析:点P到面ABC距离最大时体积最大，此时面PAB⊥面ABC，
高PD=2[image: image850.wmf]2

cm．V=[image: image851.wmf]3

6

2

2

2

4

4

3

3

1

=

´

´

´

[image: image852.wmf]3

cm

.

14．由题意可知
[image: image853.wmf]ABC

D

的外心在BC边的高线上，故一定有AB=AC选（1）（2）（4）。

15．
[image: image854.wmf]3

7

.解析：原四个顶点截去后剩下截面为边长为1的正三角形，而原四面体的四个侧面变为边长为1的正六边形，其表积为 
[image: image855.wmf]3

7

4

3

6

4

4

3

4

=

´

´

+

´

 .

16．
[image: image856.wmf]9

1

3

2

2

-

=

x

y

。解析：过P点作PQ⊥AD于Q，再过Q作QH⊥A1D1于H，连PH，利用三垂线定理可证PH⊥A1D1. 设P（x，y），∵|PH|2 - |PH|2 = 1，∴x2 +1- [(x
[image: image857.wmf]1

3

-

)2+y2] =1，化简得
[image: image858.wmf]9

1

3

2

2

-

=

x

y

.
（3） 解答题

[image: image1120.png]


17. 已知
[image: image859.wmf]ABCD

Y

，从平面
[image: image860.wmf]AC

外一点
[image: image861.wmf]O

引向量


[image: image862.wmf],,,

OEkOAOFKOBOGkOCOHkOD

====

uuuruuuruuuruuuruuuruuuruuuuruuur

，

（1）求证：四点
[image: image863.wmf],,,

EFGH

共面；

（2）平面
[image: image864.wmf]AC



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image865.wmf]//

平面
[image: image866.wmf]EG

．

解：（1）∵四边形
[image: image867.wmf]ABCD

是平行四边形，∴
[image: image868.wmf]ACABAD

=+

uuuruuuruuur

，

∵
[image: image869.wmf]EGOGOE

=-

uuuruuuruuur

，


[image: image870.wmf]()()

()

kOCkOAkOCOAkACkABAD

kOBOAODOAOFOEOHOE

EFEH

=×-×=-==+

=-+-=-+-

=+

uuuruuuruuuruuuruuuruuuruuur

uuuruuuruuuruuuruuuruuuruuuuruuur

uuuruuur


∴
[image: image871.wmf],,,

EFGH

共面；

（2）∵
[image: image872.wmf]()

EFOFOEkOBOAkAB

=-=-=×

uuuruuuruuuruuuruuuruuur

，又∵
[image: image873.wmf]EGkAC

=×

uuuruuur

，

∴
[image: image874.wmf]//,//

EFABEGAC


[image: image1121.png]


所以，平面
[image: image875.wmf]//

AC

平面
[image: image876.wmf]EG

．

18. 如图，
[image: image877.wmf]PABCD

-

是正四棱锥,
[image: image878.wmf]1111

ABCDABCD

-

是正方体，其中
[image: image879.wmf]2,6

ABPA

==

．

（Ⅰ）求证：
[image: image880.wmf]11

PABD

^

；

（Ⅱ）求平面
[image: image881.wmf]PAD

与平面
[image: image882.wmf]11

BDDB

所成的锐二面角
[image: image883.wmf]q

的大小；

（Ⅲ）求
[image: image884.wmf]1

B

到平面
[image: image885.wmf]PAD

的距离．

解：(Ⅰ) 连结AC , 交BD于点O , 连结PO , 则PO⊥面ABCD , 又∵
[image: image886.wmf]ACBD

^

 , ∴
[image: image887.wmf]PABD

^

, ∵
[image: image888.wmf]11

//

BDBD

, ∴
[image: image889.wmf]11

PABD

^

 ． 

 （Ⅱ） ∵AO⊥BD , AO⊥PO , ∴AO⊥面PBD , 过点O作OM⊥PD于点M，连结AM , 则AM⊥PD ,   ∴∠AMO 就是二面角A-PD-O的平面角, 

又∵
[image: image890.wmf]2,6

ABPA

==

, ∴AO=
[image: image891.wmf]2

,PO=
[image: image892.wmf]2

2

6

=

-

 


[image: image893.wmf]222

63

POOD

OM

PD

×´

===

 , ∴
[image: image894.wmf]26

tan

2

2

3

AO

AMO

OM

Ð===

 ,

即二面角的大小为
[image: image895.wmf]6

arctan

2

 ．                          

 (Ⅲ)用体积法求解：
[image: image896.wmf]11

BPADABPD

VV

--

=


[image: image897.wmf]BPD

PAD

x

S

AO

S

h

×

=

×

Þ

3

1

3

1

解得
[image: image898.wmf]65

5

x

h

=

，

即
[image: image899.wmf]1

B

到平面PAD的距离为
[image: image900.wmf]65

5


19. 在四棱锥P-ABCD中，底面ABCD是矩形，侧棱PA垂直于底面，E、F分别是AB、PC的中点． 

   （1）求证：
[image: image901.wmf]//

EF

平面PAD；

[image: image1122.png]


   （2）当平面PCD与平面ABCD成多大二面角时，  

 直线
[image: image902.wmf]^

EF

平面PCD？

证：（1）取CD中点G，连结EG、FG

∵E、F分别是AB、PC的中点，∴EG//AD，FG//PD，
∴平面EFG//平面PAD，

∴ EF//平面PAD．  
（2）当平面PCD与平面ABCD成45(角时，直线EF(平面PCD.

证明：∵G为CD中点，则EG(CD，∵PA(底面ABCD∴AD是PD在平面ABCD内的射影。  ∵CD(平面ABCD，且CD(AD，故CD(PD   ．又∵FG∥PD∴FG(CD，故(EGF为平面PCD 与平面ABCD所成二面角的平面角，即(EGF=45(，从而得(ADP=45(，  AD=AP.由Rt(PAE(Rt(CBE，得PE=CE.又F是PC的中点，∴EF(PC.

由CD(EG，CD(FG，得CD(平面EFG，∴CD(EF，即EF(CD，

故EF(平面PCD．      
[image: image1123.png]


20. 已知多面体ABCDE中，AB⊥平面ACD，DE⊥平面ACD，AC = AD = CD = DE = 2a，AB = a，F为CD的中点.

   （Ⅰ）求证：AF⊥平面CDE；

   （Ⅱ）求异面直线AC，BE所成角余弦值；

   （Ⅲ）求面ACD和面BCE所成二面角的大小.

解：（Ⅰ）∵DE⊥平面ACD，AF
[image: image903.wmf]Ì

平面ACD

∴DE⊥AF。

又∵AC=AD=C，F为CD中点

∴AF⊥CD，

∴AF⊥面CDE

∴AF⊥平面CDE  。

[image: image1124.png]Z)



   （Ⅱ）∵
[image: image904.wmf]AB

DE

ACD

AB

ACD

DE

//

Þ

þ

ý

ü

^

^

平面

平面


取DE中点M，连结AM、CM，则四边形AMEB为平行四边形

AM//BE，则∠CAM为AC与BE所成的角。在△ACM中，AC=2a


[image: image905.wmf]a

a

a

DM

AD

AM

5

4

2

2

2

2

=

+

=

+

=



[image: image906.wmf]a

a

a

DM

CD

CM

5

4

2

2

2

2

=

+

=

+

=


由余弦定理得：
[image: image907.wmf]5

5

5

2

2

)

5

(

)

5

(

)

2

(

cos

2

2

2

=

´

´

-

+

=

Ð

a

a

a

a

a

CAM


∴异面直线AC、AE所成的角的余弦值为
[image: image908.wmf]5

5

。

   （Ⅲ）延长DA。EB交于点G，连结CG。

  因为AB//DE，AB=
[image: image909.wmf]2

1

DE，所以A为GD中点。又因为F为CD中点，所以CG//AF。

因为AF⊥平面CDE，所以CG⊥平面CDE。

故∠DCE为面ACD和面BCE所成二面角的平面角易求∠DCE=45°。

21. 如图，四边形ABCD是正方形，PB⊥平面ABCD，MA//PB，PB=AB=2MA，

   （Ⅰ）证明：AC//平面PMD；

   （Ⅱ）求直线BD与平面PCD所成的角的大小；

[image: image1125.png]


   （Ⅲ）求平面PMD与平面ABCD所成的二面角（锐角）的大小。

（Ⅰ）证明：如图1，取PD的中点E，连EO，EM。

∵EO//PB，EO=
[image: image910.wmf]2

1

PB，MA//PB，MA=
[image: image911.wmf]2

1

PB，

∴EO//MA，且EO=MA

∴四边形MAOE是平行四边形，

∴ME//AC  。

又∵AC
[image: image912.wmf]Ë

平面PMD，ME
[image: image913.wmf]Ì

平面PMD，

∴AC//平面PMD 。

（Ⅱ）如图1，PB⊥平面ABCD，

CD
[image: image914.wmf]Ì

平面ABCD， ∴CD⊥PB。

又∵CD⊥BC， ∴CD⊥平面PBC。

∵CD
[image: image915.wmf]Ì

平面PCD，  ∴平面PBC⊥平面PCD。

过B作BF⊥PC于F，则BF⊥平面PDC，连DF，

则DF为BD在平面PCD上的射影。 

[image: image1126.png]


∴∠BDF是直线BD与平面PDC所成的角。 

不妨设AB=2，则在Rt△BFD中，
[image: image916.wmf]BD

BF

2

1

=

， ∴∠BDF=
[image: image917.wmf]6

p


∴直线BD与平面PCD所成的角是
[image: image918.wmf]6

p

   

（Ⅲ）解：如图3，分别延长PM，BA，设PM∩BA=G，连DG，

则平面PMD∩平面=ABCD=DG

过A作AN⊥DG于N，连MN。  

∵PB⊥平面ABCD，  ∴MN⊥DG

∴∠MNA是平面PMD与平面ABCD所成

的二面角的平面角（锐角） 

[image: image1127.png]


在Rt△MAN中，
[image: image919.wmf]2

2

tan

=

=

Ð

NA

MA

MNA

，

∴∠MNA=arctan
[image: image920.wmf]2

2


∴平面PMD与平面ABCD所成的二面角（锐角）

大小是arctan
[image: image921.wmf]2

2

  

[image: image1128.png]


22. 已知斜三棱柱
[image: image922.wmf]111

ABCABC

-

，
[image: image923.wmf]90

BCA

Ð=

o

，
[image: image924.wmf]2

ACBC

==

，
[image: image925.wmf]1

A

在底面
[image: image926.wmf]ABC

上的射影恰为
[image: image927.wmf]AC

的中点
[image: image928.wmf]D

，又知
[image: image929.wmf]11

BAAC

^

。

（I）求证：
[image: image930.wmf]1

AC

^

平面
[image: image931.wmf]1

ABC

；

（II）求
[image: image932.wmf]1

CC

到平面
[image: image933.wmf]1

AAB

的距离；

（III）求二面角
[image: image934.wmf]1

AABC

--

的大小。

[image: image1129.wmf]P

O

A

a


解：（I）因为
[image: image935.wmf]1

AD

^

平面
[image: image936.wmf]ABC

，

所以平面
[image: image937.wmf]11

AACC

^

平面
[image: image938.wmf]ABC

，

又
[image: image939.wmf]BCAC

^

，所以
[image: image940.wmf]BC

^

平面
[image: image941.wmf]11

AACC

，

得
[image: image942.wmf]1

BCAC

^

，又
[image: image943.wmf]11

BAAC

^


所以
[image: image944.wmf]1

AC

^

平面
[image: image945.wmf]1

ABC

；
（II）因为
[image: image946.wmf]11

ACAC

^

，所以四边形
[image: image947.wmf]11

AACC

为  

菱形，

故
[image: image948.wmf]1

2

AAAC

==

，又
[image: image949.wmf]D

为
[image: image950.wmf]AC

中点，知
[image: image951.wmf]1

60

AAC

Ð=

o

。

取
[image: image952.wmf]1

AA

中点
[image: image953.wmf]F

，则
[image: image954.wmf]1

AA

^

平面
[image: image955.wmf]BCF

，从而面
[image: image956.wmf]1

AAB

^

面
[image: image957.wmf]BCF

， 


过
[image: image958.wmf]C

作
[image: image959.wmf]CHBF

^

于
[image: image960.wmf]H

，则
[image: image961.wmf]CH

^

面
[image: image962.wmf]1

AAB

，


在
[image: image963.wmf]RtBCF

D

中，
[image: image964.wmf]2,3

BCCF

==

，故
[image: image965.wmf]221

7

CH

=

，


即
[image: image966.wmf]1

CC

到平面
[image: image967.wmf]1

AAB

的距离为
[image: image968.wmf]221

7

CH

=

。


（III）过
[image: image969.wmf]H

作
[image: image970.wmf]1

HGAB

^

于
[image: image971.wmf]G

，连
[image: image972.wmf]CG

，则
[image: image973.wmf]1

CGAB

^

，


从而
[image: image974.wmf]CGH

Ð

为二面角
[image: image975.wmf]1

AABC

--

的平面角，

在
[image: image976.wmf]1

RtABC

D

中，
[image: image977.wmf]1

2

ACBC

==

，所以
[image: image978.wmf]2

CG

=

，

在
[image: image979.wmf]RtCGH

D

中，
[image: image980.wmf]42

sin

7

CH

CGH

CG

Ð==

，


故二面角
[image: image981.wmf]1

AABC

--

的大小为
[image: image982.wmf]42

arcsin

7

。

解法2：（I）如图，取
[image: image983.wmf]AB

的中点
[image: image984.wmf]E

，则
[image: image985.wmf]//

DEBC

，因为
[image: image986.wmf]BCAC

^

，

[image: image1130.wmf]P

a

b

¦È

M

A

B

O


所以
[image: image987.wmf]DEAC

^

，又
[image: image988.wmf]1

AD

^

平面
[image: image989.wmf]ABC

，


以
[image: image990.wmf]1

,,

DEDCDA

为
[image: image991.wmf],,

xyz

轴建立空间坐标系，


则
[image: image992.wmf](

)

0,1,0

A

-

，
[image: image993.wmf](

)

0,1,0

C

，
[image: image994.wmf](

)

2,1,0

B

，


[image: image995.wmf](

)

1

0,0,

At

，
[image: image996.wmf](

)

1

0,2,

Ct

，


[image: image997.wmf](

)

1

0,3,

ACt

=

uuuur

，
[image: image998.wmf](

)

1

2,1,

BAt

=--

uuur

，


[image: image999.wmf](

)

2,0,0

CB

=

uuur

，由
[image: image1000.wmf]1

0

ACCB

×=

uuuruuur

，知
[image: image1001.wmf]1

ACCB

^

，


又
[image: image1002.wmf]11

BAAC

^

，从而
[image: image1003.wmf]1

AC

^

平面
[image: image1004.wmf]1

ABC

；

（II）由
[image: image1005.wmf]1

AC

×

uuuur



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1006.wmf]2

1

30

BAt

=-+=

uuur

，得
[image: image1007.wmf]3

t

=

。


设平面
[image: image1008.wmf]1

AAB

的法向量为
[image: image1009.wmf](

)

,,

nxyz

=

r

，
[image: image1010.wmf](

)

1

0,1,3

AA

=

uuur

，
[image: image1011.wmf](

)

2,2,0

AB

=

uuur

，所以


[image: image1012.wmf]1

30

220

nAAyz

nABxy

ì

×=+=

ï

í

×=+=

ï

î

ruuur

ruuur

，设
[image: image1013.wmf]1

z

=

，则
[image: image1014.wmf](

)

3,3,1

n

=-

r



所以点
[image: image1015.wmf]1

C

到平面
[image: image1016.wmf]1

AAB

的距离
[image: image1017.wmf]1

ACn

d

n

×

==

uuuurr

r


[image: image1018.wmf]221

7

。


（III）再设平面
[image: image1019.wmf]1

ABC

的法向量为
[image: image1020.wmf](

)

,,

mxyz

=

ur

，
[image: image1021.wmf](

)

1

0,1,3

CA

=-

uuur

，
[image: image1022.wmf](

)

2,0,0

CB

=

uuur

，

所以


[image: image1023.wmf]1

30

20

mCAyz

mCBx

ì

×=-+=
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í

×==

ï

î

uruuur

uruuur

，设
[image: image1024.wmf]1

z

=

，则
[image: image1025.wmf](

)

0,3,1

m

=

ur

，


故
[image: image1026.wmf]cos,
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mn
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×
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×

urr
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1027.wmf]7

7

-

，根据法向量的方向，


可知二面角
[image: image1028.wmf]1

AABC

--

的大小为
[image: image1029.wmf]7

arccos

7

。
（4） 创新试题

１．如图，正三棱柱ABC—A1B1C1中，D是BC的中点，AA1=AB=1.

[image: image1131.wmf]l

a

b

c

   （I）求证：A1C//平面AB1D；

   （II）求二面角B—AB1—D的大小；

   （III）求点c到平面AB1D的距离.

解法一（I）证明：

连接A1B，设A1B∩AB1 = E，连接DE.

∵ABC—A1B1C1是正三棱柱，且AA1 = AB，

∴四边形A1ABB1是正方形，

∴E是A1B的中点，

又D是BC的中点，

∴DE∥A1C. 

∵DE
[image: image1030.wmf]Ì

平面AB1D，A1C
[image: image1031.wmf]Ë

平面AB1D，

∴A1C∥平面AB1D. 

   （II）解：在面ABC内作DF⊥AB于点F，在面A1ABB1内作FG⊥AB1于点G，连接DG.

∵平面A1ABB1⊥平面ABC，  ∴DF⊥平面A1ABB1，

∴FG是DG在平面A1ABB1上的射影，  ∵FG⊥AB1， ∴DG⊥AB1
∴∠FGD是二面角B—AB1—D的平面角 

设A1A = AB = 1，在正△ABC中，DF=
[image: image1032.wmf].

4

3


在△ABE中，
[image: image1033.wmf]8

2

3

4

3

=

×

=

BE

FG

，

在Rt△DFG中，
[image: image1034.wmf]3

6

tan

=

=

Ð

FG

DF

FGD

，

所以，二面角B—AB1—D的大小为
[image: image1035.wmf].
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   （III）解：∵平面B1BCC1⊥平面ABC，且AD⊥BC，

∴AD⊥平面B1BCC1，又AD
[image: image1036.wmf]Ì

平面AB1D，∴平面B1BCC1⊥平面AB1D.

在平面B1BCC1内作CH⊥B1D交B1D的延长线于点H，

则CH的长度就是点C到平面AB1D的距离. 

[image: image1132.wmf]由△CDH∽△B1DB，得
[image: image1037.wmf].

5

5

1

1

=

×

=

D

B

CD

BB

CH


即点C到平面AB1D的距离是
[image: image1038.wmf].

5

5

 

解法二：

建立空间直角坐标系D—xyz，如图，

   （I）证明：

连接A1B，设A1B∩AB1 = E，连接DE.

设A1A = AB = 1，

则
[image: image1039.wmf]).
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   （II）解：
[image: image1044.wmf])
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是平面AB1D的法向量，则
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故
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同理，可求得平面AB1B的法向量是
[image: image1049.wmf]).
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设二面角B—AB1—D的大小为θ，
[image: image1050.wmf]5
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∴二面角B—AB1—D的大小为
[image: image1051.wmf].
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   （III）解由（II）得平面AB1D的法向量为
[image: image1052.wmf])
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取其单位法向量
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∴点C到平面AB1D的距离
[image: image1054.wmf].
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２. 如图，已知正三棱柱ABC—A1B1C1的各棱长都为a，P为A1B上的点。

   （1）试确定
[image: image1055.wmf]PB

P

A

1

的值，使得PC⊥AB；

   （2）若
[image: image1056.wmf]3
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，求二面角P—AB—C的大小；　　　　　

   （3）在（2）条件下，求C1到平面PAC的距离。　　
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2.解析答案：
4、 复习建议

解法一：（1）当
[image: image1057.wmf]1
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取AB的中点D′，连结CD′、PD′

∵△ABC为正三角形，  ∴CD′⊥AB。

当P为A1B的中点时，PD′//A1A， ∵A1A⊥底面ABC， ∴PD′⊥底面ABC，

∴PC⊥AB  

（2）当
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如图所示，则PD⊥底在ABC
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∴∠DEP为二面角P—AC—B的平面角。

又∵PD//A1A， ∴
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   ∴∠PED=60°

即二面角P—AC—B的大小为60°   

（3）设C1到面PAC的距离为d，则
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解得  
[image: image1069.wmf]2
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即C1到平面PAC的距离为
[image: image1070.wmf]a
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解法二：以A为原点，AB为x轴，过A点与AB垂直的直线为y轴，AA1为z轴，建立空间直角坐标系A—xyz，如图所示，则B（a，0，0），A1（0，0，a），C
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设平面PAC的一个法向量n=
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[image: image1081.wmf]).
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又平面ABC的一个法向量为n0=（0，0，1）

∴
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∴二面角P—AC—B的大小为180°－120°=60°  

（3）设C1到平面PAC的距离为d，

则
[image: image1083.wmf].
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即C1到平面PAC的距离为
[image: image1084.wmf]2
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