智浪教育—普惠英才文库

高中数学竞赛模拟试题一

第一试

一、选择题：本大题共有6个小题，每小题6分，共计36分。
1． 向高为H的水瓶中注水，注满为止，如果注水量V与水深h的函数关系的图像如右图所示，那么水瓶的形状是(      )
(A)             (B)            (C)             (D)









2． 3名医生和6名护士被分配到3所学校为学生体检，每校分配1名医生和2名护士，不同的分配方法共有(      )
(A)90种
(B)180种
(C)270种
(D)540种

3． 椭圆
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＝1的焦点为F1和F2，点P在椭圆上，如果线段PF1的中点在y轴上，那么|PF1|是|PF2|的(      )
(A)7倍
(B)5倍
(C)4倍
(D)3倍
4． 球面上有3个点，其中任意两点的球面距离都等于大圆周长的
[image: image2.wmf]6

1

，经过这3个点的小圆面积为4π，那么这个球的半径为(      )
(A)4
[image: image3.wmf]3


(B)2
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(C)2
(D)
[image: image5.wmf]3


5． 一个直角三角形三内角的正弦值成等比数列，其最小内角为(      )
(A)arccos
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(B)arcsin
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(C)arccos
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(D)arcsin
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6． 在等比数列{an}中，a1＞1，且前n项和Sn满足
[image: image10.wmf]1
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，那么a1的取值范围是(    )
(A)(1，＋∞)
(B)(1，4)
(C)(1，2)
(D)(1，
[image: image11.wmf]2
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二、填空题:本大题共6个小题，每小题9分，共54分，把答案填在题中横线上.

1. MN是双曲线
[image: image12.wmf]2
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＝1(a＞0，b＞0)的弦，P是MN的中点，O是坐标原点，斜率KMN和KOP均存在且不等于0，则两斜率的乘积KMN·KOP＝____________

2. 设x1、x2是实系数一元二次方程ax2＋bx＋c＝0的两个根，若x1是虚数，
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是实数，则S＝1＋
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的值为_______________

3. 平面上有相异的11个点，每两点连成一条直线，共得48条不同的直线，这11个点可以构成的不同的三角形的个数为_______________

4. 设数列an＝
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，当an取最大值时，n＝_____________

5. 对四位整数
[image: image16.wmf]abcd

，若存在素数p使a×b×c×d＝pk(k∈N)，a＋b＋c＋d＝pp－5，则这样的四位数最小为_______________

6. 对于每一对实数x、y，函数f(t)满足f(x)＋f(y)＝f(x＋y)－xy－1，且f(1)＝1，则方程f(x)＝x的整数解为_______________

三、(满分20分)设曲线C的方程是y＝x3－x，将C沿x轴、y轴正方向分别平行移动t、s单位长度后得到曲线C1，
①写出曲线C1的方程;
②证明曲线C与C1关于点A(
[image: image17.wmf]2
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)对称.
③如果曲线C与C’有且仅有一个公共点，证明:s＝
[image: image18.wmf]4
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－t且t≠0.

四、(满分20分)已知数列{bn}是等差数列，b1＝1，b1＋b2＋……＋b10＝145.
①求数列{bn}的通项bn;
②设数列{an}的通项an＝loga(1＋
[image: image19.wmf]n
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)(其中a＞0且a≠1)，记Sn是数列{an}的前n项和.试比较Sn与
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的大小，并证明你的结论.
五、(满分20分)已知：α＞0,β＞0,α+β＜
[image: image21.wmf]2

π

,求
①cosαcosβsin(α+β)的最大值
②sinαsinβcos(α+β)的最大值

六、证明：存在4条两两异面的直线，使得没有任何直线能与之同时相交。

第二试

一、(50分)已知圆内接四边形ABCD中，BA与CD交于P，AD于BC交于Q，AC与BD交于M，求证圆心O是△PQM的垂心。

二、(50分)对满足

              x0＝1

              x
[image: image22.wmf]1999
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的数列，求使xk＝1的最小正整数k，这里a为小于1999得正整数。

三、(50分)用两种颜色去染正九边形的顶点，每个顶点只染一种颜色。证明：在以这9点为顶点的所有三角形中，一定有两个全等的三角形，每一个的三个顶点都同颜色。

参考答案
一、BDABBD
二、1.
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    2.－999    3.160    4.92    5.1399    6.－2，1

三.①解:曲线C’的方程为  y＝(x－t)3－(x－t)＋s

②证明:在曲线C上任取一点B’(x’，y’)，设B"(x"，y")使B’关于A的对称点，则有
  (x’＋x")/2＝t/2           (y’＋y")/2＝s/2

  ∴x’＝t－x"     y’＝s－y"

  代入曲线C的方程，得x"和y"满足方程:

       s－y"＝(t－x")3－(t－x")

  即      y"＝(x"－t)3－(x"－t)＋s

  可知点B’(x"，y")在曲线C’上.

  反过来，同样可以证明，在曲线C’上的点关于点A的对称点在曲线C上.

  因此，曲线C与C’关于点A对称.

③证明:因为曲线C与C’有且仅有一个公共点，所以方程组
       y＝x3－x

       y＝(x－t)3－(x－t)＋s

有且仅有一组解，消去y，整理得
        3tx2－3t2x＋(t3－t－s)＝0

这个关于x的一元二次方程有且仅有一个根.

所以t≠0并且其根的判别式   △＝9t4－12t(t3－t－s)＝0

解得  s＝t3/4－t且t≠0.

四①解:设数列{bn}得公差是d，由题意得
     b1＝1

     10b1＋10×(10－1)d/2＝145

    解得 b1＝1  d＝3

  ∴bn＝3n－2.

②由bn＝3n－2知，

  Sn＝loga(1＋1)＋loga(1＋1/4)＋……＋loga[1＋1/(3n－2)]

    ＝loga{(1＋1)(1＋1/4)……[1＋1/(3n－2)]}

  (logabn＋1)/3＝loga3 3n＋1

  因此要比较Sn与(logabn＋1)/3的大小，可先比较(1＋1)(1＋1/4)……[1＋1/(3n－2)]与3 3n＋1的大小.

  取n＝1，有(1＋1)＞3 3×1＋1

  取n＝2，有(1＋1)(1＋1/4)＞3 3×2＋1

  …………
  由此推测(1＋1)(1＋1/4)……[1＋1/(3n－2)]＞3 3n＋1          (*)

  若(*)式成立，则由对数函数性质可断定:

  当a＞1时，Sn＞(logabn＋1)/3;

  当0＜a＜1时，Sn＜(logabn＋1)/3.

下面用数学归纳法证明(*)式:

(i)当n＝1时已验证(*)式成立.

(ii)设n＝k(k≥1)时(*)式成立，即(1＋1)(1＋1/4)……[1＋1/(3n－2)]＞loga3 3n＋1

      (1＋1)(1＋1/4)……[1＋1/(3k－2)]＞3 3k＋1
  那么，当n＝k＋1时，

      (1＋1)(1＋1/4)……[1＋1/(3k－2)]{1＋1/[3(k＋1)－2]}

       ＞3 3k＋1[1＋1/(3k＋1)]

       ＝3 3k＋1(3k＋2)/(3k＋1)

  ∵[3 3k＋1(3k＋2)/(3k＋1)]3－[3 3k＋4]3
    ＝[(3k＋2)3－(3k＋4)(3k＋1)2]/(3k＋1)2
    ＝(9k＋4)/(3k＋1)2＞0

  ∴[3 3k＋1(3k＋2)/(3k＋1)]3＞[3 3k＋4]3＝3 3(k＋1)＋1

  因而(1＋1)(1＋1/4)……[1＋1/(3k－2)][1＋1/(3k＋1)]＞3 3(k＋1)＋1

  这就是说(*)式当n＝k＋1时也成立.

  所以，(*)时对任何正整数n都成立.

  由此证得:当a＞1时，Sn＞(logabn＋1)/3;

           当0＜a＜1时，Sn＜(logabn＋1)/3
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