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2013全国高中数学联赛模拟题3
一试

考试时间上午8：00~9：20，共80分钟，满分120分
一、填空题（共8题，每题8分，64分）

1、 若实数
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2、已知
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3、设AB是椭圆
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）的长轴，若把AB100等分，过每个分点作AB的垂线，交椭圆的上半部分于P1、P2、… 、P99 ，F1为椭圆的左焦点，则
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4、从一个有88条棱的凸多面体P，切去以其每个顶点为顶点的各一个棱锥，得到一个新的凸多面体Q，这些被切去的棱锥的底面所在的平面在P上或内部互不相交，则凸多面体Q的棱数是          。
5、设函数
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6、一个球与正四面体的六条棱都相切，若正四面体的棱长为a，则这个球的体积为     
7、设
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的最小值为____________________.
8、若log4(x+2y)+log4(x-2y)=1，则|x|-|y|的最小值是_________.

二、解答题（共3题，共56分）

9、（本题16分）设S={1，2，…，n}，A为至少含有两项的、公并非为正的等差数列，其项部都在S中，且添加S 的其他元素等于A后均不能构成与A有相同公差的等差数列，求这种A的个数（这里只有两项的数列也看做等差数列）.（全国高中数学联赛，1991年）
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的值；（II）求直线AB与直线CD夹角θ的取值范围．
11、（本题20分）已知函数
。（I）若方程
在
内有两个不等的实根，求实数
的取值范围．（II）如果函数
的图象与
轴交于两点
，
，且
。求证：
（其中正常数
、
满足
）。

2013全国高中数学联赛模拟题3
加试（二试）

9：40~12：10共150分钟  满分180分

平面几何、代数、数论、组合

[image: image1.wmf]x

1、（本题40分）在△ABC中，AB＞BC，K、M分别是边AB和AC的中点，O是△ABC的内心。设P点是直线KM和CO的交点，而Q点使得QP⊥KM且QM∥BO，证明：QO⊥AC。

2、（本题40分）已知无穷数列
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（1）对于怎样的实数x，y，总存在正整数
[image: image40.wmf]0

n

,使当
[image: image41.wmf]0

n

n

³

时，
[image: image42.wmf]n

a

恒为常数？

（2）求数列
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3、（本题50分）空间六点，任三点不共线，任四点不共面，成对地连接它们得十五条线段，用红色或蓝色染这些线段（一条线段只染一种颜色）.求证:无论怎样染,总存在同色三角形.（1953年美国普特南数学竞赛题）由此，证明有17位科学家,其中每一个人和其他所有人的人通信,他们的通信中只讨论三个题目.求证:至少有三个科学家相互之间讨论同一个题目. (第6届国际数学奥林匹克试题)

4、（本题50分）设
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4、264，P的所有棱仍是Q的棱，Q中新的棱由切去的棱锥的底面形成，等于从顶点出发的棱的条数，所以Q的棱的条数有88+2×88=264；
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由对称性只考虑y≥0，因为x>0，∴只须求x-y的最小值，令x-y=u，代入x2-4y2=4，有3y2-2uy+(4-u)2=0，这个关于y的二次方程显然有实根，故△=16(u2-3)≥0。
二、解答题

9、构造具有如下要求的集合A：把A中的元素按从小到大的次序排好后，在其最大元素后面添上S的任何元素均不能构成具有原公差的等差数列。这时，当A的首项与公差一旦确定，其整个集合A也即确定，不妨设A的首项为a，公差为d，则

a=1, d=1, 2, …, n－1时的集A有n－1个；

a=2, d=1, 2, …, n－2时的集A有n－2个；
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a= n－1，d=1时的集A有1个.
因此，所求A的总个数为1+2+…+（n－1）=
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[image: image341.emf]3、证明  设A、B、C、D、E、F是所给六点.考虑以A为端点的线段AB、AC、AD、AE、AF，由抽屉原则这五条线段中至少有三条颜色相同，不妨设就是AB、AC、AD，且它们都染成红色.再来看△BCD的三边，如其中有一条边例如BC是红色的，则同色三角形已出现（红色△ABC）；如△BCD三边都不是红色的，则它就是蓝色的三角形，同色三角形也现了.总之,不论在哪种情况下,都存在同色三角形.

证明  用平面上无三点共线的17个点A1,A2,…，A17分别表示17位科学家.设他们讨论的题目为x,y,z,两位科学家讨论x连红线,讨论y连蓝线,讨论z连黄线.于是只须证明以这17个点为顶点的三角形中有一同色三角形.

考虑以A1为端点的线段A1A2,A1A3,…，A1A17，由抽屉原则这16条线段中至少有6条同色，不妨设A1A2，A1A3，…，A1A7为红色.现考查连结六点A2，A3，…，A7的15条线段，如其中至少有一条红色线段，则同色（红色）三角形已出现；如没有红色线段，则这15条线段只有蓝色和黄色，由例5知一定存在以这15条线段中某三条为边的同色三角形（蓝色或黄色）.问题得证.    （属图论中的接姆赛问题.）
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