智浪教育—普惠英才文库

第一讲： 集   合

   集合的划分反映了集合与子集之间的关系，这既是一类数学问题，也是数学中的解题策略——分类思想的基础，在近几年来的数学竞赛中经常出现，日益受到重视，本讲主要介绍有关的概念、结论以及处理集合、子集与划分问题的方法。
1． 集合的概念

    集合是一个不定义的概念，集合中的元素有三个特征：

（1） 确定性  设
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仅有一种情况成立。

（2） 互异性  一个给定的集合中的元素是指互不相同的对象,即同一个集合中不应出现同一个元素.

（3） 无序性

2． 集合的表示方法

主要有列举法、描述法、区间法、语言叙述法。常用数集如：
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3． 实数的子集与数轴上的点集之间的互相转换，有序实数对的集合与平面上的点集可以互相转换。对于方程、不等式的解集，要注意它们的几何意义。

4． 子集、真子集及相等集

（1）
[image: image12.wmf]A



 EMBED Equation.3  [image: image13.wmf]Í



 EMBED Equation.3  [image: image14.wmf]Û

B



 EMBED Equation.3  [image: image15.wmf]A



 EMBED Equation.3  [image: image16.wmf]Ì



 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]B

或
[image: image18.wmf]A

＝
[image: image19.wmf]B

；

（2）
[image: image20.wmf]A



 EMBED Equation.3  [image: image21.wmf]Ì



 EMBED Equation.3  [image: image22.wmf]B



 EMBED Equation.3  [image: image23.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image24.wmf]A



 EMBED Equation.3  [image: image25.wmf]Í



 EMBED Equation.3  [image: image26.wmf]B

且
[image: image27.wmf]A

≠
[image: image28.wmf]B

；

（3）
[image: image29.wmf]A

＝
[image: image30.wmf]B



 EMBED Equation.3  [image: image31.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image32.wmf]A



 EMBED Equation.3  [image: image33.wmf]Í



 EMBED Equation.3  [image: image34.wmf]B

且
[image: image35.wmf]A



 EMBED Equation.3  [image: image36.wmf]Ê



 EMBED Equation.3  [image: image37.wmf]B

。

5． 一个
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阶集合（即由个元素组成的集合）有
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个不同的子集，其中有
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－1个非空子集，也有
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－1个真子集。

6． 集合的交、并、补运算
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要掌握有关集合的几个运算律：

（1） 交换律 
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（2） 结合律
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（3） 分配律  
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    （5）等幂律  
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（6）吸收律  
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（7）求补律  
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（8）反演律  
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7． 有限集合所含元素个数的几个简单性质

       设
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8． 映射、一一映射、逆映射

（1） 映射 设
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是两个集合，如果按照某种对应法则
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中的任何一个元素都有象，并且象是唯一的。

（2） 一一映射  设
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（3） 逆映射 设
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注意：只有一一映射，才有逆映射。

      要能够根据这三个概念的定义，准确地判断一个给定的对应是不是映射，是不是一一映射，并能求出一一映射的逆映射。

解题指导
元素与集合的关系

1． 设
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分析：如果集合
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2． 设集合
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3． 以某些整数为元素的集合
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4． 设
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两个集合之间的关系

在两个集合之间的关系中，我们感兴趣的是“子集”、“真子集”、“相等”这三种特殊关系。这些关系是通过元素与集合的关系来揭示的，因而判断两个集合之间的关系通常可从判断元素与这两个集合的关系入手。
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（1） 证明：三个集合中至少有两个相等。

（2） 三个集合中是否可能有两个集无公共元素？

证明：（1）若
[image: image396.wmf]j

i

S

y

S

x

Î

Î

,

，则


[image: image397.wmf]i

k

S

x

y

x

y

S

x

y

Î

-

=

-

-

Î

-

)

(

,


所以每个集合中均有非负元素。

当三个集合中的元素都为零时，命题显然成立。
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由①解得
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8． 设
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第二讲  映射与函数

[知识要点]

1． 映射有关概念

2． 函数定义，定义域、值域

[能力训练]

1． 合
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[评注]：两种解法反映的是一种数学思想：配对思想。解法一是分类讨论；解法二是估算法。
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（1） 写出一个
[image: image517.wmf]f

：
[image: image518.wmf]A



 EMBED Equation.3  [image: image519.wmf]®



 EMBED Equation.3  [image: image520.wmf]B

，使得
[image: image521.wmf]f

为单射，并求所有
[image: image522.wmf]A

到
[image: image523.wmf]B

的单射的个数。

（2） 写出一个
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则此映射即为
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[解法二]：根据对数函数和二次函数的性质，
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[评注]：解法一运用转化思想把对数函数转化为指数形式（关于
[image: image595.wmf]x

的二次方程）获得解答；解法二运用对数函数和二次函数的性质获得思路。

4． 对实数
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评注：联想思维是数学问题解决的重要思维方式，解法一运用知识点：“若
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6． 已知函数
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第三讲  函数的图象与性质

[知识要点]：

1. 函数的图象：坐标为
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的图象，其中
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是函数的定义域。

2. 图象变换：平移变换、对称变换

3. 函数性质：奇偶性、单调性、周期性

周期性：对于函数
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[能力训练]

3． 作出下列函数的图象：
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解：（1）先作出
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5． 已知
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（A） 
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6． 设函数
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第四讲  二 次 函 数

二次函数在中学数学中起着十分重要的作用，也是初等数学中遇到比较多的函数之一，形如
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的函数，它的图象简单，性质易于掌握，又与二次方程、二次不等式有联系，与之相关的理论如判别式，韦达定理，求根公式等又是中学教材的重点内容，因此有必要进一步认识二次函数的性质，研究与二次函数有关的解题规律、方法与技巧．
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利用二次函数图象的凸性和单调性，在某些与二次方程的范围有关的问题中可避免使用判别式和求根公式．

1． 含有参变数的二次函数
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说明：通过构造二次函数，然后利用二次函数的性质来证明一些不等式问题，往往会使问题简化．
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       综上所述：题目条件下的实数
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函数与方程

例1：填空

（1） 若二次函数
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例2：方程
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例3：已知关于
[image: image1385.wmf]x

的方程
[image: image1386.wmf]0

2

2

1

2

=

-

+

+

k

kx

kx

 两个实根分别在（0，1）与（-1，0）之间，试求实数k的取值范围。

例4：已知方程
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例9：当0≤m≤2时，求方程
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例10：设
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例11：设函数
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例12：就实数t的变化，讨论关于x的方程
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练习：

1、 若二次方程
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的两根之差是3，求抛物线
[image: image1406.wmf]c
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ax
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4、 若不等式
[image: image1407.wmf](

)

(

)

0

2

1

2

3

2

2

2

>

+

+

-

-

-

x

a

x

a

a

对于任何实数x都成立，求a的取值范围。

5、 已知
[image: image1408.wmf]b

a

,

是方程
[image: image1409.wmf](

)

0

2

4

1

2

2

=

-

+

-

+

m

x

m

x

的两个实根，且
[image: image1410.wmf]b
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2

，求m的取值范围。

6、 若方程
[image: image1411.wmf]0
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x

有解，求a的取值范围。

7、 解关于x的方程：
[image: image1412.wmf](
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，并讨论解的个数。

8、 已知方程：
[image: image1413.wmf](
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有正实根，求b的取值范围。

函数的基本性质(一)

基础知识：

函数的性质通常是指函数的定义域、值域、解析式、单调性、奇偶性、周期性、对称性等等，在解决与函数有关的(如方程、不等式等)问题时，巧妙利用函数及其图象的相关性质，可以使得问题得到简化，从而达到解决问题的目的.

关于函数的有关性质，这里不再赘述，请大家参阅高中数学教材及竞赛教材：陕西师范大学出版社  刘诗雄《高中数学竞赛辅导》、刘诗雄、罗增儒《高中数学竞赛解题指导》.

例题：

1. 已知f(x)＝8＋2x－x2，如果g(x)＝f(2－x2)，那么g(x)(    )
A.在区间(－2，0)上单调递增
B.在(0，2)上单调递增
C.在(－1，0)上单调递增
D.在(0，1)上单调递增
提示：可用图像，但是用特殊值较好一些.选C

2. 设f(x)是R上的奇函数，且f(x＋3)＝－f(x)，当0≤x≤
[image: image1415.wmf]2

3

时，f(x)＝x，则f(2003)＝(    )
A.－1
B.0
C.1
D.2003
解：f(x＋6)＝f(x＋3＋3)＝－f(x＋3)＝f(x)
∴ f(x)的周期为6
f(2003)＝f(6×335－1)＝f(－1)＝－f⑴＝－1
选A

3. 定义在实数集上的函数f(x)，对一切实数x都有f(x＋1)＝f(2－x)成立，若f(x)＝0仅有101个不同的实数根，那么所有实数根的和为(    )
A.150
B.
[image: image1416.wmf]2

303


C.152
D.
[image: image1417.wmf]2

305


提示：由已知，函数f(x)的图象有对称轴x＝
[image: image1418.wmf]2

3


于是这101个根的分布也关于该对称轴对称.
即有一个根就是
[image: image1419.wmf]2

3

，其余100个根可分为50对，每一对的两根关于x＝
[image: image1420.wmf]2

3

对称
利用中点坐标公式，这100个根的和等于
[image: image1421.wmf]2

3

×100＝150
所有101个根的和为
[image: image1422.wmf]2

3

×101＝
[image: image1423.wmf]2

303

.选B

4. 实数x，y满足x2＝2xsin(xy)－1，则x1998＋6sin5y＝______________.
解：如果x、y不是某些特殊值，则本题无法(快速)求解
注意到其形式类似于一元二次方程，可以采用配方法
(x－sin(xy))2＋cos2(xy)＝0
∴ x＝sin(xy)  且  cos(xy)＝0
∴ x＝sin(xy)＝±1
∴ siny＝1  xsin(xy)＝1
原式＝7

5. 已知x＝
[image: image1424.wmf]99

19

+

是方程x4＋bx2＋c＝0的根，b，c为整数，则b＋c＝__________.
解：(逆向思考：什么样的方程有这样的根？)
由已知变形得x－
[image: image1425.wmf]99

19

=


∴ x2－2
[image: image1426.wmf]19

x＋19＝99
即 x2－80＝2
[image: image1427.wmf]19

x
再平方得x4－160x2＋6400＝76x2
即 x4－236x2＋6400＝0
∴ b＝－236，c＝6400
b＋c＝6164
6. 已知f(x)＝ax2＋bx＋c(a＞0)，f(x)＝0有实数根，且f(x)＝1在(0，1)内有两个实数根，求证：a＞4.
证法一：由已知条件可得
        △＝b2－4ac≥0             ①
        f⑴＝a＋b＋c＞1            ②
        f(0)＝c＞1                 ③
        0＜－
[image: image1428.wmf]a

2

b

＜1                ④
        b2≥4ac
        b＞1－a－c
        c＞1
        b＜0(∵ a＞0)
于是－b≥2
[image: image1429.wmf]ac


所以a＋c－1＞－b≥2
[image: image1430.wmf]ac


∴ (
[image: image1431.wmf]c

a

-

)2＞1
∴ 
[image: image1432.wmf]c

a

-

＞1
于是
[image: image1433.wmf]c

a

>

＋1＞2
∴ a＞4
证法二：设f(x)的两个根为x1，x2，
则f(x)＝a(x－x1)(x－x2)
  f⑴＝a(1－x1)(1－x2)＞1
  f(0)＝ax1x2＞1
由基本不等式
x1(1－x1)x2(1－x2)≤[
[image: image1434.wmf]4

1

(x1＋(1－x1)＋x2＋(1－x2))]4＝(
[image: image1435.wmf]4

1

)2
∴ 
[image: image1436.wmf]16

a

2

≥a2x1(1－x1)x2(1－x2)＞1
∴ a2＞16
∴ a＞4
7. 已知f(x)＝x2＋ax＋b(－1≤x≤1)，若|f(x)|的最大值为M，求证：M≥
[image: image1437.wmf]2

1

.
解：M＝|f(x)|max＝max{|f⑴|，|f(－1)|，|f(－
[image: image1438.wmf]2

a

)|}
⑴若|－
[image: image1439.wmf]2

a

|≥1  (对称轴不在定义域内部)
则M＝max{|f⑴|，|f(－1)|}
而f⑴＝1＋a＋b
  f(－1)＝1－a＋b
|f⑴|＋|f(－1)|≥|f⑴＋f(－1)|＝2|a|≥4
则|f⑴|和|f(－1)|中至少有一个不小于2
∴ M≥2＞
[image: image1440.wmf]2

1


⑵|－
[image: image1441.wmf]2

a

|＜1
M＝max{|f⑴|，|f(－1)|，|f(－
[image: image1442.wmf]2

a

)|}
 ＝max{|1＋a＋b|，|1－a＋b|，|－
[image: image1443.wmf]4

a

2

＋b|}
 ＝max{|1＋a＋b|，|1－a＋b|，|－
[image: image1444.wmf]4

a

2

＋b|，|－
[image: image1445.wmf]4

a

2

＋b|}
 ≥
[image: image1446.wmf]4

1

(|1＋a＋b|＋|1－a＋b|＋|－
[image: image1447.wmf]4

a

2

＋b|＋|－
[image: image1448.wmf]4

a

2

＋b|)
 ≥
[image: image1449.wmf]4

1

[(1＋a＋b)＋(1－a＋b)－(－
[image: image1450.wmf]4

a

2

＋b)－(－
[image: image1451.wmf]4

a

2

＋b)]
 ＝
[image: image1452.wmf])
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 ≥
[image: image1453.wmf]2

1


综上所述，原命题正确.
8. ⑴解方程:(x＋8)2001＋x2001＋2x＋8＝0
⑵解方程：
[image: image1454.wmf]2
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⑴解：原方程化为(x＋8)2001＋(x＋8)＋x2001＋x＝0
    即(x＋8)2001＋(x＋8)＝(－x)2001＋(－x)
构造函数f(x)＝x2001＋x
原方程等价于f(x＋8)＝f(－x)
而由函数的单调性可知f(x)是R上的单调递增函数
于是有x＋8＝－x
x＝－4为原方程的解
⑵两边取以2为底的对数得
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)

1

x

x

(

log

)

x

(

f

)

1

x

(

)

1

)

1

x

(

1

x

(

log

x

2

)

1

x

4

x

2

(

log

1

x

2

x

)

1

)

1

x

(

1

x

(

log

)

1

x

4

x

2

(

log

)

1

x

(

1

)

1

x

(

1

x

1

x

4

x

2

log

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

+

+

+

=

+

+

+

+

+

+

=

+

+

+

+

-

=

+

+

+

+

-

+

+

-

=

+

+

+

+

+

+

构造函数

即

即


于是f(2x)＝f(x2＋1)
易证：f(x)世纪函数，且是R上的增函数，
所以：2x＝x2＋1
解得：x＝1

9. 设f(x)＝x4＋ax3＋bx2＋cx＋d，f⑴＝1，f⑵＝2，f⑶＝3，求
[image: image1456.wmf]4

1

[f⑷＋f(0)]的值.
解：由已知，方程f(x)＝x已知有三个解，设第四个解为m，
记 F(x)＝f(x)－x＝(x－1)(x－2)(x－3)(x－m)
∴ f(x)＝(x－1)(x－2)(x－3)(x－m)＋x
f⑷＝6(4－m)＋4
f(0)＝6m
∴ 
[image: image1457.wmf]4

1

[f⑷＋f(0)]＝7
10. 设f(x)＝x4－4x3＋
[image: image1458.wmf]2

13

x2－5x＋2，当x∈R时，求证：|f(x)|≥
[image: image1459.wmf]2

1


证明：配方得：
f(x)＝x2(x－2)2＋
[image: image1460.wmf]2

5

(x－1)2－
[image: image1461.wmf]2

1


    ＝x2(x－2)2＋
[image: image1462.wmf]2

5

(x－1)2－1＋
[image: image1463.wmf]2

1


    ＝(x2－2x)2＋
[image: image1464.wmf]2

5

(x－1)2－1＋
[image: image1465.wmf]2

1


    ＝[(x－1)2－1]2＋
[image: image1466.wmf]2

5

(x－1)2－1＋
[image: image1467.wmf]2

1


    ＝(x－1)4－2(x－1)2＋1＋
[image: image1468.wmf]2

5

(x－1)2－1＋
[image: image1469.wmf]2

1


    ＝(x－1)4＋
[image: image1470.wmf]2

1

(x－1)2＋
[image: image1471.wmf]2

1


    ≥
[image: image1472.wmf]2

1


练习：

1. 已知f(x)＝ax5＋bsin5x＋1，且f⑴＝5，则f(－1)＝(    )
A.3
B.－3
C.5
D.－5
解：∵ f⑴＝a＋bsin51＋1＝5
    设f(－1)＝－a＋bsin5(－1)＋1＝k
相加：f⑴＋f(－1)＝2＝5＋k
∴ f(－1)＝k＝2－5＝－3
选B

2. 已知(3x＋y)2001＋x2001＋4x＋y＝0，求4x＋y的值.
解：构造函数f(x)＝x2001＋x，则f(3x＋y)＋f(x)＝0
逐一到f(x)的奇函数且为R上的增函数，
所以3x＋y＝－x
4x＋y＝0
3. 解方程：ln(
[image: image1473.wmf]1

x

2

+

＋x)＋ln(
[image: image1474.wmf]1

x

4

2

+

＋2x)＋3x＝0
解：构造函数f(x)＝ln(
[image: image1475.wmf]1

x

2

+

＋x)＋x
则由已知得：f(x)＋f(2x)＝0
不难知，f(x)为奇函数，且在R上是增函数(证明略)
所以f(x)＝－f(2x)＝f(－2x)
由函数的单调性，得x＝－2x
所以原方程的解为x＝0

4. 若函数y＝log3(x2＋ax－a)的值域为R，则实数a的取值范围是______________.
解：函数值域为R，表示函数值能取遍所有实数，
则其真数函数g(x)＝x2＋ax－a的函数值应该能够取遍所有正数
所以函数y＝g(x)的图象应该与x轴相交
即△≥0  ∴ a2＋4a≥0
a≤－4或a≥0
解法二：将原函数变形为x2＋ax－a－3y＝0
△＝a2＋4a＋4·3y≥0对一切y∈R恒成立
则必须a2＋4a≥0成立
∴ a≤－4或a≥0
5. 函数y＝
[image: image1476.wmf]8
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的最小值是______________.
提示：利用两点间距离公式处理
y＝
[image: image1477.wmf]2
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表示动点P(x，0)到两定点A(－2，－1)和B(2，2)的距离之和
当且仅当P、A、B三点共线时取的最小值，为|AB|＝5
6. 已知f(x)＝ax2＋bx＋c，f(x)＝x的两根为x1，x2，a＞0，x1－x2＞
[image: image1478.wmf]a

1

，若0＜t＜x1，试比较f(t)与x1的大小.
解法一：设F(x)＝f(x)－x＝ax2＋(b－1)x＋c，
               ＝a(x－x1)(x－x2)
∴ f(x)＝a(x－x1)(x－x2)＋x
作差：f(t)－x1＝a(t－x1)(t－x2)＋t－x1
             ＝(t－x1)[a(t－x2)＋1]
             ＝a(t－x1)(t－x2＋
[image: image1479.wmf]a

1

)
又t－x2＋
[image: image1480.wmf]a

1

＜t－(x2－x1)－x1＝t－x1＜0
∴ f(t)－x1＞0
∴ f(t)＞x1
解法二：同解法一得f(x)＝a(x－x1)(x－x2)＋x
令g(x)＝a(x－x2)
∵ a＞0，g(x)是增函数，且t＜x1
 ( g(t)＜g(x1)＝a(x1－x2)＜－1
另一方面：f(t)＝g(t)(t－x1)＋t
∴ 
[image: image1481.wmf]1

x

t

t

)

t

(

f

-

-

＝a(t－x2)＝g(t)＜－1
∴ f(t)－t＞x1－t
∴ f(t)＞x1
7. f(x)，g(x)都是定义在R上的函数，当0≤x≤1，0≤y≤1时.
求证：存在实数x，y，使得
|xy－f(x)－g(y)|≥
[image: image1482.wmf]4

1


证明：(正面下手不容易，可用反证法)
若对任意的实数x，y，都有|xy－f(x)－g(y)|＜
[image: image1483.wmf]4

1


记|S(x，y)|＝|xy－f(x)－g(y)|
则|S(0，0)|＜
[image: image1484.wmf]4

1

，|S(0，1)|＜
[image: image1485.wmf]4

1

，|S(1，0)|＜
[image: image1486.wmf]4

1

，|S(1，1)|＜
[image: image1487.wmf]4

1


而S(0，0)＝－f(0)－g(0)
  S(0，1)＝－f(0)－g(1)
  S(1，0)＝－f(1)－g(0)
  S(1，1)＝1－f(1)－g(1)
∴ |S(0，0)|＋|S(0，1)|＋|S(1，0)|＋|S(1，1)|
 ≥|S(0，0)－S(0，1)－S(1，0)＋S(1，1)|
 ＝1
矛盾！
故原命题得证！

8. 设a，b，c∈R，|x|≤1，f(x)＝ax2＋bx＋c，如果|f(x)|≤1，求证：|2ax＋b|≤4.
解：(本题为1914年匈牙利竞赛试题)
f⑴＝a＋b＋c
f(－1)＝a－b＋c
f(0)＝c
∴ a＝
[image: image1488.wmf]2

1

[f⑴＋f(－1)－2f(0)]
   b＝
[image: image1489.wmf]2

1

[f⑴－f(－1)]
   c＝f(0)
|2ax＋b|＝|[f⑴＋f(－1)－2f(0)]x＋
[image: image1490.wmf]2

1

[f⑴－f(－1)]|
        ＝|(x＋
[image: image1491.wmf]2

1

)f⑴＋(x－
[image: image1492.wmf]2

1

)f(－1)－2xf(0)|
        ≤|x＋
[image: image1493.wmf]2

1

||f⑴|＋|x－
[image: image1494.wmf]2

1

||f(－1)|＋2|x||f(0)|
        ≤|x＋
[image: image1495.wmf]2

1

|＋|x－
[image: image1496.wmf]2

1

|＋2|x|
接下来按x分别在区间[－1，－
[image: image1497.wmf]2

1

]，(－
[image: image1498.wmf]2

1

，0)，[0，
[image: image1499.wmf]2

1

)，[
[image: image1500.wmf]2

1

，1]讨论即可
9. 已知函数f(x)＝x3－x＋c定义在[0，1]上，x1，x2∈[0，1]且x1≠x2.
⑴求证：|f(x1)－f(x2)|＜2|x1－x2|；
⑵求证：|f(x1)－f(x2)|＜1.
证明：⑴|f(x1)－f(x2)|＝|x13－x1＋x23－x2|
＝|x1－x2||x12＋x1x2＋x22－1|
需证明|x12＋x1x2＋x22－1|＜2     ………………①
x12＋x1x2＋x22＝(x1＋
[image: image1501.wmf]4

x

3

2

x

2

2

2

2

2

+

)

≥0
∴ －1＜x12＋x1x2＋x22－1＜1＋1＋1－1＝2
∴ ①式成立
于是原不等式成立
⑵不妨设x2＞x1
由⑴  |f(x1)－f(x2)|＜2|x1－x2|
①若  x2－x1∈(0，
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则立即有|f(x1)－f(x2)|＜1成立.
②若1＞x2－x1＞
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，则－1＜－(x2－x1)＜－
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∴ 0＜1－(x2－x1)＜
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   (右边变为正数)
下面我们证明|f(x1)－f(x2)|＜2(1－x2＋x1)
注意到：f(0)＝f⑴＝f(－1)＝c
|f(x1)－f(x2)|＝|f(x1)－f⑴＋f(0)－f(x2)|
             ≤|f(x1)－f⑴|＋|f(0)－f(x2)|
             ＜2(1－x2)＋2(x2－0)     (由⑴)
             ＝2(1－x2＋x1)
             ＜1
综合⑴⑵，原命题得证.
10. 已知f(x)＝ax2＋x－a(－1≤x≤1)
⑴若|a|≤1，求证：|f(x)|≤
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⑵若f(x)max＝
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，求a的值.
解：分析：首先设法去掉字母a，于是将a集中
⑴若a＝0，则f(x)＝x，
当x∈[－1，1]时，|f(x)|≤1＜
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成立
若a≠0，f(x)＝a(x2－1)＋x
∴ |f(x)|＝|a(x2－1)＋x|
         ≤|a||x2－1|＋|x|
         ≤|x2－1|＋|x|    (∵ |a|≤1)
         ≤1－|x2|＋|x|
         ＝
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⑵a＝0时，f(x)＝x≤1≠
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∴ a≠0
∵ f(x)max＝max{f⑴，f(－1)，f(－
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又f(±1)＝±1≠
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∴ f(x)max＝f(－
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( a＝－2或a＝－
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但此时要求顶点在区间[－1，1]内，应舍去－
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答案为－2
函数的基本性质(二)

基础知识：

函数的周期性
如果函数y＝f(x)对于定义域内任意的x，存在一个不等于0的常数T，使得
f(x＋T)＝f(x)
恒成立，则称函数f(x)是周期函数，T是它的一个周期.
一般情况下，如果T是函数f(x)的周期，则kT(k∈N＋)也是f(x)的周期.
关于函数的周期性，请参考陕西师范大学《高中数学竞赛辅导》(刘诗雄主编)

例题：

1． 已知函数f(x)对任意实数x,都有f(x＋m)＝－f(x),求证:2m是f(x)的一个周期.
证明：因为f(x＋m)＝－f(x)
所以，f(x＋2m)＝f[(x＋m)＋m]
              ＝－f(x＋m)
              ＝f(x)
所以f(x)是以2m为周期的周期函数.

2． 已知函数f(x)对任意实数x,都有f(x＋m)＝f(x－m),求证:2m是f(x)的一个周期.
证明：因为f(x＋m)＝f(x－m)
令x－m＝t，则x＋m＝t＋2m
于是f(t＋2m)＝f(t)对于t∈R恒成立，
所以f(x)是以2m为周期的周期函数.

3． 已知函数f(x)对任意实数x,都有f(x＋m)＝
[image: image1522.wmf])
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,求证:2m是f(x)的一个周期.
证明：由已知f(x＋2m)＝f[(x＋m)＋m]
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                     ＝f(x)
所以f(x)是以2m为周期的周期函数.

4． 已知函数f(x)对任意实数x,都有f(x＋m)＝－
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,求证:4m是f(x)的一个周期.
证明：由已知f(x＋2m)＝f[(x＋m)＋m]
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于是f(x＋4m)＝－
[image: image1526.wmf])
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所以f(x)是以4m为周期的周期函数.
5． 已知函数f(x)对任意实数x,都有f(a＋x)＝f(a－x)且f(b＋x)＝f(b－x),
求证:2|a－b|是f(x)的一个周期.(a≠b)
证明：不妨设a＞b
于是f(x＋2(a－b))＝f(a＋(x＋a－2b))
                  ＝f(a－(x＋a－2b))
                  ＝f(2b－x)
                  ＝f(b－(x－b))
                  ＝f(b＋(x－b))
                  ＝f(x)
∴ 2(a－b)是f(x)的一个周期
当a＜b时同理可得
所以，2|a－b|是f(x)的周期
6． 已知函数f(x)的定义域为N，且对任意正整数x，都有
f(x)＝f(x－1)＋f(x＋1)
若f(0)＝2004，求f(2004)
解：因为f(x)＝f(x－1)＋f(x＋1)
所以f(x＋1)＝f(x)＋f(x＋2)
两式相加得0＝f(x－1)＋f(x＋2)
即：f(x＋3)＝－f(x)
∴  f(x＋6)＝f(x)
f(x)是以6为周期的周期函数
2004＝6×334
∴ f(2004)＝f(0)＝2004
7． 已知对于任意a，b∈R，有f(a＋b)＋f(a－b)＝2f(a)f(b)，且f(x)≠0
⑴求证：f(x)是偶函数；
⑵若存在正整数m使得f(m)＝0，求满足f(x＋T)＝f(x)的一个T值(T≠0)
⑴证明：令a＝b＝0得，f(0)＝1(f(0)＝0舍去)
又令a＝0，得f(b)＝f(－b)，即f(x)＝f(－x)
所以，f(x)为偶函数
⑵令a＝x＋m，b＝m
得f(x＋2m)＋f(x)＝2f(x＋m)f(m)＝0
所以f(x＋2m)＝－f(x)
于是f(x＋4m)＝f[(x＋2m)＋2m]
             ＝－f(x＋2m)
             ＝f(x)
即T＝4m(周期函数)

8． 数列{an}中，a1＝a，a2＝b，且an＋2＝an＋1－an(n∈N＋)
①求a100；
②求S100.
解：由已知a1＝a，a2＝b，
所以a3＝b－a，a4＝－a，a5＝－b，a6＝a－b，a7＝a，a8＝b，……
由此可知，{an}是以6为周期的周期数列，
于是a100＝a6×16＋4＝a4＝－a
又注意到a1＋a2＋a3＋a4＋a5＋a6＝0
    S100＝a1＋a2＋a3＋……＋a96＋a97＋a98＋a99＋a100
       ＝0＋a97＋a98＋a99＋a100
       ＝a1＋a2＋a3＋a4
       ＝a＋b＋(b－a)＋(－a)
       ＝2b－a
9． 对每一个实数对x,y,函数f(t)满足f(x＋y)＝f(x)＋f(y)＋xy＋1,若f(－2)=－2,试求满足f(a)＝a的所有整数a.
解：令x＝y＝0，得f(0)＝－1
再令x＝y＝－1，得f(－2)＝2f(－1)＋2，又f(－2)＝－2
所以f(－1)＝－2
又令x＝1，y＝－1，可得f⑴＝1
令x＝y＝1得f⑵＝2f⑴＋1＋1＝4
令y＝1，得f(x＋1)＝f(x)＋x＋2
即f(x＋1)－f(x)＝x＋2                  ①
当x取任意正整数时，f(x＋1)－f(x)＞0
又f⑴＝1＞0
所以f(x)＞0
于是f(x＋1)＝f(x)＋x＋2＞x＋1
即对任意大于1的正整数t，f(t)＞t
在①中，令x＝－3，得f(－3)＝－1，进一步可得f(－4)＝1
注意到f(x)－f(x＋1)＝－(x＋2)
所以当x≤－4时，f(x)－f(x＋1)＞0
即f(x)＞f(x＋1)＞f(x＋2)＞……＞f(－4)＝1
所以x≤－4时，f(x)＞x
综上所述，满足f(a)＝a的整数只有a＝1或a＝－2

10． 设f(x)是一个从实数集R到R的一个映射,对于任意的实数x,都有|f(x)|≤1,并且f(x)+
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,求证:f(x)是周期函数.
证明：由已知f(x)+
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所以
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即    
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同理有
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由①②
[image: image1534.wmf])

42

7

x

(

f

)

42

49

x

(

f

)

x

(

f

)

42

42

x

(

f

+

-

+

=

-

+


                      
[image: image1535.wmf])

42

42

x

(

f

)

42

84

x

(

f

......

)

42

2

x

(

f

)

42

44

x

(

f

)

42

1

x

(

f

)

42

43

x

(

f

+

-

+

==

=

+

-

+

=

+

-

+

=


于是f(x＋1)－f(x)＝f(x＋2)－f(x＋1)，记这个差为d
同理f(x＋3)－f(x＋2)＝f(x＋2)－f(x＋1)＝d
     ……
    f(x＋n＋1)－f(x＋n)＝f(x＋n)－f(x＋n－1)
    ＝……
    ＝f(x＋1)－f(x)＝d
即是说数列{f(x＋n)}是一个以f(x)为首项，d为公差的等差数列
因此f(x＋n)＝f(x)＋nd＝f(x)＋n[f(x＋1)－f(x)]对所有的自然数n成立，
而对于x∈R，|f(x)|≤1，即f(x)有界，
故只有f(x＋1)－f(x)＝0
即f(x＋1)＝f(x)  x∈R
所以f(x)是周期为1的周期函数.
习题:

1. 函数f(x)是定义在R上的奇函数，且f(－1)＝3，对任意的x∈R，均有f(x＋4)＝f(x)＋f⑵，求f(2001)的值.

2. 设f(x)是定义在实数集上的以2为周期的周期函数，且是偶函数，当x∈[2，3]时，f(x)＝x，那么，当x∈[－2，0]时，求f(x)的解析式.

3. 已知函数f(x)对任意实数x,都有f(x＋m)＝－
[image: image1536.wmf])
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,求证:2m是f(x)的一个周期.

4. 已知函数f(x)对任意实数x,都有f(x＋m)＝
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(其中:a,b,c∈R,且a2＋bc≠0),求证:2m是f(x)的一个周期.

5. 已知函数f(x)对任意实数x,都有f(m＋x)＝f(m－x)，且f(x)是偶函数,
求证:2m是f(x)的一个周期.
6. 已知函数f(x)对任意实数x,都有f(m＋x)＝f(m－x)，且f(x)是奇函数,
求证:4m是f(x)的一个周期.
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