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初中数学竞赛大纲

（2006年修订试用稿）

 

中国数学会普及工作委员会制定

（2006年8月第14次全国数学普及工作会议讨论通过）

 

数学竞赛活动对于开发学生智力、开拓视野、促进教学改革、提高教学水平、发现和培养数学人才都有着积极的作用。这项活动也激励着广大青少年学习数学的兴趣，吸引他们去进行积极的探索，不断培养和提高他们的创造性思维能力。数学竞赛的教育功能显示出这项活动已成为中学数学教育的一个重要组成部分。

为了使全国数学竞赛活动持久、健康地发展，中国数学会普及工作委员会于1994年制定了《初中数学竞赛大纲》，这份大纲的制定对全国初中数学竞赛活动的开展起到了很好的指导作用，使我国初中数学竞赛活动日趋规范化和正规化。

新的数学课程标准的实施在一定程度上改变了初中数学课程的体系、内容和要求。同时，随着国内外数学竞赛活动的发展，对竞赛活动所涉及的知识内容、思想和方法等方面也有了一些的新的要求。为了使新的《初中数学竞赛大纲》能够更好地适应初中数学教育形势的发展和要求，经过广泛征求意见和多次讨论，中国数学会普及工作委员会组织了对《初中数学竞赛大纲》的修订。

本大纲是在《全日制义务教育数学课程标准（实验稿）》的精神和基础上制定的。在《全日制义务教育数学课程标准（实验稿）》中提到：“……要激发学生的学习潜能，鼓励学生大胆创新与实践；……要关注学生的个体差异，有效地实施有差异的教学，使每个学生都得到充分的发展；……”由于各种不同的因素，学生在数学知识、技能、能力方面和志趣上存在着差异，教学中要承认这种差异，区别对待，因材施教，因势利导。应根据基本要求和通过选学内容，适应学生的各种不同需要；对学有余力的学生，要通过讲授选学内容和组织课外活动等多种形式，满足他们的学习愿望，发展他们的数学才能；鼓励学生积极参加形式多样的课外实践活动。

学生的数学学习活动应当是一个生活活泼的、主动的和富有个性的过程，不应只限于接受、记忆、模仿和练习，应倡导自主探索、动手实践、合作交流、阅读自学等学习数学的方式。教师要根据学生的不同基础、不同水平、不同兴趣和发展方向给予具体的指导，引导学生主动地从事数学活动，从而使学生形成自己对数学知识的理解和有效的学习策略。教师应激发学生的学习积极性，向学生提供充分从事数学活动的机会，帮助他们在自主探索和合作交流的过程中真正理解和掌握基本的数学知识与技能、数学的思想和方法，获得广泛的数学活动经验。

《全日制义务教育数学课程标准（实验稿）》中所列出的内容是教学的要求，也是竞赛的基本要求。在竞赛中，对同样的知识内容在理解程度、灵活运用能力以及方法与技巧掌握的熟练程度等方面有更高的要求。“课堂教学为主，课外活动为辅”也是应遵循的原则。因此，本大纲所列的课程标准外的内容充分考虑到学生的实际情况，分阶段、分层次让学生逐步地去掌握，重在培养学生的学习兴趣、学习习惯和学习方法，使不同程度的学生在数学上都得到相应的发展，并且要贯彻“少而精”的原则，处理好普及与提高的关系。

初中数学竞赛大纲

1、数
整数及进位制的表示法，整除性及其判定。

质数和合数，最大公约数与最小公倍数。

奇数和偶数，奇偶性分析。

带余除法和利用余数分类。

完全平方数。

因数分解的表示法，约数个数的计算。

有理数的概念及表示法，无理数，实数，有理数和实数四则运算的封闭性。
2、代数式
综合除法、余式定理。

因式分解。

拆项、添项、配方、待定系数法。

对称式和轮换对称式。

整式、分式、根式的恒等变形。

恒等式的证明。

3、方程和不等式
含字母系数的一元一次方程、一元二次方程的解法，一元二次方程根的分布。

含绝对值的一元一次方程、一元二次方程的解法。

含字母系数的一元一次不等式的解法，一元二次不等式的解法。

含绝对值的一元一次不等式。

简单的多元方程组。

简单的不定方程（组）。

4、函数
y＝| ax + b |，y＝| ax2 + bx + c | 及y＝ax2 + b | x | + c的图像和性质。

二次函数在给定区间上的最值，简单分式函数的最值。

含字母系数的二次函数。

5、几何
三角形中的边角之间的不等关系。

面积及等积变换。

三角形的心（内心、外心、垂心、重心）及其性质。

相似形的概念和性质。

圆，四点共圆，圆幂定理。

四种命题及其关系。

6、逻辑推理问题
抽屉原理及其简单应用。

简单的组合问题。

简单的逻辑推理问题，反证法。

极端原理的简单应用。

枚举法及其简单应用。

高中数学竞赛大纲（2006年修订试用稿）
 

为了使全国数学竞赛活动持久、健康地开展，中国数学会普及工作委员会于1994年制定了《高中数学竞赛大纲》，这份大纲的制定对高中数学竞赛活动的开展起到了很好的指导作用，使我国高中数学竞赛活动日趋规范化和正规化。
    近年来，课程改革的实践，在一定程度上改变了我国中学数学课程的体系、内容和要求。同时，随着国内外数学竞赛活动的发展，对竞赛试题所涉及的知识、思想和方法等方面也有了一些新的要求。为了使新的《高中数学竞赛大纲》能够更好地适应高中数学教育形势的发展和要求, 经过广泛征求意见和多次讨论, 中国数学会普及工作委员会组织了对《高中数学竞赛大纲》的修订。
    本大纲是在教育部2002年《全日制普通高级中学数学教学大纲》的精神和基础上制定的。该教学大纲指出：“要促进每一个学生的发展，既要为所有的学生打好共同基础，也要注意发展学生的个性和特长；……在课内外教学中宜从学生的实际出发，兼顾学习有困难和学有余力的学生，通过多种途径和方法，满足他们的学习需求，发展他们的数学才能 。” 
    学生的数学学习活动应当是一个生动活泼、富有个性的过程，不应只限于接受、记忆、模仿和练习，还应倡导阅读自学、自主探索、动手实践、合作交流等学习数学的方式，这些方式有助于发挥学生学习的主动性。教师要根据学生的不同基础、不同水平、不同兴趣和发展方向给予具体的指导。教师应引导学生主动地从事数学活动，从而使学生形成自己对数学知识的理解和有效的学习策略。教师应激发学生的学习积极性，向学生提供充分从事数学活动的机会，帮助他们在自主探索和合作交流的过程中真正理解和掌握基本的数学知识与技能、数学的思想和方法，获得广泛的数学活动经验。对于学有余力并对数学有浓厚兴趣的学生，教师要为他们设置一些选学内容，提供足够的材料，指导他们阅读，发展他们的数学才能。
    教育部2002年《全日制普通高级中学数学教学大纲》中所列出的内容，是教学的要求，也是竞赛的基本要求。在竞赛中对同样的知识内容，在理解程度、灵活运用能力以及方法与技巧掌握的熟练程度等方面有更高的要求。“课堂教学为主，课外活动为辅”也是应遵循的原则。因此，本大纲所列的内容充分考虑到学生的实际情况，旨在使不同程度的学生都能在数学上得到相应的发展，同时注重贯彻”少而精”的原则。

    全国高中数学联赛
    全国高中数学联赛（一试）所涉及的知识范围不超出教育部2000年《全日制普通高级中学数学教学大纲》中所规定的教学要求和内容，但在方法的要求上有所提高。

    全国高中数学联赛加试
    全国高中数学联赛加试（二试）与国际数学奥林匹克接轨，在知识方面有所扩展；适当增加一些教学大纲之外的内容，所增加的内容是：
1.平面几何
几个重要定理：梅涅劳斯定理、塞瓦定理、托勒密定理、西姆松定理。
三角形中的几个特殊点:旁心、费马点，欧拉线。
几何不等式。
几何极值问题。
几何中的变换：对称、平移、旋转。
圆的幂和根轴。
面积方法，复数方法，向量方法，解析几何方法。

2.代数
周期函数，带绝对值的函数。
三角公式，三角恒等式，三角方程，三角不等式，反三角函数。
递归，递归数列及其性质，一阶、二阶线性常系数递归数列的通项公式。
第二数学归纳法。
平均值不等式，柯西不等式，排序不等式，切比雪夫不等式，一元凸函数。
复数及其指数形式、三角形式，欧拉公式，棣莫弗定理，单位根。
多项式的除法定理、因式分解定理，多项式的相等，整系数多项式的有理根*，多项式的插值公式*。
n次多项式根的个数，根与系数的关系，实系数多项式虚根成对定理。
函数迭代，简单的函数方程*

3. 初等数论
同余，欧几里得除法，裴蜀定理，完全剩余类，二次剩余，不定方程和方程组，高斯函数[x]，费马小定理，格点及其性质，无穷递降法，欧拉定理*，孙子定理*。

4.组合问题
圆排列，有重复元素的排列与组合，组合恒等式。
组合计数，组合几何。
抽屉原理。
容斥原理。
极端原理。
图论问题。
集合的划分。
覆盖。
平面凸集、凸包及应用*。

注：有*号的内容加试中暂不考，但在冬令营中可能考。    （完）
(2006年8月第14次全国数学普及工作会议讨论通过）
    从1981年中国数学会普及工作委员会举办全国高中数学联赛以来，在“普及的基础上不断提高”的方针指引下，全国数学竞赛活动方兴未艾，每年一次的竞赛活动吸引了广大青少年学生参加。1985年我国又步入国际数学奥林匹克殿堂，加强了数学课外教育的国际交流，20年来我国已跻身于国际数学奥林匹克强国之列。数学竞赛活动对于开发学生智力、开拓视野、促进教学改革、提高教学水平、发现和培养数学人才都有着积极的作用。这项活动也激励着广大青少年学习数学的兴趣，吸引他们去进行积极的探索，不断培养和提高他们的创造性思维能力。数学竞赛的教育功能显示出这项活动已成为中学数学教育的一个重要组成部分。
第二章  平面几何

第一讲    注意添加平行线证题
    在同一平面内,不相交的两条直线叫平行线.平行线是初中平面几何最基本的,也是非常重要的图形.在证明某些平面几何问题时,若能依据证题的需要,添加恰当的平行线,则能使证明顺畅、简洁.

    添加平行线证题,一般有如下四种情况.

1   为了改变角的位置
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图10

    大家知道,两条平行直线被第三条直线所截,同位角相等,内错角相等,同旁内角互补.利用这些性质,常可通过添加平行线,将某些角的位置改变,以满足求解的需要.

例1  设P、Q为线段BC上两点,且BP＝CQ,

A为BC外一动点(如图1).当点A运动到使
∠BAP＝∠CAQ时,△ABC是什么三角形？试
证明你的结论.

答： 当点A运动到使∠BAP＝∠CAQ时,△ABC为等腰三角形.

证明：如图1,分别过点P、B作AC、AQ的平行线得交点D.连结DA.

在△DBP＝∠AQC中,显然

∠DBP＝∠AQC,∠DPB＝∠C.

由BP＝CQ,可知

△DBP≌△AQC.

有DP＝AC,∠BDP＝∠QAC.

于是,DA∥BP,∠BAP＝∠BDP.

则A、D、B、P四点共圆,且四边形ADBP为等腰梯形.故AB＝DP.

    所以AB＝AC.

    这里,通过作平行线,将∠QAC“平推”到∠BDP的位置.由于A、D、B、P四点共圆,使证明很顺畅.
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例2  如图2,四边形ABCD为平行四边形,

∠BAF＝∠BCE.求证：∠EBA＝∠ADE. 
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证明：如图2,分别过点A、B作ED、EC

的平行线,得交点P,连PE.

    由AB    CD,易知△PBA≌△ECD.有

PA＝ED,PB＝EC.

    显然,四边形PBCE、PADE均为平行四边形.有

    ∠BCE＝∠BPE,∠APE＝∠ADE.

    由∠BAF＝∠BCE,可知

∠BAF＝∠BPE.

    有P、B、A、E四点共圆.

    于是,∠EBA＝∠APE.

    所以,∠EBA＝∠ADE.

    这里,通过添加平行线,使已知与未知中的四个角通过P、B、A、E四点共圆,紧密联系起来.∠APE成为∠EBA与∠ADE相等的媒介,证法很巧妙.

2   欲“送”线段到当处

    利用“平行线间距离相等”、“夹在平行线间的平行线段相等”这两条,常可通过添加平行线,将某些线段“送”到恰当位置,以证题.
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例3  在△ABC中,BD、CE为角平分线,P为ED上任意一点.过P分别作AC、AB、BC的垂线,M、N、Q为垂足.求证：PM＋PN＝PQ.

证明：如图3,过点P作AB的平行线交BD

于F,过点F作BC的平行线分别交PQ、AC

于K、G,连PG.

    由BD平行∠ABC,可知点F到AB、BC

两边距离相等.有KQ＝PN. 
    显然,
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,可知PG∥EC.

    由CE平分∠BCA,知GP平分∠FGA.有PK＝PM.于是,

    PM＋PN＝PK＋KQ＝PQ.

    这里,通过添加平行线,将PQ“掐开”成两段,证得PM＝PK,就有PM＋PN＝PQ.证法非常简捷.
3   为了线段比的转化
    由于“平行于三角形一边的直线截其它两边,所得对应线段成比例”,在一些问题中,可以通过添加平行线,实现某些线段比的良性转化.这在平面几何证题中是会经常遇到的.

例4  设M1、M2是△ABC的BC边上的点,且BM1＝CM2.任作一直线分别交AB、AC、AM1、AM2于P、Q、N1、N2.试证：
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证明：如图4,若PQ∥BC,易证结论成立. [image: image934.wmf]图6�

A

N

C

D

E

B

M


    若PQ与BC不平行,设PQ交直线BC

于D.过点A作PQ的平行线交直线BC于
E.

    由BM1＝CM2,可知BE＋CE＝M1E＋
M2E,易知
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则
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所以,
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  这里,仅仅添加了一条平行线,将求证式中的四个线段比“通分”,使公分母为DE,于是问题迎刃而解.

例5  AD是△ABC的高线,K为AD上一点,BK交AC于E,CK交AB于F.求证：∠FDA＝∠EDA.

[image: image935.wmf]图5�

M

P

A

Q

N

F

B

D

C

E

K

证明：如图5,过点A作BC的平行线,分

别交直线DE、DF、BE、CF于Q、P、
N、M. 
显然,
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有BD·AM＝DC·AN.                             (1)

由
[image: image29.wmf]BD

AP

＝
[image: image30.wmf]FB

AF

＝
[image: image31.wmf]BC

AM

,有

AP＝
[image: image32.wmf]BC

AM

BD

·

.                                     (2)

由
[image: image33.wmf]DC

AQ

＝
[image: image34.wmf]EC

AE

＝
[image: image35.wmf]BC

AN

,有

AQ＝
[image: image36.wmf]BC

AN

DC

·

.                                     (3)

对比(1)、(2)、(3)有  AP＝AQ.

显然AD为PQ的中垂线,故AD平分∠PDQ.

所以,∠FDA＝∠EDA.

这里,原题并未涉及线段比,添加BC的平行线,就有大量的比例式产生,恰当地运用这些比例式,就使AP与AQ的相等关系显现出来.

4   为了线段相等的传递
    当题目给出或求证某点为线段中点时,应注意到平行线等分线段定理,用平行线将线段相等的关系传递开去.
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例6  在△ABC中,AD是BC边上的中线,点M在AB边上,点N在AC边上,并且∠MDN＝90°.如果BM2＋CN2＝DM2＋DN2,求证：AD2＝
[image: image37.wmf]4

1

(AB2＋AC2).

证明：如图6,过点B作AC的平行线交ND

延长线于E.连ME.

    由BD＝DC,可知ED＝DN.有

△BED≌△CND. 
    于是,BE＝NC.

    显然,MD为EN的中垂线.有

    EM＝MN.

    由BM2＋BE2＝BM2＋NC2＝MD2＋DN2＝MN2＝EM2,可知△BEM为直角三角形,∠MBE＝90°.有

    ∠ABC＋∠ACB ＝∠ABC＋∠EBC＝90°.

    于是,∠BAC＝90°.

    所以,AD2＝
[image: image38.wmf]2
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(AB2＋AC2).
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    这里,添加AC的平行线,将BC的以D为中点的性质传递给EN,使解题找到出路.

例7  如图7,AB为半圆直径,D为AB上一点,

分别在半圆上取点E、F,使EA＝DA,FB＝DB.

过D作AB的垂线,交半圆于C.求证：CD平
分EF. 
证明：如图7,分别过点E、F作AB的垂线,G、H为垂足,连FA、EB.易知

    DB2＝FB2＝AB·HB,

    AD2＝AE2＝AG·AB.

    二式相减,得

    DB2－AD2＝AB·(HB－AG),

或  (DB－AD)·AB＝AB·(HB－AG).

于是,DB－AD＝HB－AG,

或  DB－HB＝AD－AG.

    就是DH＝GD.

    显然,EG∥CD∥FH.

    故CD平分EF.

    这里,为证明CD平分EF,想到可先证CD平分GH.为此添加CD的两条平行线EG、FH,从而得到G、H两点.证明很精彩.

    经过一点的若干直线称为一组直线束.

    一组直线束在一条直线上截得的线段相等,在该直线的平行直线上截得的线段也相等.

    如图8,三直线AB、AN、AC构成一组直线束,DE是与BC平行的直线.于是,有 
[image: image938.wmf]∥
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DM

＝
[image: image46.wmf]NC
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    此式表明,DM＝ME的充要条件是 BN＝NC. 
    利用平行线的这一性质,解决某些线段相等的问题会很漂亮.
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例8  如图9,ABCD为四边形,两组对边延长

后得交点E、F,对角线BD∥EF,AC的延长
线交EF于G.求证：EG＝GF.

证明：如图9,过C作EF的平行线分别交AE、
AF于M、N.由BD∥EF,可知MN∥BD.易知

    S△BEF＝S△DEF.

    有S△BEC＝S△ⅡKG－ *5ⅡDFC.

    可得MC＝CN.

    所以,EG＝GF.

[image: image940.png]B 45-11



例9  如图10,⊙O是△ABC的边BC外的旁
切圆,D、E、F分别为⊙O与BC、CA、AB

的切点.若OD与EF相交于K,求证：AK平
分BC.

证明：如图10,过点K作BC的行平线分别
交直线AB、AC于Q、P两点,连OP、OQ、
OE、OF.

    由OD⊥BC,可知OK⊥PQ. 
    由OF⊥AB,可知O、K、F、Q四点共圆,有  ∠FOQ＝∠FKQ.

    由OE⊥AC,可知O、K、P、E四点共圆.有  ∠EOP＝∠EKP.

    显然,∠FKQ＝∠EKP,可知 ∠FOQ＝∠EOP.

    由OF＝OE,可知 Rt△OFQ≌Rt△OEP. 则OQ＝OP.

    于是,OK为PQ的中垂线,故 QK＝KP. 所以,AK平分BC.

    综上,我们介绍了平行线在平面几何问题中的应用.同学们在实践中应注意适时添加平行线,让平行线在平面几何证题中发挥应有的作用.

练习题
1. 四边形ABCD中,AB＝CD,M、N分别为AD、BC的中点,延长BA交直线NM于E,延长CD交直线NM于F.求证：∠BEN＝∠CFN.
(提示：设P为AC的中点,易证PM＝PN.)

2. 设P为△ABC边BC上一点,且PC＝2PB.已知∠ABC＝45°,∠APC＝60°.求∠ACB.

(提示：过点C作PA的平行线交BA延长线于点D.易证△ACD∽△PBA.答：75°)

3. 六边开ABCDEF的各角相等,FA＝AB＝BC,∠EBD＝60°,S△EBD＝60cm2.求六边形ABCDEF的面积.

(提示：设EF、DC分别交直线AB于P、Q,过点E作DC的平行线交AB于点M.所求面积与
[image: image47.wmf]EMQD面积相等.答：120cm2)

4. AD为Rt△ABC的斜边BC上的高,P是AD的中点,连BP并延长交AC于E.已知AC:AB＝k.求AE:EC.

(提示：过点A作BC的平行线交BE延长线于点F.设BC＝1,有AD＝k,DC＝k2.答：
[image: image48.wmf]2
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)

5. AB为半圆直径,C为半圆上一点,CD⊥AB于D,E为DB上一点,过D作CE的垂线交CB于F.求证：
[image: image49.wmf]DE
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＝
[image: image50.wmf]FB

CF

.

(提示：过点F作AB的平行线交CE于点H.H为△CDF的垂心.)

6. 在△ABC中,∠A:∠B:∠C＝4:2:1,∠A、∠B、∠C的对边分别为a、b、c.求证：
[image: image51.wmf]a
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[image: image53.wmf]c
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.

(提示：在BC上取一点D,使AD＝AB.分别过点B、C作AD的平行线交直线CA、BA于点E、F.)

7. 分别以△ABC的边AC和BC为一边在△ABC外作正方形ACDE和CBFG,点P是EF的中点.求证：P点到边AB的距离是AB的一半.

8. △ABC的内切圆分别切BC、CA、AB于点D、E、F,过点F作BC的平行线分别交直线DA、DE于点H、G.求证：FH＝HG.

(提示：过点A作BC的平行线分别交直线DE、DF于点M、N.)

9. AD为⊙O的直径,PD为⊙O的切线,PCB为⊙O的割线,PO分别交AB、AC于点M、N.求证：OM＝ON.

(提示：过点C作PM的平行线分别交AB、AD于点E、F.过O作BP的垂线,G为垂足.AB∥GF.)

第二讲 巧添辅助 妙解竞赛题

    在某些数学竞赛问题中,巧妙添置辅助圆常可以沟通直线形和圆的内在联系,通过圆的有关性质找到解题途径.下面举例说明添置辅助圆解初中数学竞赛题的若干思路.

1   挖掘隐含的辅助圆解题
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    有些问题的题设或图形本身隐含着“点共圆”,此时若能把握问题提供的信息,恰当补出辅助圆,并合理挖掘图形隐含的性质,就会使题设和结论的逻辑关系明朗化.

1.1 　作出三角形的外接圆

例1  如图1,在△ABC中,AB＝AC,D是底边BC上一点,
E是线段AD上一点且∠BED＝2∠CED＝∠A.
求证：BD＝2CD.
分析：关键是寻求∠BED＝2∠CED与结论的联系.容易想到作∠BED的平分线,但因BE≠ED,故不能直接证出BD＝2CD.若延长AD交△ABC的外接圆于F,则可得EB＝EF,从而获取.

证明：如图1,延长AD与△ABC的外接圆相交于点F,连结CF与BF,则∠BFA＝∠BCA＝∠ABC＝∠AFC,即∠BFD＝∠CFD.故BF:CF＝BD:DC.

    又∠BEF＝∠BAC,∠BFE＝∠BCA,从而∠FBE＝∠ABC＝∠ACB＝∠BFE.

　　故EB＝EF.

    作∠BEF的平分线交BF于G,则BG＝GF.
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    因∠GEF＝
[image: image54.wmf]2
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∠BEF＝∠CEF,∠GFE＝∠CFE,故△FEG≌△FEC.从而GF＝FC.

    于是,BF＝2CF.故BD＝2CD.

1.2 利用四点共圆

例2  凸四边形ABCD中,∠ABC＝60°,∠BAD＝∠BCD＝90°, AB＝2,
CD＝1,对角线AC、BD交于点O,如图2.则sin∠AOB＝____.

分析：由∠BAD＝∠BCD＝90°可知A、B、C、D四点共圆,欲求sin∠AOB,
联想到托勒密定理,只须求出BC、AD即可.
解：因∠BAD＝∠BCD＝90°,故A、B、C、D四点共圆.延长BA、CD交于P,则∠ADP＝∠ABC＝60°.

设AD＝x,有AP＝
[image: image55.wmf]3

x,DP＝2x.由割线定理得(2＋
[image: image56.wmf]3

x)
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x＝2x(1＋2x).解得
AD＝x＝2
[image: image58.wmf]3

－2,BC＝
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BP＝4－
[image: image60.wmf]3

.

    由托勒密定理有

    BD·CA＝(4－
[image: image61.wmf]3

)(2
[image: image62.wmf]3

－2)＋2×1＝10
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－12.

    又SABCD＝S△ABD＋S△BCD＝
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例3  已知：如图3,AB＝BC＝CA＝AD,AH

⊥CD于H,CP⊥BC,CP交AH于P.求证：

△ABC的面积S＝
[image: image66.wmf]4

3

AP·BD. 
分析：因S△ABC＝
[image: image67.wmf]4

3

BC2＝
[image: image68.wmf]4
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AC·BC,只须证AC·BC＝AP·BD,转化为证△APC∽△BCD.这由A、B、C、Q四点共圆易证(Q为BD与AH交点).

证明：记BD与AH交于点Q,则由AC＝AD,AH⊥CD得∠ACQ＝∠ADQ.

    又AB＝AD,故∠ADQ＝∠ABQ.从而,∠ABQ＝∠ACQ. 可知A、B、C、Q四点共圆.

    ∵∠APC＝90°＋∠PCH＝∠BCD,∠CBQ＝∠CAQ,

    ∴△APC∽△BCD.

    ∴AC·BC＝AP·BD.

    于是,S＝
[image: image69.wmf]4

3

AC·BC＝
[image: image70.wmf]4

3

AP·BD.

2   构造相关的辅助圆解题

有些问题貌似与圆无关,但问题的题设或结论或图形提供了某些与圆的性质相似的信息,此时可大胆联想构造出与题目相关的辅助圆,将原问题转化为与圆有关的问题加以解决.
[image: image944.wmf]Erdos
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2.1 联想圆的定义构造辅助圆

例4  如图4,四边形ABCD中,AB∥CD,AD＝DC＝DB＝p,
BC＝q.求对角线AC的长. 
分析：由“AD＝DC＝DB＝p”可知A、B、C在半径为p的⊙D上.
利用圆的性质即可找到AC与p、q的关系.

解：延长CD交半径为p的⊙D于E点,连结AE.

显然A、B、C在⊙D上.
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    ∵AB∥CD,

∴BC＝AE.

    从而,BC＝AE＝q.

    在△ACE中,∠CAE＝90°,CE＝2p,AE＝q,故AC＝
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2

AE

CE

-

＝
[image: image72.wmf]2

2

4

q

p

-

.

2.2 联想直径的性质构造辅助圆

例5  已知抛物线y＝－x2＋2x＋8与x轴交于B、C两点，点D平分BC.若在x轴上侧的A点为抛物线上的动点,且∠BAC为锐角,则AD的取值范围是____.

分析：由“∠BAC为锐角”可知点A在以定线段BC为直径的圆外,又点A在x轴上侧,从而可确定动点A的范围,进而确定AD的取值范围.
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解：如图5,所给抛物线的顶点为A0(1,9),

对称轴为x＝1,与x轴交于两点B(－2,0)、

C(4,0). 
    分别以BC、DA为直径作⊙D、⊙E,则

两圆与抛物线均交于两点P(1－2
[image: image73.wmf]2
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    可知,点A在不含端点的抛物线PA0Q

内时,∠BAC＜90°.且有3＝DP＝DQ＜AD

≤DA0＝9,即AD的取值范围是3＜AD≤9.

2.3 联想圆幂定理构造辅助圆

例6  AD是Rt△ABC斜边BC上的高,∠B的平行线交AD于M,交AC于N.求证：AB2－AN2＝BM·BN.

分析：因AB2－AN2＝(AB＋AN)(AB－AN)＝BM·BN,而由题设易知AM＝AN,联想割线定理,构造辅助圆即可证得结论.

证明：如图6, 
[image: image949.wmf]∵∠2＋∠3＝∠4＋∠5＝90°,

又∠3＝∠4,∠1＝∠5,

∴∠1＝∠2.从而,AM＝AN.

    以AM长为半径作⊙A,交AB于F,交

BA的延长线于E.则AE＝AF＝AN.

    由割线定理有

    BM·BN＝BF·BE
    ＝(AB＋AE)(AB－AF)

    ＝(AB＋AN)(AB－AN)

    ＝AB2－AN2,

即  AB2－AN2＝BM·BN.

例7  如图7,ABCD是⊙O的内接四边形,延长AB和DC相交于E,延长AB和DC相交于E,延长AD和BC相交于F,EP和FQ分别切⊙O于P、Q.求证：EP2＋FQ2＝EF2.

分析：因EP和FQ是⊙O的切线,由结论联想到切割线定理,构造辅助圆使EP、FQ向EF转化.
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证明：如图7,作△BCE的外接圆交EF于G,连

结CG.

因∠FDC＝∠ABC＝∠CGE,故F、D、C、

G四点共圆.

由切割线定理,有

EF2＝(EG＋GF)·EF
        ＝EG·EF＋GF·EF
        ＝EC·ED＋FC·FB
＝EC·ED＋FC·FB
＝EP2＋FQ2,
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即  EP2＋FQ2＝EF2.

2.4 联想托勒密定理构造辅助圆

例8  如图8,△ABC与△A＇B＇

C＇的三边分别为a、b、c与a＇、

b＇、c＇,且∠B＝∠B＇,∠A＋∠A

＇＝180°.试证：aa＇＝bb＇＋cc＇. 
分析：因∠B＝∠B＇,∠A＋∠A＇＝180°,由结论联想到托勒密定理,构造圆内接四边形加以证明.

证明：作△ABC的外接圆,过C作CD∥AB交圆于D,连结AD和BD,如图9所示.

    ∵∠A＋∠A＇＝180°＝∠A＋∠D, 
[image: image952.wmf]∥

=

      ∠BCD＝∠B＝∠B＇,

    ∴∠A＇＝∠D,∠B＇＝∠BCD. 
    ∴△A＇B＇C＇∽△DCB.

    有
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    又AB∥DC,可知BD＝AC＝b,BC＝AD＝a.

    从而,由托勒密定理,得

    AD·BC＝AB·DC＋AC·BD,

即  a2＝c·
[image: image84.wmf]'
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    故aa＇＝bb＇＋cc＇.

练习题

1. 作一个辅助圆证明：△ABC中,若AD平分∠A,则
[image: image86.wmf]AC
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(提示：不妨设AB≥AC,作△ADC的外接圆交AB于E,证△ABC∽△DBE,从而
[image: image88.wmf]AC
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＝
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2. 已知凸五边形ABCDE中,∠BAE＝3a,BC＝CD＝DE,∠BCD＝∠CDE＝180°－2a.求证：∠BAC＝∠CAD＝∠DAE.

(提示：由已知证明∠BCE＝∠BDE＝180°－3a,从而A、B、C、D、E共圆,得∠BAC＝∠CAD＝∠DAE.)

3. 在△ABC中AB＝BC,∠ABC＝20°,在AB边上取一点M,使BM＝AC.求∠AMC的度数.
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(提示：以BC为边在△ABC外作正△KBC,连结KM,证B、M、C共圆,从而∠BCM＝
[image: image91.wmf]2

1

∠BKM＝10°,得∠AMC＝30°.)

4．如图10,AC是
[image: image92.wmf]ABCD较长的对角线,过C作

CF⊥AF,CE⊥AE.求证：AB·AE＋AD·AF＝AC2. 
(提示：分别以BC和CD为直径作圆交AC于点

G、H.则CG＝AH,由割线定理可证得结论.)

5. 如图11.已知⊙O1和⊙O2相交于A、B,直线

CD过A交⊙O1和⊙O2于C、D,且AC＝AD,EC、ED分别切两圆于C、D.求证：AC2＝AB·AE.

[image: image954.wmf]∥

=

(提示：作△BCD的外接圆⊙O3,延长BA交⊙O3

于F,证E在⊙O3上,得△ACE≌△ADF,从而AE

＝AF,由相交弦定理即得结论.)

6．已知E是△ABC的外接圆之劣弧BC的中点.

求证：AB·AC＝AE2－BE2. 
(提示：以BE为半径作辅助圆⊙E,交AE及其延长线于N、M,由△ANC∽△ABM证AB·AC＝AN·AM.)

7. 若正五边形ABCDE的边长为a,对角线长为b,试证：
[image: image93.wmf]a

b

－
[image: image94.wmf]b

a

＝1.

(提示：证b2＝a2＋ab,联想托勒密定理作出五边形的外接圆即可证得.) 
第三讲  巧添辅助 妙解竞赛题
在本小节中包括点共线、线共点的一般证明方法及梅涅劳斯定理、塞瓦定理的应用。

1. 点共线的证明

点共线的通常证明方法是：通过邻补角关系证明三点共线；证明两点的连线必过第三点；证明三点组成的三角形面积为零等。n(n≥4)点共线可转化为三点共线。

例1  如图，设线段AB的中点为C，以AC和CB为对角线作平行四边形AECD，BFCG。又作平行四边形CFHD，CGKE。求证：H，C，K三点共线。

[image: image955.wmf].
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证  连AK，DG，HB。

由题意，AD
[image: image95.wmf]EC
[image: image96.wmf]KG，知四边形AKGD是平行四边形，于是AK
[image: image97.wmf]DG。同样可证AK
[image: image98.wmf]HB。四边形AHBK是平行四边形，其对角线AB，KH互相平分。而C是AB中点，线段KH过C点，故K，C，H三点共线。

例2  如图所示，菱形ABCD中，∠A=120°，
[image: image99.wmf]O为△ABC外接圆，M为其上一点，连接MC交AB于E，AM交CB延长线于F。求证：D，E，F三点共线。

证  如图，连AC，DF，DE。
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因为M在
[image: image100.wmf]O上，

则∠AMC=60°=∠ABC=∠ACB，

有△AMC∽△ACF，得


[image: image101.wmf]CD
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。

又因为∠AMC=BAC，所以△AMC∽△EAC，得


[image: image102.wmf]AE
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。

所以
[image: image103.wmf]AE
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=

，又∠BAD=∠BCD=120°，知△CFD∽△ADE。所以∠ADE=∠DFB。因为AD∥BC，所以∠ADF=∠DFB=∠ADE，于是F，E，D三点共线。

例3  四边形ABCD内接于圆，其边AB与DC的延长线交于点P，AD与BC的延长线交于点Q。由Q作该圆的两条切线QE和QF，切点分别为E，F。求证：P，E，F三点共线。

证  如图。连接PQ，并在PQ上取一点M，使得B，C，M，P四点共圆，连CM，PF。设PF与圆的另一交点为E’，并作QG丄PF，垂足为G。
易如QE2=QM·QP=QC·QB      ①
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∠PMC=∠ABC=∠PDQ。

从而C，D，Q，M四点共圆，于是

PM·PQ=PC·PD   ②

由①，②得

PM·PQ+QM·PQ=PC·PD+QC·QB，

即PQ2=QC·QB+PC·PD。

易知PD·PC=PE’·PF，又QF2=QC·QB，有

PE’·PF+QF2=PD·PC+QC·AB=PQ2，

即PE’·PF=PQ2-QF2。又

PQ2－QF2=PG2－GF2=(PG+GF)·(PG－GF)

=PF·(PG－GF)，

从而PE’=PG－GF=PG－GE’，即GF=GE’，故E’与E重合。

所以P，E，F三点共线。

例4  以圆O外一点P，引圆的两条切线PA，PB，A，B为切点。割线PCD交圆O于C，D。又由B作CD的平行线交圆O于E。若F为CD中点，求证：A，F，E三点共线。

[image: image958.wmf]A
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证    如图，连AF，EF，OA，OB，OP，BF，OF，

延长FC交BE于G。

易如OA丄AP，OB丄BP，OF丄CP，
所以P，A，F，O，B五点共圆，
有∠AFP=∠AOP=∠POB=∠PFB。

又因CD∥BE，所以有

∠PFB=∠FBE，∠EFD=∠FEB，

而FOG为BE的垂直平分线，故EF=FB，∠FEB=∠EBF，

所以∠AFP=∠EFD，A，F，E三点共线。

2. 线共点的证明

证明线共点可用有关定理(如三角形的3条高线交于一点)，或证明第3条直线通过另外两条直线的交点，也可转化成点共线的问题给予证明。

例5  以△ABC的两边AB，AC向外作正方形ABDE，ACFG。△ABC的高为AH。求证：AH，BF，CD交于一点。

[image: image959.wmf]证    如图。延长HA到M，

使AM=BC。连CM，BM。

设CM与BF交于点K。

  在△ACM和△BCF中，

AC=CF，AM=BC，

∠MAC+∠HAC=180°，

∠HAC+∠HCA=90°，

并且∠BCF=90°+∠HCA，

因此∠BCF+∠HAC=180°

∠MAC=∠BCF。

从而△MAC≌△BCF，∠ACM=∠CFB。

所以∠MKF=∠KCF+∠KFC=∠KCF+∠MCF=90°，

即 BF丄MC。

同理CD丄MB。AH，BF，CD为△MBC的3条高线，故AH，BF，CD三线交于一点。

例6  设P为△ABC内一点，∠APB－∠ACB=∠APC－∠ABC。又设D，E分别是△APB及△APC的内心。证明：AP，BD，CE交于一点。

证   如图，过P向三边作垂线，垂足分别为R，S，T。

连RS，ST，RT，设BD交AP于M，CE交AP于N。
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     易知P，R，A，S；P，T，B，R；

P，S，C，T分别四点共圆，则

      ∠APB－∠ACB=∠PAC+∠PBC
=∠PRS+∠PRT

=∠SRT。

     同理，∠APC－∠ABC=∠RST，

由条件知∠SRT=∠RST，所以RT=ST。

     又RT=PBsinB，ST=PCsinC，

     所以PBsinB=PCsinC，那么


[image: image104.wmf]AC
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     由角平分线定理知
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。

     故M，N重合，即AP，BD，CE交于一点。

例7  
[image: image106.wmf]O1与
[image: image107.wmf]O2外切于P点，QR为两圆的公切线，其中Q，R分别为
[image: image108.wmf]O1，
[image: image109.wmf]O2上的切点，过Q且垂直于QO2的直线与过R且垂直于RO1的直线交于点I，IN垂直于O1O2，垂足为N，IN与QR交于点M。证明：PM，RO1，QO2三条直线交于一点。

证    如图，设RO1与QO2交于点O，连MO，PO。

      因为∠O1QM=∠O1NM=90°，所以Q，O1，N，M四点共圆，有∠QMI=∠QO1O2。       

而∠IQO2=90°=∠RQO1，[image: image961.wmf]¡¤

¡¤

P

O

A

B

C

D

所以∠IQM=∠O2QO1，

故△QIM∽△QO2O1，得
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      同理可证
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。因此
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因为QO1∥RO2，所以有
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由①，②得MO∥QO1。 又由于O1P=O1Q，PO2=RO2，

所以 
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即OP∥RO2。从而MO∥QO1∥RO2∥OP，故M，O，P三点共线，所以PM，RO1，QO2三条直线相交于同一点。

3. 塞瓦定理、梅涅劳斯定理及其应用

定理1  (塞瓦(Ceva)定理):
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设P，Q，R分别是△ABC的BC，CA，AB边上的点。若AP，BQ，CR相交于一点M，则


[image: image115.wmf]1
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证  如图，由三角形面积的性质，有
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[image: image118.wmf]AMB
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以上三式相乘，得
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定理2 (定理1的逆定理):  

设P，Q，R分别是△ABC的BC，CA，AB上的点。若
[image: image120.wmf]1

=

×

×

RB

AR

QA

CQ

PC

BP

，则AP，BQ，CR交于一点。

证  如图，设AP与BQ交于M，连CM，交AB于R’。

由定理1有
[image: image121.wmf]1
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于是R’与R重合，故AP，BQ，CR交于一点。

定理3  (梅涅劳斯(Menelaus)定理):  

一条不经过△ABC任一顶点的直线和三角形三边BC，CA，AB(或它们的延长线)分别交于P，Q，R，则

[image: image963.wmf]
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证  如图，由三角形面积的性质，有
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将以上三式相乘，得
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定理4 (定理3的逆定理): 

设P，Q，R分别是△ABC的三边BC，CA，AB或它们延长线上的3点。若


[image: image129.wmf]1
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则P，Q，R三点共线。

定理4与定理2的证明方法类似。

塞瓦定理和梅涅劳斯定理在证明三线共点和三点共线以及与之有关的题目中有着广泛的应用。

例8  如图，在四边形ABCD中，对角线AC平分∠BAD。在CD上取一点E，BE与AC相交于F，延长DF交BC于G。求证：∠GAC=∠EAC。

证   如图，连接BD交AC于H，

[image: image964.wmf]过点C作AB的平行线交AG的延长线于I，过点C作AD的平行线交AE的延长线于J。

对△BCD用塞瓦定理，可得
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   ①

因为AH是∠BAD的角平分线，

由角平分线定理知
[image: image131.wmf]AD
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代入①式得


[image: image132.wmf]1

=

×

×

EC

DE

AD

AB

GB

CG

    ②

因为CI∥AB，CJ∥AD，则
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[image: image134.wmf]CJ
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代入②式得
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从而CI=CJ。又由于

       ∠ACI=180°－∠BAC=180°－∠DAC=∠ACJ，

所以△ACI≌△ACJ，故∠IAC=∠JAC，即∠GAC=∠EAC.

例9  ABCD是一个平行四边形，E是AB上的一点，F为CD上的一点。AF交ED于G，EC交FB于H。连接线段GH并延长交AD于L，交BC于M。求证：DL=BM.

证   如图，设直线LM与BA的延长线交于点J，与DC的延长线交于点I。在△ECD与△FAB中分别使用梅涅劳斯定理，得
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因为AB∥CD，所以


[image: image138.wmf]GF

AG

GD

EG

=

， 
[image: image139.wmf]HB

FH

HE

CH

=

.

从而
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 EMBED Equation.3  [image: image142.wmf]AJ
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且BM+MC=BC=AD=AL+LD. 所以BM=DL。

例10  在直线l的一侧画一个半圆T，C，D是T上的两点，T上过C和D的切线分别交l于B和A，半圆的圆心在线段BA上，E是线段AC和BD的交点，F是l上的点，EF垂直l。求证：EF平分∠CFD。
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证    如图，设AD与BC相交于点P，用O表示半圆T的圆心。过P作PH丄l于H，连OD，OC，OP。

由题意知Rt△OAD∽Rt△PAH，

于是有


[image: image144.wmf]DO
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类似地，Rt△OCB∽Rt△PHB， 

则有


[image: image145.wmf]CO

HP

BC

BH

=

.

由CO=DO，有
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由塞瓦定理的逆定理知三条直线AC，BD，PH相交于一点，即E在PH上，点H与F重合。

因∠ODP=∠OCP=90°，所以O，D，C，P四点共圆，直径为OP. 又∠PFC=90°，从而推得点F也在这个圆上，因此

∠DFP=∠DOP=∠COP=∠CFP，

所以EF平分∠CFD。
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例11  如图，四边形ABCD内接于圆，AB，DC延长线交于E，AD、BC延长线交于F，P为圆上任意一点，PE，PF分别交圆于R，S. 若对角线AC与BD相交于T. 求证：R，T，S三点共线。

   先证两个引理。

引理1:
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A1B1C1D1E1F1为圆内接六边形，若A1D1，B1E1，C1F1交于一点，则有
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如图，设A1D1，B1E1，C1F1交于点O，根据圆内接多边形的性质易知

· OA1B1∽△OE1D1，△OB1C1∽△OF1E1，

△OC1D1∽△OA1F1，从而有
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将上面三式相乘即得
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引理2：

圆内接六边形A1B1C1D1E1F1，若满足
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则其三条对角线A1D1，B1E1，C1F1交于一点。

该引理与定理2的证明方法类似，留给读者。

例11之证明如图，连接PD，AS，RC，BR，AP，SD.

由△EBR∽△EPA，△FDS∽△FPA，知
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两式相乘，得
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又由△ECR∽△EPD，△FPD∽△FAS，知
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由①，②得
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 EMBED Equation.3  [image: image162.wmf]CE
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对△EAD应用梅涅劳斯定理，有
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由③，④得
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由引理2知BD，RS，AC交于一点，所以R，T，S三点共线。

练   习

A组

1. 由矩形ABCD的外接圆上任意一点M向它的两对边引垂线MQ和MP，向另两边延长线引垂线MR，MT。证明：PR与QT垂直，且它们的交点在矩形的一条对角线上。

2. 在△ABC的BC边上任取一点P，作PD∥AC，PE∥AB，PD，PE和以AB，AC为直径而在三角形外侧所作的半圆的交点分别为D，E。求证：D，A，E三点共线。

3. 一个圆和等腰三角形ABC的两腰相切，切点是D，E，又和△ABC的外接圆相切于F。求证：△ABC的内心G和D，E在一条直线上。

4. 设四边形ABCD为等腰梯形，把△ABC绕点C旋转某一角度变成△A’B’C’。证明：线段A’D, BC和B’C的中点在一条直线上。

5. 四边形ABCD内接于圆O，对角线AC与BD相交于P。设三角形ABP，BCP，CDP和DAP的外接圆圆心分别是O1，O2，O3，O4。求证：OP，O1O3，O2O4三直线交于一点。

6. 求证：过圆内接四边形各边的中点向对边所作的4条垂线交于一点。

7. △ABC为锐角三角形，AH为BC边上的高，以AH为直径的圆分别交AB，AC于M，N；M，N与A不同。过A作直线lA垂直于MN。类似地作出直线lB与lC。证明：直线lA，lB，lC共点。

8. 以△ABC的边BC，CA，AB向外作正方形，A1，B1，C1是正方形的边BC，CA，AB的对边的中点。求证：直线AA1，BB1，CC1相交于一点。

9. 过△ABC的三边中点D，E，F向内切圆引切线，设所引的切线分别与EF，FD，DE交于I，L，M。求证：I，L，M在一条直线上。

B组

10. 设A1，B1，C1是直线l1上的任意三点，A2，B2，C2是另一条直线l2上的任意三点，A1B2和B1A2交于L，A1C2和A2C1交于M，B1C2和B2C1交于N。求证：L，M，N三点共线。

11. 在△ABC，△A’B’C’中，连接AA’，BB’，CC’，使这3条直线交于一点S。求证：AB与A’B’、BC与B’C’、CA与C’A’的交点F，D，E在同一条直线上(笛沙格定理)。

12. 设圆内接六边形ABCDEF的对边延长线相交于三点P，Q，R，则这三点在一条直线上(帕斯卡定理)。

第四讲  四点共圆问题

“四点共圆”问题在数学竞赛中经常出现，这类问题一般有两种形式：一是以“四点共圆”作为证题的目的，二是以“四点共圆”作为解题的手段，为解决其他问题铺平道路.判定“四点共圆”的方法，用得最多的是统编教材《几何》二册所介绍的两种（即P89定理和P93例3），由这两种基本方法推导出来的其他判别方法也可相机采用.
1　“四点共圆”作为证题目的

例1．给出锐角△ABC，以AB为直径的圆与AB边的高CC′及其延长线交于M，N.以AC为直径的圆与AC边的高BB′及其延长线将于P，Q.求证：M，N，P，Q四点共圆.

(第19届美国数学奥林匹克)
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分析：设PQ，MN交于K点，连接AP，AM. 
欲证M，N，P，Q四点共圆，须证

MK·KN＝PK·KQ，

即证(MC′-KC′)(MC′+KC′)

＝(PB′-KB′)·(PB′+KB′)

      或MC′2-KC′2=PB′2-KB′2 .                    ①

不难证明 AP=AM，从而有

AB′2+PB′2=AC′2+MC′2.
故 MC′2-PB′2=AB′2-AC′2
              =(AK2-KB′2)-(AK2-KC′2)

              =KC′2-KB′2.                    ②

由②即得①，命题得证.
例2．A、B、C三点共线，O点在直线外，O1，O2，O3分别为△OAB，△OBC，△OCA的外心.求证：O，O1，O2，O3四点共圆.(第27届莫斯科数学奥林匹克)
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分析：作出图中各辅助线.易证O1O2垂直平分OB，O1O3垂直平分OA.观察△OBC及其外接圆，立得∠OO2O1=
[image: image165.wmf]2

1

∠OO2B=∠OCB.观察△OCA及其外接圆，立得∠OO3O1=
[image: image166.wmf]2

1

∠OO3A=∠OCA.
由∠OO2O1=∠OO3O1
[image: image167.wmf]Þ

O，O1，O2，O3共圆.
利用对角互补，也可证明O，O1，O2，O3四点共圆，请同学自证.
2　以“四点共圆”作为解题手段

这种情况不仅题目多，而且结论变幻莫测，可大体上归纳为如下几个方面.
(1)证角相等

例3．在梯形ABCD中，AB∥DC，AB＞CD，K，M分别在AD，BC上，∠DAM＝∠CBK.
[image: image971.wmf]D
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　　　求证：∠DMA＝∠CKB.

（第二届袓冲之杯初中竞赛）

分析：易知A，B，M，K四点共圆.连接KM，

有∠DAB＝∠CMK.∵∠DAB+∠ADC

＝180°，

　　　∴∠CMK+∠KDC＝180°.
　　　故C，D，K，M四点共圆
[image: image168.wmf]Þ

∠CMD＝∠DKC.
　　　但已证∠AMB＝∠BKA，

　　　∴∠DMA＝∠CKB.
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(2)证线垂直

例4．⊙O过△ABC顶点A，C，且与AB，

BC交于K，N(K与N不同).△ABC 
外接圆和△BKN外接圆相交于B和

M.求证：∠BMO=90°.

(第26届IMO第五题)

分析：这道国际数学竞赛题，曾使许多选手望而却步.其实，只要把握已知条件和图形特点，借助“四点共圆”，问题是不难解决的.
      连接OC，OK，MC，MK，延长BM到G.易得∠GMC=

∠BAC=∠BNK=∠BMK.而∠COK=2·∠BAC=∠GMC+

∠BMK=180°-∠CMK，

      ∴∠COK+∠CMK=180°
[image: image169.wmf]Þ

C，O，K，M四点共圆.
[image: image973.wmf]H

C

A

D

B

G

I

J

E

F

[image: image974.wmf]A

R

Q

B

C

P

      在这个圆中，由

      OC=OK
[image: image170.wmf]Þ

 OC=OK
[image: image171.wmf]Þ

∠OMC=∠OMK.
      但∠GMC=∠BMK，

      故∠BMO=90°.
(3)判断图形形状

例5．四边形ABCD内接于圆，△BCD，△ACD，△ABD，△ABC的内心依次记为IA，IB，IC，ID.试证：IAIBICID是矩形.(第一届数学奥林匹克国家集训选拔试题)

分析：连接AIC，AID，BIC，BID和DIB.易得
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∠AICB=90°+
[image: image172.wmf]2

1

∠ADB=90°+
[image: image173.wmf]2
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∠ACB=∠AIDB
[image: image174.wmf]Þ

A，B，ID，IC四点共圆.
同理，A，D，IB，IC四点共圆.此时

∠AICID=180°-∠ABID =180°-
[image: image175.wmf]2

1

∠ABC，

∠AICIB=180°-∠ADIB=180°-
[image: image176.wmf]2

1

∠ADC，

∴∠AICID+∠AICIB
=360°-
[image: image177.wmf]2

1

(∠ABC+∠ADC)

=360°-
[image: image178.wmf]2

1

×180°=270°.
故∠IBICID=90°.
同样可证IAIBICID其它三个内角皆为90°.该四边形必为矩形.
(4)计算

例6．正方形ABCD的中心为O，面积为1989㎝2.P为正方形内一点，且∠OPB=45°，PA:PB=5:14.则PB=__________
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(1989，全国初中联赛)

分析：答案是PB=42㎝.怎样得到的呢？

连接OA，OB.易知O，P，A，B

四点共圆，有∠APB=∠AOB=90°. 
故PA2+PB2=AB2=1989.
由于PA:PB=5:14，可求PB.
(5)其他

例7．设有边长为1的正方形，试在这个正方形的内接正三角形中找出面积最大的和一个面积最小的，并求出这两个面积(须证明你的论断).

(1978，全国高中联赛)
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分析：设△EFG为正方形ABCD 的一个内接正三角形，由于正三角形的三个顶点至少必落在正方形的三条边上，所以不妨令F，G两点在正方形的一组对边上. 作正△EFG的高EK，易知E，K，G，D四点共圆
[image: image179.wmf]Þ

∠KDE=∠KGE=60°.同理，∠KAE=60°.故△KAD也是一个正三角形，K必为一个定点.
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 又正三角形面积取决于它的边长，当KF丄AB时，边长为1，这时边长最小，而面积S=
[image: image180.wmf]4

3

也最小.当KF通过B点时，边长为2·
[image: image181.wmf]3

2

-

，这时边长最大，面积S=2
[image: image182.wmf]3

-3也最大.
例8．NS是⊙O的直径，弦AB丄NS于M，P为ANB上异于N的任一点，PS交AB于R，PM的延长线交⊙O于Q.求证：RS＞MQ.

(1991，江苏省初中竞赛)

分析：连接NP，NQ，NR，NR的延长线交⊙O于Q′.连接MQ′，SQ′. 易证N，M，R，P四点共圆，从而，∠SNQ′=∠MNR=∠MPR=∠SPQ=∠SNQ.
      根据圆的轴对称性质可知Q与Q′关于NS成轴对称
[image: image183.wmf]Þ

MQ′=MQ.
      又易证M，S，Q′，R四点共圆，且RS是这个圆的直径(∠RMS=90°)，MQ′是一条弦(∠MSQ′＜90°)，故RS＞MQ′.但MQ=MQ′，所以，RS＞MQ.
练习题

1.⊙O1交⊙O2 于A，B两点，射线O1A交⊙O2 于C点，射线O2A

交⊙O1 于D点.求证：点A是△BCD的内心.
(提示：设法证明C，D，O1，B四点共圆，再证C，D，B，O2

四点共圆，从而知C，D，O1，B，O2五点共圆.)

2.△ABC为不等边三角形.∠A及其外角平分线分别交对边中垂线于A1，A2；同样得到B1，B2，C​1，C2.求证：A1A2=B1B2=C1C2.
  (提示：设法证∠ABA1与∠ACA1互补造成A，B，A1，C四点共圆；再证A，A2，B，C四点共圆，从而知A1，A2都是△ABC的外接圆上，并注意∠A1AA2=90°.)

3.设点M在正三角形三条高线上的射影分别是M1，M2，M3(互不重合).求证：△M1M2M3也是正三角形.
4.在Rt△ABC中，AD为斜边BC上的高，P是AB上的点，过A点作PC的垂线交过B所作AB的垂线于Q点.求证：PD丄QD.
  (提示：证B，Q，E，P和B，D，E，P分别共圆)

5.AD，BE，CF是锐角△ABC的三条高.从A引EF的垂线l1，从B引FD的垂线l2，从C引DE的垂线l3.求证：l1，l2，l3三线共点.(提示：过B作AB的垂线交l1于K，证：A，B，K，C四点共圆)

第五讲  三角形的五心

三角形的外心、重心、垂心、内心及旁心，统称为三角形的五心.

一、外心.

三角形外接圆的圆心，简称外心.与外心关系密切的有圆心角定理和圆周角定理.

例1．过等腰△ABC底边BC上一点P引PM∥CA交AB于M；引PN∥BA交AC于N.作点P关于MN的对称点P′.试证：P′点在△ABC外接圆上.

[image: image979.wmf]A

P

B

D

F

C

O

E

G

(杭州大学《中学数学竞赛习题》)

分析：由已知可得MP′=MP=MB，NP′=NP

=NC，故点M是△P′BP的外心，点

N是△P′PC的外心.有

      ∠BP′P=
[image: image184.wmf]2
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∠BMP=
[image: image185.wmf]2

1

∠BAC，

      ∠PP′C=
[image: image186.wmf]2

1

∠PNC=
[image: image187.wmf]2

1

∠BAC.

      ∴∠BP′C=∠BP′P+∠P′PC=∠BAC.

      从而，P′点与A，B，C共圆、即P′在△ABC外接圆上.

      由于P′P平分∠BP′C，显然还有

      P′B:P′C=BP:PC.

例2．在△ABC的边AB，BC，CA上分别取点P，Q，S.证明以△APS，△BQP，△CSQ的外心为顶点的三角形与△ABC相似.
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      (B·波拉索洛夫《中学数学奥林匹克》)

分析：设O1，O2，O3是△APS，△BQP，

△CSQ的外心，作出六边形

O1PO2QO3S后再由外

心性质可知

      ∠PO1S=2∠A，

      ∠QO2P=2∠B，

      ∠SO3Q=2∠C.

      ∴∠PO1S+∠QO2P+∠SO3Q=360°.从而又知∠O1PO2+

∠O2QO3+∠O3SO1=360°

      将△O2QO3绕着O3点旋转到△KSO3，易判断△KSO1≌△O2PO1，同时可得△O1O2O3≌△O1KO3.

      ∴∠O2O1O3=∠KO1O3=
[image: image188.wmf]2
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∠O2O1K
              =
[image: image189.wmf]2

1

(∠O2O1S+∠SO1K)

              =
[image: image190.wmf]2

1

(∠O2O1S+∠PO1O2)

              =
[image: image191.wmf]2

1

∠PO1S=∠A；

      同理有∠O1O2O3=∠B.故△O1O2O3∽△ABC.

二、重心

    三角形三条中线的交点，叫做三角形的重心.掌握重心将每

条中线都分成定比2:1及中线长度公式，便于解题.
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例3．AD，BE，CF是△ABC的三条中线，P是任意一点.证明：在△PAD，△PBE，△PCF中，其中一个面积等于另外两个面积的和.

      (第26届莫斯科数学奥林匹克)

分析：设G为△ABC重心，直线PG与AB

，BC相交.从A，C，D，E，F分别

作该直线的垂线，垂足为A′，C′，

D′，E′，F′.

      易证AA′=2DD′，CC′=2FF′，2EE′=AA′+CC′，

      ∴EE′=DD′+FF′.

      有S△PGE=S△PGD+S△PGF.

      两边各扩大3倍，有S△PBE=S△PAD+S△PCF.

例4．如果三角形三边的平方成等差数列，那么该三角形和由它的三条中线围成的新三角形相似.其逆亦真.

分析：将△ABC简记为△，由三中线AD，BE，CF围成的三角形简记为△′.G为重心，连DE到H，使EH=DE，连HC，HF，则△′就是△HCF.

      (1)a2，b2，c2成等差数列
[image: image192.wmf]Þ

△∽△′.

      若△ABC为正三角形，易证△∽△′.

      不妨设a≥b≥c，有

      CF=
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      BE=
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      AD=
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      将a2+c2=2b2，分别代入以上三式，得

      CF=
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，BE=
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，AD=
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      ∴CF:BE:AD =
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:
[image: image200.wmf]b
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:
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                  =a:b:c.

      故有△∽△′.           

      (2)△∽△′
[image: image202.wmf]Þ

a2，b2，c2成等差数列.

      当△中a≥b≥c时，

      △′中CF≥BE≥AD.

　　　∵△∽△′，

　　　∴
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      据“三角形的三条中线围成的新三角形面积等于原三角形面积的
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”，有
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 EMBED Equation.3  [image: image210.wmf]Þ

3a2=4CF2=2a2+b2-c2

[image: image211.wmf]Þ

a2+c2=2b2.

三、垂心

    三角形三条高的交战，称为三角形的垂心.由三角形的垂心造成的四个等(外接)圆三角形，给我们解题提供了极大的便利.

例5．设A1A2A3A4为⊙O内接四边形，H1，H2，H3，H4依次为

△A2A3A4，△A3A4A1，△A4A1A2，△A1A2A3的垂心.求证：H1，H2，H3，H4四点共圆，并确定出该圆的圆心位置.
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      (1992，全国高中联赛)

分析：连接A2H1，A1H2，H1H2，记圆半径

为R.由△A2A3A4知
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[image: image213.wmf]Þ

A2H1=2Rcos∠A3A2A4；

      由△A1A3A4得

      A1H2=2Rcos∠A3A1A4.
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图11

      但∠A3A2A4=∠A3A1A4，故A2H1=A1H2.
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图10

      易证A2H1∥A1A2，于是，A2H1   A1H2，

      故得H1H2  A2A1.设H1A1与H2A2的交点为M，故H1H2与A1A2关于M点成中心对称.

      同理，H2H3与A2A3，H3H4与A3A4，H4H1与A4A1都关于M点成中心对称.故四边形H1H2H3H4与四边形A1A2A3A4关于M点成中心对称，两者是全等四边形，H1，H2，H3，H4在同一个圆上.后者的圆心设为Q，Q与O也关于M成中心对称.由O，M两点，Q点就不难确定了.

例6．H为△ABC的垂心，D，E，F分别是BC，CA，AB的中心.一个以H为圆心的⊙H交直线EF，FD，DE于A1，A2，B1，B2，C1，C2.
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      求证：AA1=AA2=BB1=BB2=CC1=CC2.

      (1989，加拿大数学奥林匹克训练题)

分析：只须证明AA1=BB1=CC1即可.设

BC=a， CA=b，AB=c，△ABC外

接圆半径为R，⊙H的半径为r. 
      连HA1，AH交EF于M.

      A
[image: image214.wmf]2

1

A

=AM2+A1M2=AM2+r2-MH2
                   =r2+(AM2-MH2)，                              ①

      又AM2-HM2=(
[image: image215.wmf]2

1

AH1)2-(AH-
[image: image216.wmf]2

1

AH1)2
                 =AH·AH1-AH2=AH2·AB-AH2
                                  =cosA·bc-AH2，                       ②

      而
[image: image217.wmf]ABH

AH

Ð

sin

=2R
[image: image218.wmf]Þ

AH2=4R2cos2A,


[image: image219.wmf]A

a

sin

=2R
[image: image220.wmf]Þ

a2=4R2sin2A.

∴AH2+a2=4R2，AH2=4R2-a2.                       ③

由①、②、③有

A
[image: image221.wmf]2
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A

=r2+
[image: image222.wmf]bc
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·bc-(4R2-a2)

=
[image: image223.wmf]2

1

(a2+b2+c2)-4R2+r2.

同理，
[image: image224.wmf]2
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BB

=
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(a2+b2+c2)-4R2+r2，


[image: image226.wmf]2

1

CC

=
[image: image227.wmf]2

1

(a2+b2+c2)-4R2+r2.

故有AA1=BB1=CC1.

四、内心

三角形内切圆的圆心，简称为内心.对于内心，要掌握张角公式，还要记住下面一个极为有用的等量关系：
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设I为△ABC的内心，射线AI交△ABC外接圆于A′，则有A ′I=A′B=A′C.换言之，点A′必是△IBC之外心(内心的等量关系之逆同样有用).

例7．ABCD为圆内接凸四边形，取

△DAB，△ABC，△BCD，

△CDA的内心O1， O2，O3，

O4.求证：O1O2O3O4为矩形.

      (1986，中国数学奥林匹克集训题)

证明见《中等数学》1992；4

例8．已知⊙O内接△ABC，⊙Q切AB，AC于E，F且与⊙O内切.试证：EF中点P是△ABC之内心.

(B·波拉索洛夫《中学数学奥林匹克》)
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分析：在第20届IMO中，美国提供的一道题实际上是例8的一种特例，但它增加了条件AB=AC.当AB≠AC，怎样证明呢？ 
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      如图，显然EF中点P、圆心Q，BC中点K都在∠BAC平分线上.易知AQ=
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      ∵QK·AQ=MQ·QN，

      ∴QK=
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      由Rt△EPQ知PQ=
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      ∴PK=PQ+QK=
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      ∴PK=BK.
[image: image236.wmf]a



 EMBED Equation.3  [image: image237.wmf]
      利用内心等量关系之逆定理，即知P是△ABC这内心.

五、旁心

    三角形的一条内角平分线与另两个内角的外角平分线相交于

一点，是旁切圆的圆心，称为旁心.旁心常常与内心联系在一起，

旁心还与三角形的半周长关系密切.

例9．在直角三角形中，求证：r+ra+rb+rc=2p.

      式中r，ra，rb，rc分别表示内切圆半径及与a，b，c相切的旁切圆半径，p表示半周.

[image: image989.wmf]      (杭州大学《中学数学竞赛习题》)

分析：设Rt△ABC中，c为斜边，先来证明一个特性：

p(p-c)=(p-a)(p-b).

∵p(p-c)=
[image: image238.wmf]2

1

(a+b+c)·
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(a+b-c)

        =
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[(a+b)2-c2] 
        =
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ab；

(p-a)(p-b)=
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(-a+b+c)·
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1

(a-b+c)

          =
[image: image244.wmf]4
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[c2-(a-b)2]=
[image: image245.wmf]2

1

ab.

∴p(p-c)=(p-a)(p-b).                            ①

观察图形，可得

ra=AF-AC=p-b，

rb=BG-BC=p-a，

rc=CK=p.

而r=
[image: image246.wmf]2

1

(a+b-c)

    =p-c.

∴r+ra+rb+rc
 =(p-c)+(p-b)+(p-a)+p
 =4p-(a+b+c)=2p.

由①及图形易证.

例10．M是△ABC边AB上的任意一点.r1，r2，r分别是△AMC，△BMC，△ABC内切圆的半径，q1，q2，q分别是上述三角形在∠ACB内部的旁切圆半径.证明：
[image: image247.wmf]1

1

q

r

·
[image: image248.wmf]2

2

q

r

=
[image: image249.wmf]q

r

.

(IMO-12)

分析：对任意△A′B′C′，由正弦定理可知
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OD=OA′·
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六、众心共圆

这有两种情况：(1)同一点却是不同三角形的不同的心；(2)同一图形出现了同一三角形的几个心.

例11．设在圆内接凸六边形ABCDFE中，AB=BC，CD=DE，EF=FA.试证：(1)AD，BE，CF三条对角线交于一点；

            (2)AB+BC+CD+DE+EF+FA≥AK+BE+CF.

      (1991，国家教委数学试验班招生试题)

分析：连接AC，CE，EA，由已知可证AD，CF，EB是△ACE的三条内角平分线，I为△ACE的内心.从而有ID=CD=DE，

      IF=EF=FA，

[image: image991.wmf]      IB=AB=BC.

[image: image992.wmf]      再由△BDF，易证BP，DQ，FS是它的三条高，I是它的垂心，利用      不等式有：

      BI+DI+FI≥2·(IP+IQ+IS).

      不难证明IE=2IP，IA=2IQ，IC=2IS. 
      ∴BI+DI+FI≥IA+IE+IC.

      ∴AB+BC+CD+DE+EF+FA
       =2(BI+DI+FI)

      ≥(IA+IE+IC)+(BI+DI+FI)

      =AD+BE+CF.

      I就是一点两心.

例12．△ABC的外心为O，AB=AC，D是AB中点，E是△ACD的重心.证明OE丄CD.

      (加拿大数学奥林匹克训练题)
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分析：设AM为高亦为中线，取AC中点

F，E必在DF上且DE:EF=2:1.设

CD交AM于G，G必为△ABC重心.

连GE，MF，MF交DC于K.易证：

DG:GK=
[image: image261.wmf]3
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DC:(
[image: image262.wmf]3

1
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1

-

)DC=2:1.

      ∴DG:GK=DE:EF
[image: image263.wmf]Þ

GE∥MF.

      ∵OD丄AB，MF∥AB，

      ∴OD丄MF
[image: image264.wmf]Þ

OD丄GE.但OG丄DE
[image: image265.wmf]Þ

G又是△ODE之垂心.

      易证OE丄CD.

例13．△ABC中∠C=30°，O是外心，I是内心，边AC上的D点与边BC上的E点使得AD=BE=AB.求证：OI丄DE，OI=DE.

      (1988，中国数学奥林匹克集训题)

分析：辅助线如图所示，作∠DAO平分线交BC于K.
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      易证△AID≌△AIB≌△EIB，

∠AID=∠AIB=∠EIB.

      利用内心张角公式，有

      ∠AIB=90°+
[image: image266.wmf]2

1

∠C=105°，

      ∴∠DIE=360°-105°×3=45°.

      ∵∠AKB=30°+
[image: image267.wmf]2

1

∠DAO
             =30°+
[image: image268.wmf]2

1

(∠BAC-∠BAO)

             =30°+
[image: image269.wmf]2

1

(∠BAC-60°)

             =
[image: image270.wmf]2

1

∠BAC=∠BAI=∠BEI.

      ∴AK∥IE.

      由等腰△AOD可知DO丄AK，

      ∴DO丄IE，即DF是△DIE的一条高.

      同理EO是△DIE之垂心，OI丄DE.

      由∠DIE=∠IDO，易知OI=DE.
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例14．锐角△ABC中，O，G，H分别是外心、重心、垂心.设外心到三边距离和为d外，重心到三边距

离和为d重，垂心到三边距离和为d垂. 
求证：1·d垂+2·d外=3·d重.

分析：这里用三角法.设△ABC外接圆

半径为1，三个内角记为A，B，

C. 易知d外=OO1+OO2+OO3

=cosA+cosB+cosC，

      ∴2d外=2(cosA+cosB+cosC).                       ①

      ∵AH1=sinB·AB=sinB·(2sinC)=2sinB·sinC，

      同样可得BH2·CH3.

      ∴3d重=△ABC三条高的和

            =2·(sinB·sinC+sinC·sinA+sinA·sinB)      ②

      ∴
[image: image271.wmf]BCH

BH

Ð

sin

=2，

      ∴HH1=cosC·BH=2·cosB·cosC.

      同样可得HH2，HH3.

      ∴d垂=HH1+HH2+HH3
=2(cosB·cosC+cosC·cosA+cosA·cosB)        ③

欲证结论，观察①、②、③，

须证(cosB·cosC+cosC·cosA+cosA·cosB)+( cosA+ cosB+ cosC)=sinB·sinC+sinC·sinA+sinA·sinB.即可.

练  习  题

1.I为△ABC之内心，射线AI，BI，CI交△ABC外接圆于A′，

B′，C ′.则AA′+BB′+CC′＞△ABC周长.(1982，澳大利

亚数学奥林匹克)

2.△T′的三边分别等于△T的三条中线，且两个三角形有一组角相等.求证这两个三角形相似.(1989，捷克数学奥林匹克)

3.I为△ABC的内心.取△IBC，△ICA，△IAB的外心O1，O2，O3.求证：△O1O2O3与△ABC有公共的外心.(1988，美国数学奥林匹克)

4.AD为△ABC内角平分线.取△ABC，△ABD，△ADC的外心O，O1，O2.则△OO1O2是等腰三角形.

5.△ABC中∠C＜90°，从AB上M点作CA，CB的垂线MP，MQ.H是△CPQ的垂心.当M是AB上动点时，求H的轨迹.(IMO-7)

6.△ABC的边BC=
[image: image272.wmf]2

1

(AB+AC)，取AB，AC中点M，N，G为重心，I为内心.试证：过A，M，N三点的圆与直线GI相切.(第27届莫斯科数学奥林匹克)

7.锐角△ABC的垂心关于三边的对称点分别是H1，H2，H3.已知：H1，H2，H3，求作△ABC.(第7届莫斯科数学奥林匹克)

8.已知△ABC的三个旁心为I1，I2，I3.求证：△I1I2I3是锐角三角形.

9.AB，AC切⊙O于B，C，过OA与BC的交点M任作⊙O的弦EF.求证：(1)△AEF与△ABC有公共的内心；(2)△AEF与△ABC有一个旁心重合.

专题01

－平面几何证明

[竞赛知识点拨]
1． 线段或角相等的证明
（1）　　　 利用全等△或相似多边形；

（2）　　　 利用等腰△；

（3）　　　 利用平行四边形；

（4）　　　 利用等量代换；

（5）　　　 利用平行线的性质或利用比例关系

（6）　　　 利用圆中的等量关系等。

2． 线段或角的和差倍分的证明
（1）　　　 转化为相等问题。如要证明a=b±c，可以先作出线段p=b±c，再去证明a=p，即所谓“截长补短”，角的问题仿此进行。

（2）　　　 直接用已知的定理。例如：中位线定理，Rt△斜边上的中线等于斜边的一半；△的外角等于不相邻的内角之和；圆周角等于同弧所对圆心角的一半等等。

3． 两线平行与垂直的证明
（1）　　　 利用两线平行与垂直的判定定理。

（2）　　　 利用平行四边形的性质可证明平行；利用等腰△的“三线合一”可证明垂直。

（3）　　　 利用比例关系可证明平行；利用勾股定理的逆定理可证明垂直等。
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【竞赛例题剖析】
【例1】从⊙O外一点P向圆引两条切线PA、PB和割线PCD。从A点作弦AE平行于CD，连结BE交CD于F。求证：BE平分CD。

【分析1】构造两个全等△。

连结ED、AC、AF。

CF=DF←△ACF≌△EDF←

←[image: image273.png]AC=ED
P
ZACF= ZEDF|

AE/CD

(ZEFD
ZAFC=ZEFD &

AEF= ZABP
ZAFC= Z8BPe A Fu B, PIUGHE




←∠PAB=∠AEB=∠PFB

【分析2】利用圆中的等量关系。连[image: image997.wmf]∥

＝

结OF、OP、OB。

[image: image274.png]£0BP= 90°
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←∠PFB=∠POB←

←[image: image275.png]ZPFB= ZAEB < AE/ CD
ZPOB= ZAEB « PA, PBRtTE




注：连结OP、OA、OF，证明A、O、F、P四点共圆亦可。
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【例2】[image: image276.png]


△ABC内接于⊙O，P是弧 AB上的一点，过P作OA、OB的垂线，与AC、BC分别交于S、T，AB交于M、N。求证：PM=MS充要条件是PN=NT。
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【分析】只需证[image: image277.png]PM _

™S

TN
NP



， PM·PN=MS·NT。

（∠1=∠2，∠3=∠4）→△APM∽△PBN

→[image: image278.png]PM _ AM
BN PN



→PM·PN=AM·BN

（∠BNT=∠AMS，∠BTN=∠MAS）→△BNT∽△SMA

→[image: image279.png]MS _ AM
BN NT



→MS·NT=AM·BN

【例3】已知A为平面上两半径不等的圆O1和O2的一个交点，两外公[image: image1000.wmf]A
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切线P1P2、Q1Q2分别切两圆于P1、P2、Q1、Q2，M1、M2分别为P1Q1、P2Q2的中点。求证：∠O1AO2=∠M1AM2。

【分析】设B为两圆的另一交点，连结并延长BA交P1P2于C，交O1O2于M，则C为[image: image1001.wmf]A
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P1P2的中点，且P1M1∥CM∥P2M2，故CM为M1M2[image: image1002.wmf]图5�
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的中垂线。

在O1M上截取MO3=MO2，则∠M1AO3=∠M2AO2。

故只需证∠O1AM1=∠O3AM1，即证[image: image280.png]0,4 _ OM,
A0, M0



。

由△P1O1M1∽P2O2M2，M1O3=M2O2，O1P1=O1A，O2P2=O2A可得。

【例4】在△ABC中，AB>AC，∠A的外角平分线交△ABC的外接圆于D，DE⊥AB于E，求证：AE=[image: image281.png]AB-AC



。
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【分析】方法1、2AE=AB-AC 

← 在BE上截取EF=AE，只需证BF=AC，连结DC、DB、DF，从而只需证△DBF≌△DCA 

← DF=DA，∠DBF=∠DCA，∠DFB=∠DAC 

←∠DFA=∠DAF=∠DAG。

方法2、延长CA至G，使AG=AE，则只需证BE=CG

← 连结DG、DC、DB，则只需证△DBE≌△DCG

← DE=DG，∠DBE=∠DCG，∠DEB=∠DGC=Rt∠。

【例5】∠ABC的顶点B在⊙O外，BA、BC均与⊙O相交，过BA与圆的交点K引∠ABC平分线的垂线，交⊙O于P，交BC于M。
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求证：线段PM为圆心到∠ABC平分线距离的2倍。

【分析】若角平分线过O，则P、M重合，PM=0，结论显然成立。

若角平分线不过O，则延长DO至D‘，使OD’=OD，则[image: image1005.wmf]图8�
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只需证DD‘=PM。连结D’P、DM，则只需证DMPD‘为平行四边形。

过O作m⊥PK，则D[image: image282.png]


D’,K[image: image283.png]


P，∴∠D‘PK=∠DKP

BL平分∠ABC，MK⊥BL→BL为MK的中垂线→∠DKB=∠DMK

∴∠D’PK=∠DMK，∴D‘P∥DM。而D’ D∥PM，

∴DMPD‘为平行四边形。

【例6】在△ABC中，AP为∠A的平分线，AM为BC边上的中线，过B作BH⊥AP于H，AM的延长线交BH于Q，求证：PQ∥AB。

[image: image1006.wmf]图9�

A

B

M

E

F

N

D

C

G

【分析】方法1、结合中线和角平分线的性质，考虑用比例证明平行。

倍长中线：延长AM至M’，使AM=MA‘，连结BA’，如图6-1。

PQ∥AB←[image: image284.png]PM _ QM

ME MA



←[image: image285.png]MB+PM _MA+ QM
MB-PM MA-QM



←[image: image286.png]BP_AQ
PC Qa'




←[image: image287.png]BP_Ba&
FCTAC
4Q _BA
Q4 4B

AC=4'B

<« ZABQ=£A'BQ




∠A‘BQ=180°-(∠HBA+∠BAH+∠CAP)= 180°-90°-∠CAP=90°-∠BAP=∠ABQ

方法2、结合角平分线和BH⊥AH联想对称知识。

延长BH交AC的延长线于B’，如图6-2。则H为BB‘的中点，因为M为BC的中点，连结HM，则HM∥B/C。延长HM交AB于O，则O为AB的中点。延长MO至M’，使OM‘=OM，连结M’A、M‘B，则AM’BM是平行四边形，

[image: image1007.wmf]A

O

E

P

C

B

F

Q

K

图10

∴MP∥AM‘，QM∥BM’。于是，[image: image288.png]HP_ HM _HQ
P4 MM QB



，所以PQ∥AB。

【例7】[image: image289.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.cbe21.com/subject/maths/images/040401/1055/1055060.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image290.png]


菱形ABCD的内切圆O与各边分别切于E、F、G、H，在EF与GH上分别作⊙O的切线交AB于M，交BC于N，交CD于P，交DA于Q。

求证：MQ∥NP。（95年全国联赛二试3）

【分析】由AB∥CD知：要证MQ∥NP，只需证∠AMQ=∠CPN，

结合∠A=∠C知，只需证△AMQ∽△CPN←[image: image291.png]AM_CP
aQ CN



，AM·CN=AQ·CP。

连结AC、BD，其交点为内切圆心O。设MN与⊙O切于K，连结OE、OM、OK、ON、OF。记∠ABO=φ，∠MOK=α，∠KON=β，则

∠EOM=α，∠FON=β，∠EOF=2α+2β=180°-2φ。

∴∠BON=90°-∠NOF-∠COF=90°-β-φ=α

∴∠CNO=∠NBO+∠NOB=φ+α=∠AOE+∠MOE=∠AOM

又∠OCN=∠MAO，∴△OCN∽△MAO，于是[image: image292.png]AM _ A0
o CN



，

∴AM·CN=AO·CO

同理，AQ·CP=AO·CO。

【例8】ABCD是圆内接四边形，其对角线交于P，M、N分别是AD、BC的中点，过M、N分别作BD、AC的垂线交于K。求证：[image: image1008.wmf]KP⊥AB。

【分析】延长KP交AB于L，则只需证∠PAL+∠APL=90°，

即只需证∠PDC+∠KPC=90°，只需证∠PDC=∠PKF，

因为P、F、K、E四点共圆，故只需证∠PDC=∠PEF，即EF∥DC。

[image: image293.png]DE_DP
FC CP



←[image: image294.png]DE_Da&_2DM

FC CB 2CN



←[image: image295.png]DE_DM
FC CN



←△DME∽△CNF

【例9】以△ABC的边BC为直径作半圆，与AB、AC分别交于点D、E。过D、E作BC的垂线，垂足分别是F、G，线段DG、EF交于点M。求证：AM⊥BC。

[image: image1009.wmf]【分析】连结BE、CD交于H，则H为垂心，故AH⊥BC。（同一法）

设AH⊥BC于O，DG、AH交于M1，EF、AH交于M2。下面证M1、M2重合。

OM1∥DF→[image: image296.png]


→OM1=[image: image297.png]0GeDF

G



。

OM2∥EG→[image: image298.png]OM, _ FO
EG  GF




→OM2=[image: image299.png]EGe OF

G



。

只需证OG·DF=EG·OF，即[image: image300.png]oG _

OF

EG
DF



←Rt△OEG∽Rt△ODF←∠DOF=∠DHB=∠EHC=∠EOG。
专题02
－几何解题途径的探求方法
  一．充分地展开想象

    想象力，就是人们平常说的形象思维或直觉思维能力。想象力对于人们的创造性劳动的重要作用，马克思曾作过高度评价：“想象是促进人类发展的伟大天赋。”解题一项创造性的工作，自然需要丰富的想象力。在解题过程中，充分展开想象，主要是指：

1．全面地设想
    设想，是指对同一问题从各个不同的角度去观察思考和深入分析其特征，推测解题的大致方向，构思各种不同的处理方案。

例1．在
[image: image301.wmf]ABCD

中，AB=AC，D是BC边上一点，E是线段AD上一点 ，且
[image: image302.wmf]BAC

CED

BED

Ð

=

Ð

=

Ð

2

，求证：BD=2CD（92年全国初中联赛试题）

例2． 在
[image: image303.wmf]ABC

D

中，AB>AC，
[image: image304.wmf]A

Ð

的外角平分线交
[image: image305.wmf]ABC

D

的外接圆于D，
[image: image306.wmf]AB

DE

^

于E。求证：
[image: image307.wmf]2

)

(

AC

AB

AE

-

=

（89年全国高中联赛试题）

3．在
[image: image308.wmf]ABC

Rt

D

的斜边上取一点D，使
[image: image309.wmf]ACD

ABD

D

D

和

的内切圆相等。证明：
[image: image310.wmf]2

AD

S

ABC

=

D

（31届IMO备选题）

例4．设A是三维立体
[image: image311.wmf]a


[image: image312.wmf]bc

的长方体砖块。若B是所有到A的距离不超过1的点的集合（特别地，B包含A），试用
[image: image313.wmf]abc

的多项式表示B的体积（84年美国普特南数学竟赛试题）

2．广泛地联想

    联想，是指从事物的相联糸中来考虑问题，从一事物想到与其相关的各种不同的事物，进行由此彼的思索。在解题过程中，我们如能根椐问题特征广泛地联想熟知命题，并设法将其结论或解法加以利用，则无疑是获得解题途径的简捷方法。

例5．在
[image: image314.wmf]ABC

D

中角A，B，C的对边分别为a，b，c，若角A，B，C的大小成等比数列，且
[image: image315.wmf]ac

a

b

=

-

2

2

，求角B（85年全国高中联赛试题）

例6．四边形ABCD内接于
[image: image316.wmf]o

O

，对角线
[image: image317.wmf]BD

AC

^

于
[image: image318.wmf]P

，
[image: image319.wmf]E

是
[image: image320.wmf]CD

的中点，
[image: image321.wmf]OF

：PE

F

。

AB

OF

=

^

求证

于

（78年上海高中竟赛试题）
例7． 在正方体
[image: image322.wmf]1

1

1

1

D

C

B

A

ABCD

-

中，
[image: image323.wmf]E

是
[image: image324.wmf]BC

的中点，
[image: image325.wmf]F

在棱
[image: image326.wmf]1

AA

上，且
[image: image327.wmf]2

:

1

:

1

=

FA

F

A

，求平面
[image: image328.wmf]EF

B

1

与底面
[image: image329.wmf]1

1

1

1

D

C

B

A

所成的二面角。（85年全国高中联赛试题）

例8． 设
[image: image330.wmf]4

3

2

1

A

A

A

A

为
[image: image331.wmf]O

0的内接四边形，
[image: image332.wmf]4

3

2

1

,

,

,

H

H

H

H

依次为


[image: image333.wmf],

3

2

1

2

1

4

1

4

3

4

3

2

,

,

,

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

D

D

D

D

的垂心。求证：
[image: image334.wmf]4

3

2

,

1

,

,

H

H

H

H

四点在同一个圆上，并确定该圆的圆心位置。（92年全国高中联赛试题）

3．大胆地猜测想

    猜想，是指由直觉或某些数学事实，推测某个判断或命题可能成立的一种创造性的思维活动过程。科学家都非常重视猜想的作用。誉满世界被称为数学王子的德国数学家高斯就曾深有体会地说：“没有大胆的猜想就不可能有伟大的发现。”“若无某种放肆的猜想，一般是不可能有知识的进展的。”在解题过程中，通过猜想不仅可以得到问题的结论，而且还可以获得解题的途径，但应注意，由猜想所得出的结论不一定可靠，其正确性还必须经过严格的逻辑证明或实践的检验。

例9． 正方形
[image: image335.wmf]ABCD

的边长为1，
[image: image336.wmf]Q

P

,

分别是边
[image: image337.wmf]AB

与边
[image: image338.wmf]AD

上各一点。若
[image: image339.wmf]APQ

D

的周长为2。求
[image: image340.wmf]PCD

Ð

（88年国家队选拔试题）

例10．已知圆内接四边形的对角线
[image: image341.wmf]AC

与
[image: image342.wmf]BD

相交于
[image: image343.wmf]M

。求证：
[image: image344.wmf]MC

AM

CD

AD

CB

AB

=

´


例11．已知四面体
[image: image345.wmf]ABC

p

-

的六条棱长之和为
[image: image346.wmf]l

，并且


[image: image347.wmf]0

90

=

Ð

=

Ð

=

Ð

CPA

BPC

APB

，试求它的最大体积。（28届IMO备选题）

例12．设正方体
[image: image348.wmf]1

1

1

1

D

C

B

A

ABCD

-

的棱长为
[image: image349.wmf]a

，过棱
[image: image350.wmf]1

1

C

B

上一点
[image: image351.wmf]Q

作一直线与棱
[image: image352.wmf]1

AA

和
[image: image353.wmf]DC

的延长线分别交于
[image: image354.wmf]R

P

,

，试问：当
[image: image355.wmf]Q

在棱
[image: image356.wmf]1

1

C

B

上移动时，线段
[image: image357.wmf]PR

最短时的长度是多少？证明你的结论。

二．精心地进行类比

类比，是指人们在观察或思考问题时，往往把相似的事物加以比较，并把处理某些事物的成功经验用到与其性质相似的另一些事物上去的思维方式。在解题过程中，若能将它与相似的问题精心地进行类比，则往往可由此得到解题途径，甚至发现新的知识。

例13．四边形
[image: image358.wmf]ABCD

内接于⊙
[image: image359.wmf]O

，对角线
[image: image360.wmf]AC

与
[image: image361.wmf]BD

相交于
[image: image362.wmf]P

，设
[image: image363.wmf]CDP

BCP

ABP

D

D

D

,

,

和
[image: image364.wmf]DAP

D

的外接圆圆心分别为
[image: image365.wmf]4

3

2

1

,

,

,

O

O

O

O

。求证：
[image: image366.wmf]OP

O

O

O

O

,

,

4

2

3

1

三直线共点。（90年全国高中联试题）

例14．在四面体
[image: image367.wmf]ABC

O

-

中，已知
[image: image368.wmf]0

90

=

Ð

=

Ð

=

Ð

COA

BOC

AOB

，试问：
[image: image369.wmf]COA

BOC

AOB

ABC

S

S

S

S

D

D

D

D

,

,

,

之间有何关系？证明你的结论。

例16．设
[image: image370.wmf]O

是四体
[image: image371.wmf]ABCD

内部的任意一点，
[image: image372.wmf],

,

,

CO

BO

AO

和
[image: image373.wmf]DO

的延长线分别与面
[image: image374.wmf]ABD

ACD

BCD

,

,

和
[image: image375.wmf]ABC

交于
[image: image376.wmf]D

C

B

A

¢

¢

¢

¢

,

,

,

。求证：
[image: image377.wmf]1

=

¢

¢

+

¢

¢

+

¢

¢

+

¢

¢

D

D

D

O

C

C

C

O

B

B

B

O

A

A

A

O


三．合理地利用特殊

例17.
[image: image378.wmf]ABC

D

和
[image: image379.wmf]ABD

D

在边
[image: image380.wmf]Ab

的同侧,
[image: image381.wmf]°

=

Ð

+

Ð

180

ADB

ACB

,且边
[image: image382.wmf]BC

与边
[image: image383.wmf]AD

相交于
[image: image384.wmf]E

点.求证:
[image: image385.wmf]2

AB

BC

BE

AD

AE

=

×

+

×

.

例18.已知半径分别为
[image: image386.wmf]R

、
[image: image387.wmf]r

（
[image: image388.wmf]R

>
[image: image389.wmf]r

）的两圆内切于
[image: image390.wmf]A

，
[image: image391.wmf]AE

是外圆的直径，
[image: image392.wmf]AE

的垂线与两圆分别交于
[image: image393.wmf]AE

同侧的两点
[image: image394.wmf]B

和
[image: image395.wmf]C

，试求
[image: image396.wmf]ABC

D

的外接圆直径（83年苏联竞赛题）

例19．设
[image: image397.wmf]AO

是
[image: image398.wmf]i

i

C

AB

D

的角平分线，且点
[image: image399.wmf]i

i

C

O

B

,

,

共线（
[image: image400.wmf]n

i

,

,

2

,

1

L

=

），则


[image: image401.wmf]2

2
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2

2

1

1

1
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2

2

1

1

÷

÷

ø

ö

ç
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æ
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=
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×
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×

×

×

×
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-
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n

n

n
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AB
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O

C

C

C

C

C

C

C
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O

B

B

B

B

B

B

B

OB

L

L

L

L

（79年苏联竞赛题）

例20．已知菱形
[image: image402.wmf]ABCD

外切于⊙
[image: image403.wmf]O

，
[image: image404.wmf]MN

是与边
[image: image405.wmf]CD

AD

,

分别交于
[image: image406.wmf]N

M

,

的⊙
[image: image407.wmf]O

的任一切线，求证：
[image: image408.wmf]CN

AM

×

为定值。（89年苏联奥赛题）

例21．设
[image: image409.wmf]P

是正三角形
[image: image410.wmf]ABC

外接圆的劣弧
[image: image411.wmf]BC

上任一点，求证：（1）
[image: image412.wmf]PA

PC

PB

=

+

；（2）
[image: image413.wmf]2

2

AB

PA

PC

PB

-

=

×


例22．求证：顶点在单位圆上的锐角三角形的三个内角的余弦之和小于这个三角形周长的一半。

例23．
[image: image414.wmf]ABC

D

外接于⊙
[image: image415.wmf]O

，
[image: image416.wmf]P

是
[image: image417.wmf]AB

弧上一点，过
[image: image418.wmf]P

作
[image: image419.wmf]OB

OA

,

的垂线，与
[image: image420.wmf]BC

AC

,

分别于
[image: image421.wmf]T

S

,

，与
[image: image422.wmf]AB

分别义于
[image: image423.wmf]N

M

,

。求证：
[image: image424.wmf]MS

PM

=

的充要条件是
[image: image425.wmf]NT

PN

=

。

例24．在凸六边形
[image: image426.wmf]ABCDEF

中，若对角线
[image: image427.wmf]CF

BE

AD

,

,

中的每一条都把六边形分成面积相等的两部分，则这三条对角线相交于一点（88年苏联奥赛题）
专题03
 －平面几何四个重要定理
四个重要定理：
[image: image1010.wmf]A

B

G

C

D

F

E

图1�

梅涅劳斯(Menelaus)定理（梅氏线）
△ABC的三边BC、CA、AB或其延长线上有点P、Q、R，则P、Q、R共线的充要条件是 [image: image428.png]BP CQ AR _,
PC Q& RB



。

[image: image1011.wmf]A

B

C

D

P

O

图2�

塞瓦(Ceva)定理（塞瓦点）
△ABC的三边BC、CA、AB上有点P、Q、R，则AP、BQ、CR共点的充要条件是[image: image429.png]BP CO AR,
PC Q& RB



。

[image: image1012.wmf]A

图3�

B

P

Q

D

H

C

托勒密(Ptolemy)定理
四边形的两对边乘积之和等于其对角线乘积的充要条件是该四边形内接于一圆。
[image: image1013.wmf]A

E

D

C

B

图4	

西姆松(Simson)定理（西姆松线）
从一点向三角形的三边所引垂线的垂足共线的充要条件是该点落在三角形的外接圆上。

例题：
[image: image1014.wmf]A

B

D

C

P

Q

E

y

x

0

(1,9)

(-2,0)

(4,0)

图50

1．　 设AD是△ABC的边BC上的中线，直线CF交AD于F。求证：[image: image430.png]AE _24F
ED FB



。

【分析】CEF截△ABD→[image: image431.png]AE DC BF

ED CB FA




（梅氏定理）

【评注】也可以添加辅助线证明：过A、B、D之一作CF的平行线。

[image: image1015.wmf]E

A

N

C

D

B

F

M

1

2

3

4

5

图6�

2．　 过△ABC的重心G[image: image1016.wmf]A

O

Q

P

C

B

G

F

E

D

的直线分别交AB、AC于E、F，交CB于D。

求证：[image: image432.png]BE,CF
s FA



。

【分析】连结并延长AG交BC于M，则M为BC的中点。

DEG截△ABM→[image: image433.png]BE AG MD




（梅氏定理）

DGF截△ACM→[image: image434.png]CF AG MD




（梅氏定理）

∴[image: image435.png]BE, CF
s FA



=[image: image436.png]GM - (DB+ DC)
AG MD



=[image: image437.png]GM - 2MD
GM - MD



=1

【评注】梅氏定理

[image: image1017.wmf](1)

(2)
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3．　 D、E、F分别在△ABC的BC、CA、AB边上，

[image: image438.png]BD_AF_CE

DC FB EA



，AD、BE、CF交成△LMN。

求S△LMN。

【分析】

[image: image1018.wmf]A

B
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D

a

b

b

c

图9�

[image: image1019.wmf]F

D
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图10

【评注】梅氏定理

4．　 以△ABC各边为底边向外作相似的等腰△BCE、△CAF、△ABG。求证：AE、BF、CG相交于一点。

【分析】

【评注】塞瓦定理

[image: image1020.wmf]E

D

C

A

B

O

O

1

2

图11

5． 已知△ABC中，∠B=2∠C。求证：AC2=AB2+AB·BC。

【分析】过A作BC的平行线交△ABC的外接圆于D，连结BD。则[image: image1021.wmf]O

A

F

D

M

C

B

E

CD=DA=AB，AC=BD。

由托勒密定理，AC·BD=AD·BC+CD·AB。

【评注】托勒密定理

[image: image1022.wmf]C

E

(E')
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G

6． 已知正七边形A1A2A3A4A5A6A7。

求证：[image: image439.png]1 1 1
Ak, AA, A4,




。（第21届全苏数学竞赛）

【分析】

[image: image1023.wmf]A

P
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G

【评注】托勒密定理

[image: image1024.wmf]M
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7． △ABC的BC边上的高AD的延长线交外接圆于P，作PE⊥AB于E，延长ED交AC延长线于F。

求证：BC·EF=BF·CE+BE·CF。

【分析】

[image: image1025.wmf]A

B

C
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S

M

N

D

E

P

【评注】西姆松定理（西姆松线）

8． 正六边形ABCDEF的对角线AC、CE分别被内分点M、N分成的比[image: image1026.wmf]O

1

O

2

N

P

I

Q

R

M

O

为AM：AC=CN：CE=k，且B、M、N共线。求k。（23-IMO-5）

【分析】

【评注】面积法

9． O为△ABC内一点，分别以da、db、dc表示O到BC、CA、AB[image: image1027.wmf]A

B

C

P

M

Q

的距离，以Ra、Rb、Rc表示O到A、B、C的距离。

求证：（1）a·Ra≥b·db+c·dc;　　 

(2) a·Ra≥c·db+b·dc;

(3) Ra+Rb+Rc≥2(da+db+dc)。

【分析】

[image: image1028.wmf]A

R
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P

[image: image1029.wmf]H
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【评注】面积法

10．△ABC中，H、G、O分别为垂心、重心、外心。

求证：H、G、O三点共线，且HG=2GO。（欧拉线）

【分析】

[image: image1030.wmf]G
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H

【评注】同一法

[image: image1031.wmf]D
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O

F(H)
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P

11．△ABC中，AB=AC，AD⊥BC于D，BM、BN三等分∠ABC，与AD相交于M、N，延长CM交AB于E。

求证：MB//NE。

【分析】

[image: image1032.wmf]E
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P
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D

F

【评注】对称变换

[image: image1033.wmf]B
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12．G是△ABC的重心，以AG为弦作圆切BG于G，延长CG交圆于D。求证：AG2=GC·GD。

[image: image1034.wmf]A
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D

E

F
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G

【分析】

【评注】平移变换

13．C是直径AB=2的⊙O上一点，P在△ABC内，若PA+PB+PC的最小值是[image: image1035.wmf]A

B

C

K

M

N

P

Q

B

¡ä

C

¡ä

[image: image440.png]


，求此时△ABC的面积S。

【分析】

【评注】旋转变换

费马点：[image: image1036.wmf]A

B

C

O

O

O

O

1

2

3

£¿

£¿

[image: image441.png]


已知O是△ABC内一点，∠AOB=∠BOC=∠COA=120°；P是△ABC内任一点，求证：PA+PB+PC≥OA+OB+OC。（O为费马点）

【分析】将C[image: image442.png]


C‘，O[image: image443.png]


O’， P[image: image444.png]


P‘，连结OO’、PP‘。则△B OO’、△B PP‘都是正三角形。

∴OO’=OB，PP‘=PB。显然△BO’C‘≌△BOC，△BP’C‘≌△BPC。

由于∠BO’C‘=∠BOC=120°=180°-∠BO’O，∴A、O、O‘、C’四点共线。

∴AP+PP‘+P’C‘≥AC’=AO+OO‘+O’C‘，即PA+PB+PC≥OA+OB+OC。

[image: image1037.wmf]A
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14．(95全国竞赛) 菱形ABCD的内切圆O与各边分别交于E、F、G、H，在弧EF和弧GH上分别作⊙O的切线交AB、BC、CD、DA分别于M、N、P、Q。　　　 

求证：MQ//NP。

【分析】由AB∥CD[image: image1038.wmf]A

B

O

K

N

C

M

G

知：要证MQ∥NP，只需证∠AMQ=∠CPN，

结合∠A=∠C知，只需证

△AMQ∽△CPN

←[image: image445.png]AM_CP
aQ CN



，AM·CN=AQ·CP。

连结AC、BD，其交点为内切圆心O。设MN与⊙O切于K，连结OE、OM、OK、ON、OF。记∠ABO=φ，∠MOK=α，∠KON=β，则

∠EOM=α，∠FON=β，∠EOF=2α+2β=180°-2φ。

∴∠BON=90°-∠NOF-∠COF=90°-β-φ=α

∴∠CNO=∠NBO+∠NOB=φ+α=∠AOE+∠MOE=∠AOM

又∠OCN=∠MAO，∴△OCN∽△MAO，于是[image: image446.png]AM _ A0
o CN



，

∴AM·CN=AO·CO

同理，AQ·CP=AO·CO。

[image: image1039.wmf]【评注】

15．(96全国竞赛)⊙O1和⊙O2与ΔABC的三边所在直线都相切，E、F、G、H为切点，EG、FH的延长线交于P。[image: image1040.wmf]A

B

C

D

I

C

I

D

A

I

I

B

求证：PA⊥BC。

【分析】

【评注】

16．(99全国竞赛)如图，在四边形ABCD中，对角线AC平分∠BAD。在CD上取一点E，BE与AC相交于F，延长DF交BC于G。求证：∠GAC=∠EAC。
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[image: image1042.wmf]A
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证明：连结BD交AC于H。对△BCD用塞瓦定理，可得[image: image447.png]CG BH DE

Lo BH DR

GB HD EC




因为AH是∠BAD的角平分线，由角平分线定理，

可得[image: image448.png]BH _AB
HD 4D



，故[image: image449.png]CG AB DE

Lo AR DR

GB AD EC



。

过C作AB的平行线交AG的延长线于I，过C作AD的平行线交AE的延长线于J。

则[image: image450.png]CG_CI DE_AD

GB ABEC CI



，

所以[image: image451.png]%E AD I



，从而CI=CJ。

又因为CI//AB，CJ//AD，故∠ACI=π-∠BAC=π-∠DAC=∠ACJ。

[image: image1043.wmf]因此，△ACI≌△ACJ，从而∠IAC=∠JAC，即∠GAC=∠EAC。

已知AB=AD，BC=DC，AC与BD交于O，过O的任意两条直线EF和GH与四边形ABCD的四边交于E、F、G、H。连结GF、EH，分别交BD于M、N。求证：OM=ON。（5届CMO）

证明：作△EOH[image: image452.png]S(AC)



△E’OH‘，则只需证E’、M、H‘共线，即E’H‘、BO、GF三线共点。

记∠BOG=α，∠GOE’=β。连结E‘F交BO于K。只需证[image: image453.png]E'G BH' FK
GB HF KE



=1（Ceva逆定理）。

[image: image454.png]E'G BH' FK
GB HF KE



=[image: image455.png]Saops Saoww  Saom

Saoce SiomF Saoke



=[image: image456.png]OE'sinp OBsinc: OF

OBsino OFsnf OF




=1

注：筝形：一条对角线垂直平分另一条对角线的四边形。

[image: image1044.wmf]∥

=

对应于99联赛2：∠E’OB=∠FOB，且E‘H’、GF、BO三线共点。求证：∠GOB=∠H‘OB。

事实上，上述条件是充要条件，且M在OB延长线上时结论仍然成立。

[image: image1045.wmf]A

B

C

P

P

M

N

'

证明方法为：同一法。

蝴蝶定理：P是⊙O的弦AB的中点，过P点引⊙O的两弦CD、EF，连结DE交AB于M，连结CF交AB于N。求证：MP=NP。

【分析】设GH为过P的直径，F[image: image457.png]S{GH)



F’F，显然‘∈⊙O。又P∈GH，∴PF’=PF。∵PF[image: image458.png]S{GH)



PF‘，PA[image: image459.png]S{GH)



PB，∴∠FPN=∠F’PM，PF=PF‘。

又FF’⊥GH，AN⊥GH，∴FF‘∥AB。∴∠F’PM+∠MDF‘=∠FPN+∠EDF’

=∠EFF‘+∠EDF’=180°，∴P、M、D、F‘四点共圆。∴∠PF’M=∠PDE=∠PFN。

∴△PFN≌△PF‘M，PN=PM。

【评注】一般结论为：已知半径为R的⊙O内一弦AB上的一点P，过P作两条相交弦CD、EF，连CF、ED交AB于M、N，已知OP=r，P到AB中点的距离为a，则[image: image460.png]11 Za
[P PN|T R




。（解析法证明：利用二次曲线系知识）

专题04
 --面积问题和面积方法
1．面积公式

由于平面上的凸多边形都可以分割成若干三角形，故在面积公式中最基本的是三角形的面积公式．它形式多样，应在不同场合下选择最佳形式使用．

设△
[image: image461.wmf]ABC

，
[image: image462.wmf]c

b

a

,

,

分别为角
[image: image463.wmf]C

B
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,

,

的对边，
[image: image464.wmf]a

h

为
[image: image465.wmf]a

的高，
[image: image466.wmf]R

、
[image: image467.wmf]r

分别为△
[image: image468.wmf]ABC

外接圆、内切圆的半径，
[image: image469.wmf])
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．则△
[image: image470.wmf]ABC

的面积有如下公式：
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2．面积定理

（1）一个图形的面积等于它的各部分面积这和；

（2）两个全等形的面积相等；

（3）等底等高的三角形、平行四边形、梯形（梯形等底应理解为两底和相等）的面积相等；

（4）等底（或等高）的三角形、平行四边形、梯形的面积的比等于其所对应的高（或底）的比；

（5）两个相似三角形的面积的比等于相似比的平方；

（6）共边比例定理：若△
[image: image480.wmf]PAB

和△
[image: image481.wmf]QAB

的公共边
[image: image482.wmf]AB

所在直线与直线
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，则
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（7）共角比例定理：在△
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和△
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3．张角定理：如图，由
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点出发的三条射线
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,

，设
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，
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，则
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三点共线的充要条件是：
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例题分析

例1．梯形
[image: image498.wmf]ABCD

的对角线
[image: image499.wmf]BD

AC

,

相交于
[image: image500.wmf]O

，且
[image: image501.wmf]m
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AOB

=

D

，
[image: image502.wmf]n
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=

D

，求
[image: image503.wmf]ABCD
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例2．在凸五边形
[image: image504.wmf]ABCDE

中，设
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，求此五边形的面积．

例3．
[image: image506.wmf]G

是△
[image: image507.wmf]ABC

内一点，连结
[image: image508.wmf]CG
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,

,

并延长与
[image: image509.wmf]AB

CA

BC
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,

分别交于
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,

，△
[image: image511.wmf]AGF

、△
[image: image512.wmf]BGF

、△
[image: image513.wmf]BGD

的面积分别为40，30，35，求△
[image: image514.wmf]ABC

的面积．

例4．
[image: image515.wmf]R

Q

P

,

,

分别是△
[image: image516.wmf]ABC

的边
[image: image517.wmf]BC

AB

,

和
[image: image518.wmf]CA

上的点，且
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，求△
[image: image520.wmf]ABC

的面积的最大值． 

例5．过△
[image: image521.wmf]ABC

内一点引三边的平行线
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∥
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，
[image: image524.wmf]FG

∥
[image: image525.wmf]CA

，
[image: image526.wmf]HI

∥
[image: image527.wmf]AB

，点
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都在△
[image: image529.wmf]ABC

的边上，
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表示六边形
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的面积，
[image: image532.wmf]2

S

表示

· 
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的面积．求证：
[image: image534.wmf]2

1

3

2

S

S

³

．

例6．在直角△
[image: image535.wmf]ABC

中，
[image: image536.wmf]AD

是斜边
[image: image537.wmf]BC

上的高，过△
[image: image538.wmf]ABD

的内心与△
[image: image539.wmf]ACD

的内心的直线分别交边
[image: image540.wmf]AB

和
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于
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和
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，△
[image: image544.wmf]ABC

和△
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的面积分别记为
[image: image546.wmf]S

和
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．求证：
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例7．锐角三角形
[image: image549.wmf]ABC

中，角
[image: image550.wmf]A

等分线与三角形的外接圆交于一点
[image: image551.wmf]1
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，点
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、
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与此类似，直线
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、
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两角的外角平分线将于一点
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，点
[image: image558.wmf]0

B

、
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（1）三角形
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（2）三角形
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的面积至少是三角形
[image: image563.wmf]ABC

的四倍．

例8．在△
[image: image564.wmf]ABC

中，
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,

将其周长三等分，且
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上，求证：
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例9．在锐角△
[image: image569.wmf]ABC

的边
[image: image570.wmf]BC

边上有两点
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、
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，
[image: image575.wmf]AC

FM

^

（
[image: image576.wmf]N

M

,

是垂足），延长
[image: image577.wmf]AE

交△
[image: image578.wmf]ABC

的外接圆于点
[image: image579.wmf]D

，证明四边形
[image: image580.wmf]AMDN

与△
[image: image581.wmf]ABC

的面积相等．

三．面积的等积变换

等积变换是处理有关面积问题的重要方法之一，它的特点是利用间面积相等而进行相互转换证（解）题．

例10．凸六边形
[image: image582.wmf]ABCDEF

内接于⊙
[image: image583.wmf]O

，且
[image: image584.wmf]1
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DC

BC

AB

，
[image: image585.wmf]1
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FA

EF

DE

，求此六边形的面积．

例11．已知
[image: image586.wmf]ABC

D

的三边
[image: image587.wmf]c
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，现在
[image: image588.wmf]AC

上取
[image: image589.wmf]AB

B
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¢

，在
[image: image590.wmf]BA

延长线上截取
[image: image591.wmf]BC

C

B

=

¢

，在
[image: image592.wmf]CB

上截取
[image: image593.wmf]CA

A
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¢

，求证：
[image: image594.wmf]C
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．

例12．
[image: image595.wmf]C
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D

在
[image: image596.wmf]ABC

D

内，且
[image: image597.wmf]ABC
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∽
[image: image598.wmf]C
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D

，求征：
[image: image599.wmf]ABC
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例13．在
[image: image600.wmf]ABC

D

的三边
[image: image601.wmf]AB

CA

BC

,

,

上分别取点
[image: image602.wmf]F

E

D

,

,

，使
[image: image603.wmf]EA

CE

DC

BD

3

,

3

=

=

，
[image: image604.wmf]FB

AF

3

=

，连
[image: image605.wmf]CF

BE

AD

,

,

相交得三角形
[image: image606.wmf]PQR

，已知三角形
[image: image607.wmf]ABC

的面积为13，求三角形
[image: image608.wmf]PQR

的面积．

例14．
[image: image609.wmf]E

为圆内接四边形
[image: image610.wmf]ABCD

的
[image: image611.wmf]AB

边的中点，
[image: image612.wmf]AD

EF

^

于
[image: image613.wmf]F

，
[image: image614.wmf]BC

EH

^

于
[image: image615.wmf]H

，
[image: image616.wmf]CD

EG

^

于
[image: image617.wmf]G

，求证：
[image: image618.wmf]EF

平分
[image: image619.wmf]FH

．

例15．已知边长为
[image: image620.wmf],

,

,

c

b

a

的
[image: image621.wmf]ABC

D

，过其内心
[image: image622.wmf]I

任作一直线分别交
[image: image623.wmf]AC

AB

,

于
[image: image624.wmf]N

M

,

点，求证：
[image: image625.wmf]b
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．

例16．正△
[image: image626.wmf]PQR



 EMBED Equation.3  [image: image627.wmf]@

正△
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，
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，
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，
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，
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，
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．求证：
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例17．在正
[image: image636.wmf]ABC

D

内任取一点
[image: image637.wmf]O

，设
[image: image638.wmf]O

点关于三边
[image: image639.wmf]AB

CA

BC

,

,

的对称点分别为
[image: image640.wmf]C

B
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¢
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,

,

，则
[image: image641.wmf]C

C

B
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,

,

相交于一点
[image: image642.wmf]P

．

例18．已知
[image: image643.wmf]CE

AC

,

是正六边形
[image: image644.wmf]ABCDEF

的两条对角线，点
[image: image645.wmf]N

M

,

分别内分
[image: image646.wmf]ACCE

，且使
[image: image647.wmf]k
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=

=

，如果
[image: image648.wmf]N

M

B

,

,

三点共线，试求
[image: image649.wmf]k

的值．

例19．设在凸四边形
[image: image650.wmf]ABCD

中，直线
[image: image651.wmf]CD

以
[image: image652.wmf]AB

为直径的圆相切，求证：当且仅当
[image: image653.wmf]BC

∥
[image: image654.wmf]AD

时，直线
[image: image655.wmf]AB

与以
[image: image656.wmf]CD

为直径的圆相切．

专题05

－几何变换
【竞赛知识点拨】
一、 平移变换
1．　 定义 设[image: image657.png]


是一条给定的有向线段，T是平面上的一个变换，它把平面图形F上任一点X变到X‘，使得[image: image658.png]


=[image: image659.png]


，则T叫做沿有向线段[image: image660.png]


的平移变换。记为X[image: image661.png]


X’，图形F[image: image662.png]


F‘ 。

2．　 主要性质 在平移变换下，对应线段平行且相等，直线变为直线，三角形变为三角形，圆变为圆。两对应点连线段与给定的有向线段平行（共线）且相等。

二、 轴对称变换
1．　 定义 设l是一条给定的直线，S是平面上的一个变换，它把平面图形F上任一点X变到X’，使得X与X‘关于直线l对称，则S叫做以l为对称轴的轴对称变换。记为X[image: image663.png]Sl



X’，图形F[image: image664.png]Sl



F‘ 。

2．　 主要性质 在轴对称变换下，对应线段相等，对应直线（段）或者平行，或者交于对称轴，且这两条直线的夹角被对称轴平分。

三、 旋转变换
1．　 定义 设α是一个定角，O是一个定点，R是平面上的一个变换，它把点O仍变到O（不动点），而把平面图形F上任一点X变到X’，使得OX‘=OX，且∠XOX’=α，则R叫做绕中心O，旋转角为α的旋转变换。记为X[image: image665.png]


X‘，图形F[image: image666.png]


F’ 。

其中α<0时，表示∠XOX‘的始边OX到终边OX’的旋转方向为顺时针方向；α>0时，为逆时针方向。

2． 主要性质 在旋转变换下，对应线段相等，对应直线的夹角等于旋转角。

四、 位似变换
1．　 定义 设O是一个定点，H是平面上的一个变换，它把平面图形F上任一点X变到X‘，[image: image1046.wmf]A

B

C

Q

K

P

O

O

O

.

.

.

.

S

1
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3

使得[image: image667.png]


 =k·[image: image668.png]


，则H叫做以O为位似中心，k为位似比的位似变换。记为X[image: image669.png]H{0k)



X’，图形F[image: image670.png]H{0k)



F‘ 。

其中k>0时，X’在射线OX上，此时的位似变换叫做外位似；k<0时, X‘在射线OX的反向延长线上，此时的位似变换叫做内位似。

2．　 主要性质 在位似变换下，一对位似对应点与位似中心共线；一条线上的点变到一条线上，且保持顺序，即共线点变为共线点，共点线变为共点线；对应线段的比等于位似比的绝对值，对应图形面积的比等于位似比的平方；不经过位似中心的对应线段平行，即一直线变为与它平行的直线；任何两条直线的平行、相交位置关系保持不变；圆变为圆，且两圆心为对应点；两对应圆相切时切点为位似中心。

【竞赛例题剖析】
【例1】P是平行四边形ABCD内一点，且∠PAB=∠PCB。

求证：∠PBA=∠PDA。

【分析】作变换△ABP[image: image671.png]


△DCP’，

则△ABP≌△DCP‘，∠1=∠5，∠3=∠6。由PP’[image: image672.png]


AD[image: image673.png]


BC，ADPP‘、PP’CB都是平行四边形，知∠2=∠8，∠4=∠7。由已知∠1=∠2，得∠5=∠8。

∴P、D、P‘、C四点共圆。故∠6=∠7，即∠3=∠4。

【例2】“风平三角形”中，AA’=BB‘=CC’=2，∠AOB‘=∠BOC’=60°。

[image: image674.png]


求证：Ｓ△AOB‘+Ｓ△BOC’+Ｓ△COA‘<[image: image675.png]


。

【分析】作变换△A’OC[image: image676.png]


△AQR‘，△BOC’[image: image677.png]


△B‘PR’‘，则R’、R‘’重合，记为R。P、R、Q共线，O、A、Q共线，O、B‘、P共线，△OPQ为等边三角形。

∴Ｓ△AOB’+Ｓ△BOC‘+Ｓ△COA’<Ｓ△OPQ=[image: image678.png]



【例3】[image: image679.png]


在两条对角线长度以及夹角一定的所有凸四边形中，试求周长最小的四边形。

【分析】取AC、BD的中点E、F，令AC[image: image680.png]


A‘C’，则A‘BC’D是一个符合条件的平行四边形。延长AF、CC‘交于G。

∵E是AC的中点且EF∥CC’，FC‘∥EC，∴F、C’分别为AG、CG的中点。

∴AD+BC=BG+BC≥2BC‘=A’D+BC‘。

同理可得AB+DC≥A’B+DC‘。

故当四边形为平行四边形时，周长最小。

【评注】当已知条件分散，尤其是相等的条件分散，而又不容易找出证明途径，或题目中有平行条件时，将图形的某一部分施行平移变换，常常十分凑效。

【例4】[image: image681.png]


P是⊙O的弦AB的中点，过P点引⊙O的两弦CD、EF，连结DE交AB于M，连结CF交AB于N。求证：MP=NP。（蝴蝶定理）

【分析】设GH为过P的直径，F[image: image682.png]S{GH)



F’F，显然‘∈⊙O。又P∈GH，∴PF’=PF。∵PF[image: image683.png]S{GH)



PF‘，PA[image: image684.png]S{GH)



PB，∴∠FPN=∠F’PM，PF=PF‘。

又FF’⊥GH，AN⊥GH，∴FF‘∥AB。∴∠F’PM+∠MDF‘=∠FPN+∠EDF’

=∠EFF‘+∠EDF’=180°，∴P、M、D、F‘四点共圆。∴∠PF’M=∠PDE=∠PFN。

∴△PFN≌△PF‘M，PN=PM。

【评注】一般结论为：已知半径为R的⊙O内一弦AB上的一点P，过P作两条相交弦CD、EF，连CF、ED交AB于M、N，已知OP=r，P到AB中点的距离为a，则[image: image685.png]11 Za
[P PN|T R




。（解析法证明：利用二次曲线系知识）

【例5】⊙O是给定锐角∠ACB内一个定圆，试在⊙O及射线CA、CB上各求一点P、Q、R，使得△PQR的周长为最小。

[image: image686.png]



【分析】在圆O上任取一点P0，令P0[image: image687.png]S{CA)



P1，P0[image: image688.png]S(CB)



P2，连结P1P2分别交CA、CB于Q1、R1。显然△P0Q1R1是在取定P0的情况下周长最小的三角形。

设P0P1交CA于E，P0P2交CB于F，则P0Q1 +Q1R1 +R1P0= P1P2=2EF。

∵E、C、F、P0四点共圆，CP0是该圆直径，由正弦定理，EF=CP0sin∠ECF。

∴当CP0取最小值时，EF为最小，从而△P0Q1R1的周长为最小，于是有作法：

连结OC，交圆周于P，令P[image: image689.png]S{CA)



P1，P[image: image690.png]S(CB)



P2，连结P1P2分别交CA、CB于Q、R。则P、Q、R为所求。

【例6】[image: image691.png]_

[9)=0)




△ABC中，∠A≥90°，AD⊥BC于D，△PQR是它的任一内接三角形。求证：PQ+QR+RP>2AD。

【分析】设P[image: image692.png]S{AB)



P’，P[image: image693.png]SLAC)



P‘’。则RP=RP‘，PQ=P’‘Q，AP=AP’=AP‘’。

∴PQ+QR+RP= P‘’Q+QR+RP‘。

又∠A≥90°，∴∠P’AP+∠P‘’AP=2∠A≥180°，A点在线段P‘P’‘上或在凸四边形P’RQP‘’的内部。∴P‘’Q+QR+RP‘>AP’+AP‘’=2AP>2AD。

∴PQ+QR+RP>2AD。

【评注】如果题设中有角平分线、垂线，或图形是等腰三角形、圆等轴对称图形，可以将图形或其部分进行轴对称变换。此外，也可以适当选择对称轴将一些线段的位置变更，以便于比较它们之间的大小。

【例7】[image: image694.png]B7



以△ABC的边AB、AC为斜边分别[image: image1047.wmf]A

A
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F
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E
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D
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C

'

P

C

B

D

向外作等腰直角三角形APB、AQC，M是BC的中点。求证：MP=MQ，MP⊥MQ。

【分析】延长BP到E，使PE=BP，延长CQ到F， 使QF=CQ，则△BAE、△CAF都是等腰三角形。

显然：E[image: image695.png]R{AIH)



B，C[image: image696.png]R{AIH)



F，∴EC=BF，EC⊥BF。

而PM[image: image697.png]


EC，MQ[image: image698.png]


BF，∴MP=MQ，MP⊥MQ。

【例8】[image: image699.png]


已知O是△ABC内一点，∠AOB=∠BOC=∠COA=120°；P是△ABC内任一点，求证：PA+PB+PC≥OA+OB+OC。（O为费马点）

【分析】将C[image: image700.png]


C‘，O[image: image701.png]


O’， P[image: image702.png]


P‘，连结OO’、PP‘。则△B OO’、△B PP‘都是正三角形。

∴OO’=OB，PP‘ =PB。显然△BO’C‘≌△BOC，△BP’C‘≌△BPC。

由于∠BO’C‘=∠BOC=120°=180°-∠BO’O，∴A、O、O‘、C’四点共线。

∴AP+PP‘+P’C‘≥AC’=AO+OO‘+O’C‘，即PA+PB+PC≥OA+OB+OC。

【例9】⊙O与△ABC的三边BC、CA、AB分别交于点A1、A2、B1、B2、C1、C2，过上述六点分别作所在边的垂线a1、a2、b1、b2、，设a1、b2、c1三线相交于一点D。求证：a2、b1、c2三线也相交于一点。

【分析】∵a1、a2关于圆心O成中心对称，

∴a1[image: image703.png]180)



a2。

同理，b1[image: image704.png]180)



b2，c1[image: image705.png]180)



c2。

∴a1、b2、c1的公共点D在变换R（O，180°）下的像D’也是像a2、b1、c2的公共点，即a2、b1、c2三线也相交于一点。

【例10】AD是△ABC的外接圆O的直径，过D作⊙O的切线交BC于P，连结并延长PO分别交AB、AC于M、N。求证：OM=ON。

[image: image706.png]



【分析】设O[image: image707.png]


O‘，N[image: image708.png]


N’，而M[image: image709.png]


B，

∵M、O、N三点共线，∴B、O‘、N’三点共线，且[image: image710.png]OB_ON
oM ON



。

取BC中点G，连结OG、O‘G、DG、DB。

∵∠OGP=∠ODP=90°，∴P、D、G、O四点共圆。

∴∠ODG=∠OPG，而由MN∥BN’有∠OPG=∠O‘BG，

∴∠ODG=∠O’BG，∴O‘、B、D、G四点共圆。

∴∠O’GB=∠O‘DB。而∠O’DB=∠ACB，∴∠O‘GB=∠ACB，O’G∥AC，

而G是BC的中点，∴O‘是BN’的中点，O‘B= O’ N‘，

∴OM=ON。

竞赛讲座06
     －圆
基础知识
如果没有圆，平面几何将黯然失色．
圆是一种特殊的几何图形，应当掌握圆的基本性质，垂线定理，直线与圆的位置关系，和圆有关的角，切线长定理，圆幂定理，圆和圆的位置关系，多边形与圆的位置关系．
圆的几何问题不是独立的，它与直线形结合起来，将构成许多丰富多彩的、漂亮的几何问题，“三角形的心”，“几何著名的几何定理”，“共圆、共线、共点”，“直线形” 将构成圆的综合问题的基础．
本部分着重研究下面几个问题：
1．角的相等及其和、差、倍、分；
2．线段的相等及其和、差、倍、分；
3．二直线的平行、垂直；
4．线段的比例式或等积式；
5．直线与圆相切；
6．竞赛数学中几何命题的等价性．
命题分析
例1．已知
[image: image711.wmf]A

为平面上两个半径不等的⊙
[image: image712.wmf]1

O

和⊙
[image: image713.wmf]2

O

的一个交点，两圆的外公切线分别为
[image: image714.wmf]2
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，
[image: image715.wmf]1
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、
[image: image716.wmf]2
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分别为
[image: image717.wmf]1
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、
[image: image718.wmf]2
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的中点，求证：
[image: image719.wmf]2
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．
例2．证明：唯一存在三边长为连续整数且有一个角为另一个角的两倍的三角形．
例3．延长
[image: image720.wmf]AB

至
[image: image721.wmf]D

，以
[image: image722.wmf]AD

为直径作半圆，圆心为
[image: image723.wmf]H

，
[image: image724.wmf]G

是半圆上一点，
[image: image725.wmf]ABG

Ð

为锐角．
[image: image726.wmf]E

在线段
[image: image727.wmf]BH

上，
[image: image728.wmf]Z

在半圆上，
[image: image729.wmf]EZ

∥
[image: image730.wmf]BG

，且
[image: image731.wmf]2
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，
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∥
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．求证：
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例4．求证：若一个圆外切四边形有两条对边相等，则圆心到另外两边的距离相等．
例5．设
[image: image735.wmf]A

Ð

是△
[image: image736.wmf]ABC

中最小的内角，点
[image: image737.wmf]B

和
[image: image738.wmf]C

将这个三角形的外接圆分成两段弧，
[image: image739.wmf]U

是落在不含
[image: image740.wmf]A

的那段弧上且不等于
[image: image741.wmf]B

与
[image: image742.wmf]C

的一个点，线段
[image: image743.wmf]AB

和
[image: image744.wmf]AC

的垂直平分线分别交线段
[image: image745.wmf]AU

于
[image: image746.wmf]V

和
[image: image747.wmf]W

，直线
[image: image748.wmf]BV

和
[image: image749.wmf]CW

相交于
[image: image750.wmf]T

．证明：
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例6．菱形
[image: image752.wmf]ABCD

的内切圆
[image: image753.wmf]O

与各边分别切于
[image: image754.wmf]H

G

F

E

,

,

,

，在
[image: image755.wmf]⌒

EF

与
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GH

上分别作⊙
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切线交
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于
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，交
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于
[image: image761.wmf]N

，交
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于
[image: image763.wmf]P

，交
[image: image764.wmf]DA

于
[image: image765.wmf]Q

，求证：
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∥
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．
例7．⊙
[image: image768.wmf]1

O

和⊙
[image: image769.wmf]2

O

与△
[image: image770.wmf]ABC

的三边所在直线都相切，
[image: image771.wmf]H

G

F

E

,

,

,

为切点，并且
[image: image772.wmf]FH

EG

,

的延长线交于点
[image: image773.wmf]P

．求证：直线
[image: image774.wmf]PA

与
[image: image775.wmf]BC

垂直．
例8．在圆中，两条弦
[image: image776.wmf]CD

AB

,

相交于
[image: image777.wmf]E

点，
[image: image778.wmf]M

为弦
[image: image779.wmf]AB

上严格在
[image: image780.wmf]E

、
[image: image781.wmf]B

之间的点．过
[image: image782.wmf]M

E

D

,

,

的圆在
[image: image783.wmf]E

点的切线分别交直线
[image: image784.wmf]BC

、
[image: image785.wmf]AC

于
[image: image786.wmf]G

F

,

．已知
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AB
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，求
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（用
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表示）．
例9．设点
[image: image790.wmf]D

和
[image: image791.wmf]E

是△
[image: image792.wmf]ABC

的边
[image: image793.wmf]BC

上的两点，使得
[image: image794.wmf]CAE
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．又设
[image: image795.wmf]M

和
[image: image796.wmf]N

分别是△
[image: image797.wmf]ABD

、△
[image: image798.wmf]ACE

的内切圆与
[image: image799.wmf]BC

的切点．求证：
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例10．设△
[image: image801.wmf]ABC

满足
[image: image802.wmf]°
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A

，
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B

Ð

<

Ð

，过
[image: image804.wmf]A

作△
[image: image805.wmf]ABC

外接圆
[image: image806.wmf]W

的切线，交直线
[image: image807.wmf]BC

于
[image: image808.wmf]D

，设
[image: image809.wmf]A

关于直线
[image: image810.wmf]BC

的对称点为
[image: image811.wmf]E

，由
[image: image812.wmf]A

到
[image: image813.wmf]BE

所作垂线的垂足为
[image: image814.wmf]X

，
[image: image815.wmf]AX

的中点为
[image: image816.wmf]Y

，
[image: image817.wmf]BY

交
[image: image818.wmf]W

于
[image: image819.wmf]Z

点，证明直线
[image: image820.wmf]BD

为△
[image: image821.wmf]ADZ

外接圆的切线．
例11．两个圆
[image: image822.wmf]1

G

和
[image: image823.wmf]2

G

被包含在圆
[image: image824.wmf]G

内，且分别现圆
[image: image825.wmf]G

相切于两个不同的点
[image: image826.wmf]M

和
[image: image827.wmf]N

．
[image: image828.wmf]1

G

经过
[image: image829.wmf]2

G

的圆心．经过
[image: image830.wmf]1

G

和
[image: image831.wmf]2

G

的两个交点的直线与
[image: image832.wmf]G

相交于点
[image: image833.wmf]A

和
[image: image834.wmf]B

，直线
[image: image835.wmf]MA

和直线
[image: image836.wmf]MB

分别与
[image: image837.wmf]1

G

相交于点
[image: image838.wmf]C

和
[image: image839.wmf]D

．求证：
[image: image840.wmf]CD

与
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G

相切．
例12．已知两个半径不相等的⊙
[image: image842.wmf]1

O

和⊙
[image: image843.wmf]2

O

相交于
[image: image844.wmf]M

、
[image: image845.wmf]N

两点，且⊙
[image: image846.wmf]1

O

、⊙
[image: image847.wmf]2

O

分别与⊙
[image: image848.wmf]O

内切于
[image: image849.wmf]S

、
[image: image850.wmf]T

两点．求证：
[image: image851.wmf]MN

OM

^

的充要条件是
[image: image852.wmf]S

、
[image: image853.wmf]N

、
[image: image854.wmf]T

三点共线．
例13．在凸四边形
[image: image855.wmf]ABCD

中，
[image: image856.wmf]AB

与
[image: image857.wmf]CD

不平行，⊙
[image: image858.wmf]1

O

过
[image: image859.wmf]A

、
[image: image860.wmf]B

且与边
[image: image861.wmf]CD

相切于点
[image: image862.wmf]P

，⊙
[image: image863.wmf]2

O

过
[image: image864.wmf]C

、
[image: image865.wmf]D

且与边
[image: image866.wmf]AB

相切于点
[image: image867.wmf]Q

．⊙
[image: image868.wmf]1

O

和⊙
[image: image869.wmf]2

O

相交于
[image: image870.wmf]E

、
[image: image871.wmf]F

，求证：
[image: image872.wmf]EF

平分线段
[image: image873.wmf]PQ

的充要条件是
[image: image874.wmf]BC

∥
[image: image875.wmf]AD

．
例14．设凸四边形
[image: image876.wmf]ABCD

的两条对角线
[image: image877.wmf]AC

与
[image: image878.wmf]BD

互相垂直，且两对边
[image: image879.wmf]AB

与
[image: image880.wmf]CD

不平行．点
[image: image881.wmf]P

为线段
[image: image882.wmf]AB

与
[image: image883.wmf]CD

的垂直平分线的交点，且在四边形的内部．求证：
[image: image884.wmf]A

、
[image: image885.wmf]B

、
[image: image886.wmf]C

、
[image: image887.wmf]D

四点共圆的充要条件为
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竞赛讲座07

 －覆盖

一个半径为1的单位圆显然是可以盖住一个半径为[image: image889.png]


的圆的．反过来则不然，一个半径为[image: image890.png]


的圆无法盖住单位圆．那么两个半径为[image: image891.png]


的圆能否盖住呢？不妨动手实验一下，不行．为什么不行？需几个这样的小圆方能盖住大圆？……，这里我们讨论的就是覆盖问题，它是我们经常遇到的一类有趣而又困难的问题．

定义  设Ｇ和Ｆ是两个平面图形．如果图形Ｆ或由图形Ｆ经过有限次的平移、旋转、对称等变换扣得到的大小形状不变的图形Ｆ′上的每一点都在图形Ｇ上．我们就说图形Ｇ覆盖图形Ｆ；反之，如果图形Ｆ或Ｆ′上至少存在一点不在Ｇ上，我们就说图形Ｇ不能覆盖图形Ｆ．

关于图形覆盖，下述性质是十分明显的：

（１）   图形Ｇ覆盖自身；

（２）   图形Ｇ覆盖图形Ｅ，图形Ｅ覆盖图形Ｆ，则图形Ｇ覆盖图形Ｆ．

１．最简单情形――用一个圆覆盖一个图形．

首先根据覆盖和圆的定义及性质即可得到：

定理１  如果能在图形Ｆ所在平面上找到一点Ｏ，使得图形Ｆ中的每一点与Ｏ的距离都不大于定长ｒ，则Ｆ可被一半径为ｒ的圆所覆盖．

定理２  对于二定点Ａ、Ｂ及定角α若图形Ｆ中的每点都在ＡＢ同侧，且对Ａ、Ｂ视角不小于α，则图形Ｆ被以ＡＢ为弦，对ＡＢ视角等于α的弓形Ｇ所覆盖．

在用圆去覆盖图形的有关问题的研究中，上述二定理应用十分广泛．

例１ 求证：（１）周长为２ｌ的平行四边形能够被半径为[image: image892.png]


的圆面所覆盖．

（２）桌面上放有一丝线做成的线圈，它的周长是２ｌ，不管线圈形状如何，都可以被个半径为[image: image893.png]


的圆纸片所覆盖．

分析  （１）关键在于圆心位置，考虑到平行四边形是中心对称图形，可让覆盖圆圆心与平行四边形对角线交点叠合．

（２）＂曲＂化＂直＂．对比（１），应取均分线圈的二点连线段中点作为覆盖圆圆心．

证明  （１）如图４５－１，设ＡＢＣＤ的周长为２ｌ，ＢＤ≤ＡＣ，ＡＣ、ＢＤ交于Ｏ，Ｐ为周界上任意一点，不妨设在ＡＢ上，则

∠１≤∠２≤∠３，

有ＯＰ≤ＯＡ．

又ＡＣ＜ＡＢ＋ＢＣ＝ｌ，

故ＯＡ＜[image: image894.png]


．

因此周长为２ｌ的平行四边形ＡＢＣＤ可被以Ｏ为圆心；半径为[image: image895.png]


的圆所覆盖，命题得证．

[image: image896.jpg]
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（2）如图45-2,在线圈上分别取点R，Q，使R、Q将线圈分成等长两段，每段各长l.又设RQ中点为G，M为线圈耻任意一点，连MR、MQ，则

[image: image898.png]GMS%(MR+MQ) ﬁ%(MmR+MnQ) :%




因此，以G为圆心，[image: image899.png]


长为半径的圆纸片可以覆盖住整个线圈．

例２△ABC的最大边长是ａ，则这个三角形可被一半径为[image: image900.png]


的圆所覆盖．

分析  ａ为最大边，所对角A满足６０°≤A＜１８０°．

证明 不妨设BC＝ａ，以BC为弦，在A点所在一侧作含60°角的弓形弧（图４５－３）．因６０°≤A≤180°，故根据定理２，△ABC可被该弓形所覆盖．

由正弦定理，弓形相应半径ｒ＝[image: image901.png]


，所以△ABC可被半径为[image: image902.png]


的圆所覆

盖．

显然覆盖△ABC的圆有无穷多个，那么半径为[image: image903.png]


的圆是否是最小的覆盖圆呢？事实并不

尽然．

[image: image904.png]A
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例３ △ＡＢＣ的最大边BC等于ａ，试求出覆盖△ABC的最小圆．

解 分三种情形进行讨论：

（１）   ∠Ａ为钝角，以ＢＣ为直径作圆即可覆盖△ＡBC．

（２）   ∠Ａ是直角，同样以ＢＣ为直径作圆即可覆盖△ABC；

（３）∠Ａ是锐角．假若⊙O覆盖△ABC，我们可在⊙O内平移△ABC，使一个顶点B落到圆周上，再经过适当旋转，使另一个顶点落在圆周上，此时第三个顶点A在⊙O内或其圆周上，设BC所对圆周角为α，那么∠BAC≥α，设⊙O直径ｄ，△ABC外接圆直径ｄ０，那么

[image: image905.png]BC BC
sina  sin ZBAC





所以对于锐角三角形ABC，最小覆盖圆是它的外接圆．

今后我们称覆盖图形F的圆中最小的一个为F的最小覆盖圆．最小覆盖圆的半径叫做图形F的覆盖半径．

综合例２、例３，即知△ABC中，若ａ为最大边，则△ABC的覆盖半径ｒ满足

[image: image906.png]



２．一个图形Ｆ能否被覆盖，与图形中任意两点间的距离最大值ｄ密切相关．

以下我们称图形Ｆ中任意两点间的距离最大值ｄ为图形Ｆ的直径．

我们继续研究多个圆覆盖一个图形问题．

定义  对于图形Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｎ，若图形Ｆ中的每一点都被这组图形中的某个所覆盖，则称这几个图形覆盖图形Ｆ．

图形Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｎ为ｎ个圆是一特殊情形．

例４  以ＡＢＣＤ的边为直径向平行四边形内作四个半圆，证明这四个半圆一定覆盖整个平行四边形．

分析１ ＡＢＣＤ的每一点至少被某个半圆所盖住．

证明１ 用反证法．如图４５－４设存在一点Ｐ在以ＡＢ、ＢＣ、ＣＤ、ＤＡ为直径的圆外，根据定理二，∠ＡＰＢ，∠ＢＰＣ，∠ＣＰＤ∠ＤＰＡ均小于９０°，从而

∠ＡＰＢ＋∠ＢＰＣ＋∠ＣＰＤ＋∠ＤＰＡ＜３６０°．

[image: image907.jpg]I8 45-4
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与四角和应为周角相矛盾．故Ｐ应被其中一半圆盖住，即所作四个半圆覆盖ＡＢＣＤ．

分析２ 划片包干，如图４５－５，将ＡＢＣＤ分为若干部分，使每一部分分别都被上述四个半圆所覆盖．

证明２  在ＡＢＣＤ中，如图４５－５，设ＡＣ≥ＢＤ．分别过Ｂ、Ｄ引垂线ＢＥ、ＤＦ垂直ＡＣ，交ＡＣ于Ｅ、Ｆ，将ＡＢＣＤ分成四个直角三角形，△ＡＢＥ、△ＢＣＥ、△ＣＤＦ、△ＤＡＦ．每一个直角三角形恰好被一半圆所覆盖，从而整个四边形被四个半圆所覆盖．

上述结论可推广到任意四边形，留给读者考虑．

例５  求证：一个直径为１的圆不能被两个直径小于１的圆所覆盖．

证明  如图４５－６，先考虑其中一个小圆即⊙Ｏ１去覆盖大圆Ｏ，连Ｏ１、Ｏ过Ｏ作ＡＢ⊥Ｏ１Ｏ，ＡＢ为⊙Ｏ的直径（若Ｏ１、Ｏ重合，那么ＡＢ为任意直径）此时

[image: image909.png]O A =08 204




故Ａ、Ｂ两点都不能被⊙Ｏ１盖住．至于另一小圆⊙Ｏ２无疑不能同时盖住Ａ、Ｂ两点，故⊙Ｏ１、⊙Ｏ２不能覆盖⊙Ｏ．

事实上，我们还可以从另一角度给予证明．那就是一个小圆无法覆盖半个大圆，因此两个小圆也就不可能覆盖住整个大圆了．

现在，我们着手研究本文一开始就提出的问题．

[image: image910.png]456




例６  给定一个半径为１的圆，若用半径为[image: image911.png]


的圆去覆盖它，问至少要几个才能盖住．

问题需要我们在二个方面给予回答：一是所确定数目的小圆足以覆盖大圆；二是少于确定的数目，则全部小圆不能覆盖大圆．

对于不能覆盖的推断，以下两个原则是常用的：

原则１  若图形Ｆ的面积大于图形Ｇ的面积，则图形Ｇ不能覆盖图形Ｆ．

原则２  直径为ｄ的图形Ｆ不能被直径小于ｄ的图形Ｇ所覆盖．

两原则十分显然，不再证明．

四个半径为[image: image912.png]


的小圆面积和为π，恰等于大圆面积，而四小圆间若不重迭，则覆盖其它图形时，还须排除中间所夹的不属于四圆的部分，换句话说，四小圆所覆盖大圆部分面积必小于大圆自身面积，根据法则１，不可能覆盖大圆，少于四个小圆更不可能．

若有五个小圆，我们改变角度考虑，可将大圆周分为六等分．因小圆直径为１，五个小圆无法盖住大圆周，而六个圆周恰好盖住．

还需考虑大圆圆心没有被盖住，再添加一个小圆，符合要求！

[image: image913.png]



这说明：至少七个以[image: image914.png]


为半径的小圆方能覆覆盖半径为1的一个大圆.事实上这样的六个小圆若盖住大圆周，则大圆心不能被覆盖．若其中一小圆盖住大圆圆心，那么该圆又至多盖住大圆周上一点也就是六个小圆无法覆盖大圆，而我们作大圆的内接正六边形，分别将小圆圆心与各边中点重合，再将第七个小圆圆心与大圆圆心重合即可盖住大圆，如图４５－７，以下给出证明：

对于正△ＯＡＢ，设ＯＡ、ＯＢ中点Ａ１、Ｂ１，那么∠ＡＡ１Ｂ＝∠ＡＢ１Ｂ＝９０°，故四边形ＡＡ１Ｂ１Ｂ被以ＡＢ为直径的圆覆盖．另外，△ＯＡ１Ｂ１被小圆⊙Ｏ所覆盖．类似地可推得七个小圆覆盖整个大圆．

３．直线形图形覆盖别的图形的问题

解决直线形图形覆盖别的图形的问题，常须较高的智巧，一般的处理方法是通过构造过渡图形，逐步调整，最终获得问题的解决．

例７ 证明直径为１的图形Ｆ可被单位正方形覆盖．

分析  先后用互相垂直的两对平行线将图形夹在中间，再向内收缩．

证明  取位于水平方向和铅直方向的两对平行直线将图形Ｆ夹在中间，再将位于下方的直线ｌ２向上平移，直至遇到图形Ｆ上点为止，中图４５－８中ｌ２′处．接着又将ｌ１向下平移至与ｌ２′相距为１的ｌ１′处止．因图形Ｆ直径为１．故图形Ｆ仍被二直线ｌ１′，ｌ２′所夹．同样采用先左后右的顺序，将沿直线ｍ１、ｍ２平移至ｍ１′、ｍ２′处，ｍ１′、ｍ２′相距为１，而图形Ｆ依然夹在直线ｍ１′，ｍ２′中间，从而直线ｌ１′、ｌ２′、ｍ１′、ｍ２′所围成单位正方形即可覆盖图形Ｆ．

运用上述方法，我们可进一步解决以下问题：

[image: image915.png]mo e
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例８  直径为１的图形Ｆ可被一个边长为[image: image917.png]


的正三角形覆盖，试证明之．

证明  作三对相距为１的平行直线ｍ１、ｍ２、ｎ１、ｎ２，ｌ１、ｌ２，相交直线所成角为６０°，围成可覆盖图形Ｆ的六边形及正△Ａ１Ｂ１Ｃ１，正△Ａ２Ｂ２Ｃ２（具体作法可参照例７）．如图４５－９．设Ｐ为Ｆ中任意一点，它到六边形各边距离依次为ｘ、ａ、ｙ、ｂ、ｚ、ｃ．又设正△Ａ１Ｂ１Ｃ１的高为ｈ１，正△Ａ​2Ｂ２Ｃ２的高为ｈ２．因正三角形内一点到三边距离和等于正三角形的高，得

ａ＋ｂ＋ｃ＝ｈ１，

ｘ＋ｙ＋ｚ＝ｈ２．

相加,得

（ｘ＋ｂ）＋（ｙ＋ｃ）＋（ｚ＋ａ）＝ｈ１＋ｈ２，

又ｘ＋ｂ＝１，ｙ＋ｃ＝１，ｚ＋ａ＝１，

∴ｈ１＋ｈ２＝３．

根据抽屉原则,ｈ１、ｈ２中有一不大于[image: image918.png]


,不妨设[image: image919.png]


,即正△A１B１C１的高不大于[image: image920.png]


,那么它的边长

[image: image921.png]



因此图形Ｆ可被边长不大于[image: image922.png]


的正三角形即正△Ａ1Ｂ１Ｃ１所覆盖.

4.图形的嵌入是覆盖问题的一种重要变化形式

所谓图形Ｆ能嵌入图形Ｇ,其本质就是图形Ｇ能覆盖图形F.

例9试证面积为S、周长为P的四边形一定可嵌入一个半径为[image: image923.png]"ol e



的圆.

分析 四边形内存在到各边距离不小于[image: image924.png]"ol e



的点.

证明  如图45-10,设四边形ABCD面积为Ｓ,周长为Ｐ.各边长分别为ａ1、ａ２、ａ３、ａ４.现以ａ１、ａ２、ａ３、ａ４为长,[image: image925.png]"ol e



为宽,向四边形内侧作矩形,则这些矩形总面积是

[image: image926.png]



即四个矩形面积总和等于四边形面积.由于这四个矩形有重迭部分,所以四边形内部存在点O没有被矩形覆盖,那么以点O为圆心,[image: image927.png]"ol e



为半径的圆可嵌入四边形ABCD中.

[image: image928.png]



例10 在一个半径等于18的圆中已嵌入16个半径为3的圆.证明在余下的部分中还能嵌入9个半径为1的圆.

证明  首先证明大圆中还能嵌入1个半径为1的小圆.先将大圆的半径收缩为17,而将半径为3的圆膨胀成半径为4的圆,此时大圆面积变为

π×172＝289π.

16个半径为4的圆的面积是

π×42×16=256π.

289π-256π=33π.

这说明大圆中嵌入16个半径为3的圆外,还能嵌入半径为1的一个小圆,如图45-11所示.

再将大圆的半径收缩为17,半径为3的圆的半径膨胀为4,半径为1的圆膨胀为2,由于

[image: image1048.wmf].
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289π-256π-4π=29π,所以大圆中除嵌入16个半径为3的圆外,还能嵌入两个半径为1的圆.依此类推,由于289π-256π-4π×8=π＞0,

故大圆还可嵌入九个半径为1的小圆.

将图形收缩、膨胀是解嵌入问题一种重要方法.
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