数学奥赛辅导
第三讲   同余
知识、方法、技能
同余是数论中的重要概念，同余理论是研究整数问题的重要工作之一。本讲介绍同余的基本概念，剩余类和完全剩余系，同余方程，整数模的阶和中国剩余定理。
Ⅰ.基本概念
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定义一：设m是一个给定的正整数。如果两个整数a、b用m除所得的余数相同，则称a、b对模m同余，记为a≡b（mod m）；否则，记为a≡b（mod m）。

例如，15≡7（mod4），－23≡12（mod7）。

同余有如下两种等价定义法：
定义一* 若m | a－b，则称a、b对模m同余。

定义一**若a=b+mt（t∈Z），则称a、b对模m同余。

同余的基本性质：
（1）
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（3）若
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特别地，设
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特别地，又若（c，m）=1，则
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【证明】因
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又因若（a，b）=
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从而有
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这个性质说明同余式两边的同一非零因数，不能像等式那样“约去”，只有当这非零因数与模互质时，才可“约去”。

（6）
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（7）设
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①若c>0，则
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②d为a、b、m的任一公约数，则
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（8）若
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（9）若
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Ⅱ.剩余类和完全剩余系
若按对某一模m的余数进行分类，就可以引入所谓的剩余类和完全剩余系的概念。

定义二：设m∈N*，把全体整数按其对模m的余数r（0≤r≤m－1）归于一类，记为kr，每一类kr（r=0，1，…，m－1）均称模m的剩余类（又叫同余类）。同一类中任一数称为该类中另一数的剩余。

剩余类kr是数集
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也即

是余数

是模

，它是一个公差为m的（双边无穷）等差数列。

根据定义，剩余类具有如下性质：
（1）
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（2）对任一数n∈Z，有惟一的
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（3）对任意的a，b∈Z，a，b
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定义三：设
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组成的一个组称为模m的一个完全剩余系，简称完系。

例如，取m=4，则有
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，k2={…，－6，－2，2，6，10，…}，k3={…，－5，－1，3，7，11，…}。数组0，1，2，3；－8，5，2，－1等等都是模的4的一个完全剩余系。

显然，模m的完全剩余系有无穷多个。但最常用的是下面两种：
（1）非负数最小完全剩余系：0，1，2，…，m－1；
（2）绝对值最小完全剩余系：它随m的奇偶性不同而略有区别。

当
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由定义不难得到如下判别完全剩余系的方法：
定理一：m个整数
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定理二：设（b，m）=1，c为任意整数。若
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特别地，任意m个连续整数构成模m的一个完全剩余系。

【证明】只需证明：当
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而这可用反证法得证。下略。

设m为一正整数，由于在0，1，…，m－1中与m互质的数的个数是由m惟一确定的一个正整数，因此，可给出如下定义。

定义四：m为一正整数，把0，1，…，m－1与m互质的数的个数叫做m的欧拉函数，记为
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显然，
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当m=p为质数时，
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设k是模的一个剩余类。若a、b∈k，则
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于是由性质9知，（a，m）=（b，m）。因此，若（a，m）=1，则k中的任一数均与m互质。这样，又可给出如下定义。

定义五：如果一个模m的剩余类kr中任一数与m互质，则称kr是与模m互质的剩余类；在与模m互质的每个剩余类中任取一个数（共
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例如，取m=6，在模6的六个剩余类中，
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由此定义，不难得到：
定理三:
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是模m的简化剩余系
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定理四：在模m的一个完全剩余系中，取出所有与m互质的数组成的数组，就是一个模m的简化剩余系。

这两个定理，前者是简化剩余系的判别方法，后者是它的构造方法。显然，模m的简化剩余系有无穷多个，但常用的是“最小简化剩余系”，即由1，2，…，m－1中与m互质的那些数组成的数组。由定理不难证得简化剩余系的如下性质定理。

定理五：设
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下面介绍两个有关欧拉函数的重要结论。其证明略。

定理六：（欧拉定理）若（a，m）=1，则
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特别地，（费马小定理）若m=p为质数，p a，则
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定理七：（威尔逊定理）设p素数，则（p－1）！
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定理八：（欧拉函数值计算公式）令m的标准分解式为
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例如，30=2·3·5，则
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读者应认识到：由于任何整数都属于模m的某一剩余类，所以，在研究某些整数性质时，选取适当的（模）m，然后在模m的每个剩余类中取一个“代表数”（即组成一个完全剩余系），当弄清了这些代表数的性质后，就可弄清对应的剩余类中所有数的性质，进而弄清全体整数的性质，这就是引入剩余类和完全剩余系的目的。

Ⅲ.同余方程
设
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的整系数多项式。类似于多项式和代数方程式的有关定义，我们有
定义六：同余式
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叫做一元n次同余方程。例如，
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定义七：若c使得
[image: image60.wmf])

(mod

,

)

(mod

0

)

(

m

c

x

m

c

f

º

º

则

成立

叫做同余方程
[image: image61.wmf])

(mod

0

)

(

m

x

f

º

的一个解。

显然，同余方程的解是一些剩余类，而不仅是一个或n个类。例如，
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1．一次同余方程

[image: image65.wmf])

(mod

m

b

ax

º

（其中m  a）称为一次同余方程。关于它的解，有如下共知的结论：
定理九：若（a，m）=1，则
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定理十：若（a，m）=d>1，d  b，则
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定理十一：若（a，m）=d>1，d | b，则
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下面介绍一次同余方程

[image: image74.wmf]1

)

,

(

),

(mod

=

º

m

a

m

b

ax

                                             （*）
的解法。

【解法1】因（a，m）=1，则存在二数s，t，使得as+mt=1，即
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【解法2】先把（*）变形成
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【解法3】得用欧拉定理。因
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2．一次同余方程组
定义八：若数r同时满足n个同余方程：
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定理十二：对同余方程组
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①若d 
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②若
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Ⅳ.模m的阶和中国剩余定理
（1）模m的阶
定义九：设m>1是一个固定的整数，a是与m互素的整数，则存在整数k，1≤k＜m，使得
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a模m的阶具有如下性质：
①设
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因此，（△△）是（△）的惟一解。

赛题精讲
例1：数1978n与1978m的最末三位数相等，试求正整数m和n，使得n+m取最小值，这里
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【评述】比例中我们用了这样一个结论：1978的各次方幂的个位数字是以8，4，2，6循环出现，即，当r=1，2，3，4时，
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【证明】根据如下符号表可知，若设三根依次为
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另一方面，由韦达定理知，
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由此知，命题变为证明：
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可见，在模17意义下，
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例3：求八个整数
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[image: image156.wmf].

8

8

2

2

1

1

n

a

n

a

n

a

k

+

+

+

=

L

   （第26届IMO预选题）
【解】令数集
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显然  
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且G中的元素个数有
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形式。

当n=7时，H=3280>1985，而n=6时，H=1043<1985。故n1=1，n2=3，…，n8=37为所求。

例4：设n为正整数，整数k与n互质，且0<k<n。令M={1，2，…，n－1}，给M中每个数染上黑、白两种颜色中的一种，染法如下：（i）对M中每个i，i与n－i同色；（ii）对M中每个i，i≠k，i与 | k－i | 同色。求证：M中所有的数必为同色。      （第26届IMO试题）
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例5：设a和m都是正整数，a>1。证明：
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例6：设p是奇素数，证明：2p－1的任一素因了具有形式
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【证明】设q是2p－1的任一素因子，则q≠2。设2模q的阶是k，则由
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例7：设m，a，b都是正整数，m>1，则
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【证明】记
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例8：设n，k是给定的整数，n>0，且k（n－1）是偶数。证明：存在
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【证明】我们先证明，当n为素数幂
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现在孙子定理表明，同余方程组

[image: image200.wmf])

(mod

,

),

(mod

1

1

1

r

a

r

r

p

x

x

p

x

x

º

º

L

a

有解x，同样

[image: image201.wmf])

(mod

,

),

(mod

1

1

1

r

a

r

r

p

y

y

p

y

y

º

º

L

a


也有解y。现在易证x，y符合问题中的要求：因pi  xiyi，故pi  xy（i=1，…，r），于是（xy，n）=1。又
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例9：设n为任意的正整数。证明：一定存在n个连续的正整数解，使其中任何一个都不是质数的整数幂。                                             （第30届IMO试题）
【证明】取2n个两两不同的质数
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两两互质，根据孙子定理必有解，取为正整数N，则n个连续正整数N+1，N+2，…，N+n都至少含有两个不同的质因数，因而它们中的任一个都不是质数的整数幂。证毕。
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