智浪教育—普惠英才文库

2011年全国高中数学联赛广东省预赛试题及参考答案
（考试时间：2011年9月3日上午10∶00—11∶20）

一、填空题：本大题共8小题，每小题8分，共64分．把答案填在横线上．
1. 设数列
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2. 不等式
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对一切
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成立，则实数a的取值范围为       .

3. 已知定义在正整数集上的函数
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满足以下条件：
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则
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4. 方程
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一共有       个解.

5. 设半径为10厘米的球中有一个棱长为整数（厘米）的正方体, 则该正方体的棱长最大等于      .
6. 一个玻璃杯的内壁是由抛物线
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绕y轴旋转而构成的.请问能接触到杯底的球的半径最大是      .

7. 计算：
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8.  10名学生站成一排，要给每名学生发一顶红色、黄色或者蓝色的帽子，要求每种颜色的帽子都要有，且相邻的两名学生帽子的颜色不同. 则满足要求的发帽子的方法共有       种.

二、解答题：本大题共3小题，共56分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤．
1．（本小题满分16分）若
[image: image15.wmf]n

是大于2的正整数，求
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的最小值.
2．（本小题满分20分）在一条线段上随机独立地取两点，然后从这两点处把线段分成三段.请问得到的三条新线段能构成三角形的概率是多少？
3．（本小题满分20分）数列
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. 证明：对所有整数
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参考答案
1.答案：8041.

由题意，
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2.答案：
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解得
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3.答案：2023066.

在(1)中，令
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[image: image43.wmf](

)

(

)

(

)

63212

fff

==++

.      ③
由③②得，
[image: image44.wmf](

)

(

)

11,23

ff

==

.

代入①得，
[image: image45.wmf](

)

(

)

11.

fmfmm

+-=+


∴
[image: image46.wmf]20102010

11

(2011)[(1)()](1)(1)1

kk

ffkfkfk

==

=+-+=++

åå


         
[image: image47.wmf]2011

2

1

+

×

×

×

+

+

=


         
[image: image48.wmf]2023066

2

2012

2011

=

´

=

.

4.答案：4.

方程
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的所有解为
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的所有解为
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5.答案：11厘米.
设正方体的棱长为
[image: image61.wmf]a

，因为正方体的对角线长不大于球的直径，

所以，
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6.答案：
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过抛物线顶点与球心作截面，设球的半径为
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由
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由题意，方程
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7.答案：
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原式
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8.答案：1530.

推广到一般情形，设
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个学生按题设方式排列的方法数为
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二.1.解：当
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假设
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则当
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因此，所求最小值为
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2.解：令a, b和c 为一个三角形的三边，则a+b>c, b+c>a和c+a>b.不妨设开始时的线段为区间[0, 1]，并且随机选取的两点为x和y ，其中0<x<y<1.

[image: image95.wmf](

)

(

)

1

()1,

2

1

(1),

2

1

1.

2

xyxyy

xyyxyx

yxyxx

+->-Þ>

+->-Þ-<

-+->Þ<

ì

ï

ï

ï

í

ï

ï

ï

î


如下图所示，“成功”的区域是由不等式
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答：得到的三条新线段能构成三角形的概率是
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3.证法1：

证明：由已知得
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由于
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证法2：

证明：用归纳法证明加强命题：an ≥  EQ \F(n + 2,10) (n ≥ 3(．

1( 当n = 3, 4时，

 a3 = 1 ≥  EQ \F(5,10) , a4 =  EQ \F(2,3) ≥  EQ \F(6,10) ．

结论成立．

2( 假设当n－1时结论成立，当n + 1时，

  an + 1 =  EQ \F(2,n) (a0 + a1 + … + an－1(
      =  EQ \F(2,n) (1 + a3 + a4 + … + an－1( 
      >  EQ \F(2,n) (1 +  EQ \F(5,10) +  EQ \F(6,10) + … +  EQ \F(n + 1,10) (
      =  EQ \F(2,n) (1 +  EQ \F((n + 6((n－3(,20) (
      =  EQ \F(2,n) 

 EQ \F(n 2 + 3n + 2,20) 
      >  EQ \F(n + 3,10) ．

所以结论对n + 1时亦成立．

由归纳法原理及1(, 2( 可知 an ≥  EQ \F(n + 2,10) (n ≥ 3( 成立．

因此an ≥  EQ \F(n + 2,10) >  EQ \F(n,10) (n ≥ 3( 成立．

从而本题得证．
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