智浪教育—普惠英才文库

专题讲座
高中数学“数列的综合问题” 
一、对本专题数学知识的深层次理解 
（一）数列综合问题的几个重点内容 
数列的综合问题课标中并没有明确的陈述，但往往是高考考查涉及到的问题，如：数列求和问题；数列与不等式综合问题；关于递推数列的问题等。这些问题往往涉及数列知识的综合和高考的考查重点，教学中教师要给予关注并较好的把握。 
（二）教学内容的重点、难点 
重点：在解决数列问题中要关注数列的属性、项数，用函数的观点研究数列；掌握数列求和的基本方法及基本的递推数列问题。 
难点：数列与不等式综合问题中的放缩问题；解决递推数列问题的策略。 
二、“数列综合问题”的 教与学的策略 
（一）解决数列问题的基本思路 
判断所要求研究的数列是否为特殊数列：等差数列或等比数列，如果是，用公式和性质解决 . 如果不是等差、等比数列，要么转化为等差数列或等比数列，要么寻找其它方法 . 
因此我们拿到一个数列的问题时，要注意关注数列的属性。 
1．关注数列的属性 
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本题的关键是定性，即关注数列的属性。 
2．关注数列的项数 
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此题涉及等差、等比数列的综合问题，考查了等比中项，等差数列的通项公式等基本知识，考查了方程思想，关键是利用已知条件找到 Kn与 n的关系。
3．用函数的观点认识数列 
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本题的关键是用函数的观点去看待数列问题，此题也涉及到不等式的知识 . 
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以上几个例题从不同角度反映了数列是特殊的函数这一问题，因此解决数列问题，往往可以利用解决函数问题的思考方式。 
（二）关注数列求和问题的教学 
数列求和的问题需要根据数列特点选择解决方法 ， 必须掌握常用的数列求和方法 ， 但数列求和往往和其他知识综合在一起 ， 综合性较强 . 若为等差 （ 比 ） 数列 ， 则直接用公式求和 ； 若非等差 （ 比 ） 数列 ， 则需寻找间接求和的方法 . 常见的有 ：“ 倒序相加法 ”“ 错位相减法 ”“ 裂项相消法”等 . 
1．用公式求和 
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分析 : 课本上推导等差数列的前 [image: image7]项和公式的方法为倒序相加法 , 故设
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数列求和的问题需要根据数列特点选择解决方法这一点在教学中应该始终坚持。 
（三）数列与不等式综合问题的教学 
[image: image10.jpg]1
@n+2

BT YRSTINT,, R T<2.





对于学生来说，他们非常清楚证明此题的方向，即先放缩再求和，但是学生的问题就是放缩的误差过大，而不能判断是什么原因导致的误差过大 . 
学生解法： 
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提出以下改进方案 . 
方案 1 ：通项放缩不变，减少放缩的项数 
尝试 1 ：第一项不放缩，从第二项开始放缩 
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仍然失败，不过离成功更近了 . 
尝试 3 ：前三项不放缩，从第四项开始放缩 
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终于成功了！ 
方案 2 ：减小通项的放缩误差 
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反思：对于改进 1 ，尽管最后没有成功，但从上面方案 1 的最终成功可以得到启发，改进为在求和时第一项不放缩，从第二项开始放缩。 
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不等式得证 . 
解题要在已有的知识基础上，探索解题思路的发现过程。 
（四）关于递推数列的教学 
这类问题是学生学习的疑点或盲点 。 一方面 ， 他们不能牢固掌握解决此类问题的一般思维方式 ： 即首先利用公式 [image: image16.jpg])=
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中消去 an或 Sn使递推式得以统一 ， 再思考能否从简化的递推式中发现与 an或 Sn相关的特殊数列 ， 甚至是走 “ 观察 — 归纳 — 猜想 — 证明 ” 的探索之路 ； 另一方面 ， 在应用公式[image: image17.jpg]2 ) MR f(a,.5)=0




 进行变换的过程中 ， 常忽视 n取值范围的变化 ， 而使求解与论证失去严谨性 。 
在教学中要避免题型套题型，没有思想方法的主线，教学变为杂乱无章的堆砌的现象。也要避免采取灌输的方法，将这些题型和方法强加给学生的现象，这种只给结果的教学是不可能奏效的，因为没有对解法的来源的任何交代，学生是无法理解的。 
常见做法——归纳题型，总结技巧： 
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题型套题型，没有思想方法作为主线，显得杂乱无章。 
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这是一个数列递推问题，一般地，抽象问题具体化，一般问题特殊化是数学中采用的基本策略。因此，先考察几个特殊的具体问题，以便从中找出思路。 
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设计意图：本题是解决整个问题的关键，取 p=2， q=1，是因为这时比较容易观察出其结构特点，并可以采用“凑”的办法，将数列化归为等比数列。 
注意，教学中应该在这里舍得花时间，放手让学生自己去做，教师不必干预过多。 
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学生可能会计算出数列的前几项，从而猜想出通项公式，这应该是学生思维的火花，教师应该及时鼓励。 
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当 n=1时也成立 
能够用思考五解题的学生，很好地利用迭代的方法解决问题。 
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设计意图：在前面几个问题的铺垫下，这一问题的解决已经水到渠成，当然，因为推广了“同类事物”，所以要注意“完备性”，要对细节、特例进行讨论。 
上述设计，我们不是把“待定系数法”强加给学生，而是通过从特殊到一般引导学生发现这类问题的结构特征，让学生通过独立思考而得到这类问题的一般解法。虽然其构造性很强，但方法不是从天上掉下来的，而是“合情推理”的结果。 
重点掌握三种类型的由递推公式求通项方法 
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此题学生应该在理解的基础上，自觉应用迭乘法，而不是简单的套用公式。 
三、 学生学习目标的检测 
（一）课标与高考对数列综合问题内容的要求 
数列作为一种特殊的函数，是反映自然规律的基本数学模型．学生将通过对日常生活中大量实际问题的分析，建立等差数列和等比数列这两种数列模型，探索并掌握它们的一些基本数量关系，感受这两种数列模型的广泛应用，并利用它们解决一些实际问题． 
在数列的基本问题一讲中，我们已经陈述了 课标对数列内容的要求，对于数列的综合问题课标没有具体的陈述，但是从历年高考的情况我们可以发现，高考数列综合试题往往呈现以下特点： 
以知识和方法立意考查等差、等比数列的有关知识，以求数列的通项公式和前 n 项和公式为主线，考查数列中的重要方法 
能力立意，以数列为素材，重点考查学生的探究能力、思维能力、综合能力、 
创新意识，此类题目背景、立意、结构都较新颖 。 
（二）典型题目分析 
通过例题看考查要求 
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本题以数列为背景，通过新定义考查学生自学能力、创新能力、探究能力。这类题目经常作为高考创新问题，本题学生在阅读理解上可能会遇到障碍，即 [image: image29.jpg](a)



是怎样产生的，另外学生也可能会在运用新定义上产生困惑，教师应该从特殊到一般的方法引导学生解决问题。
互动对话
【参与人员】 
郭 洁 北京市东城区教师研修中心中学数学教研室主任，特级教师 
陈昌林 东城区骨干教师， 高级教师 
胡园燕 东城区骨干教师，一级教师
【互动话题】 
1．教学设计要有利于不同层次学生的学习 
教学设计是多种多样的，有的以“教”为中心，有的以“学”为中心，风格各异。怎样进行数列的教学设计才能让学生更好地学会知识和方法呢？ 
我觉得采用哪种模式的教学设计，要根据学生的情况而决定，并不是一定要肯定一方，而否定另一方。 
比如，等差数列引入概念教学，我们给出两个方案，面对不同层次的学生就可以选择不同的方案。 
2．如何把握数列综合问题的处理方法 
有一些数列，它既不是等差数列，也不是等比数列，但是却可以通过代数变形转化为等差等比数列，然后用等比数列的知识解决此类问题。用例题说明。 
3．解决数列综合问题中如何渗透“消项”的思想 
求数列前 n 项和的思路和方法是多种多样的，必须根据所求和式的特点来选取。推导等差数列的前 n 项和公式 , 是根据等差数列的对称性，所用的方法是“倒序相加法”。对等比数列的前 n 项和 , 是用错位相减法得到的。 
其实这些方法的本质类似于初中方程组求解的消元思想，消元的目的是减少未知数的个数，消项的目的是减少数列和式中的多个项数，他们有异曲同工之妙。 
4．如何处理好数列中的实际问题 
数列作为特殊的函数，在实际问题中有着广泛的应用，如增长率，减薄率，银行信贷，浓度匹配，养老保险，圆钢堆垒等问题 . 这就要求同学们除熟练运用有关概念式外，还要善于观察题设的特征，联想有关数学知识和方法，迅速确定解题的方向，以提高解数列题的速度 . 下面以分期付款中的有关计算为例说明。 
5．如何把握数列综合问题习题的难度——用例题说明。 
案例评析
【案例信息】 
案例名称：《递推数列求通项公式问题》 
授课教师：胡晓梅（北京宏志中学） 
评析教师：郭洁 （北京市东城区教师研修中心）
【课堂实录】
【案例评析】
递推数列求通项公式问题这节课教师首先设置了明确的教学目标。即加深理解等差数列、等比数列的通项公式及求通项公式的方法。通过构造等差、等比数列求递推数列通项公式，使学生体会化归转化的数学思想，通过由特殊到一般的解决问题方法，培养学生的归纳推理能力。带领学生经历将陌生问题转化为熟悉问题，复杂问题转化为简单问题，再利用有关知识解题的过程，开阔学生思考问题思路，优化学生数学思维品质。 
另外教师准确把握了教学的重点：递推数列通项公式的求法探究和教学难点：等差、等比数列的构造方法。 
在课堂教学中教师采用了教师引导，学生探究的教学方式，符合新课标的理念，符合学生的思维特点。 
在教学过程中，教师通过问题串儿的形式，启发学生的思维，通过从特殊到一般的思维路线引导学生学习递推数列求通项公式问题。 
在复习引入阶段教师通过以下三个问题： 
1. 等差数列、等比数列的定义。 
2. 等差数列、等比数列的通项公式。 
3. 提出问题，还有一类 用递推公式表示的数列，叫做递推数列。也是一种比较特殊的数列，我们如果来求它的通项呢？ 
加深学生对等差数列、等比数列这类特殊数列的认知， 同时激发学生对 对递推数列通项求法的探究热情。 
在问题探究阶段，教师注意突出重点，突破难点，先后设置了四个问题 
问题 1 ： 已知数列 [image: image30.jpg]2a,+1, REF{a}



的通项公式 . 
对于问题 1 ，教师启发学生，解决这个问题的关键是什么引导学生关注式子 [image: image31.jpg]a,,=2a,+1



，从而希望找到对式子的处理方法。当学生用两边各加 1 的办法解决此题后，教师及时总结解决此题的关键是构造等比数列，将复杂问题转化为简单问题，将未知问题转化为已知问题。并追问学生怎么想到这种解法的，从而揭示学生的思维过程。紧接着，教师将问题由特殊引向一般，追问：具有何种形式的递推公式可用此类方法求通项公式？进一步将学生的思维引向深入，解决形如 [image: image32.jpg]a=pa,+q(p. ¢ WEH, Bp=01)



的问题，并研究 解决的方法： 待定常数法，化为等比数列。教学中 “待定系数法”不是强加给学生，而是通过从特殊到一般引导学生发现这类问题的结构特征，让学生通过独立思考而得到这类问题的一般解法。虽然其构造性很强，但方法不是从天上掉下来的，而是“合情推理”的结果。 
通过问题 1 的解决过程学生体会到如何 将一个递推数列转化成为熟悉的特殊数列，常用的方法是构造的方法，也就是说，根据题目所给的条件，构造一个新数列，使这个数列转化成为等差数列或等比数列 . 
在学生已有认知的基础上，通过对问题 1 的探究 让学生感知如何由递推公式构造出符合等差数列定义的新数列，进而求通项的方法。体会化归的思想 . 通过对问题 1 这类递推公式求通项方法的总结，使学生体会由解决一个题到解决一类题，由 特殊到一般的思维过程，提高归纳推理能力。同时对 已有知识的一次新认识又激发了学生更浓的探究兴趣 . 
有了问题 1 的铺垫，对问题 2 的思考及类型和方法的总结就显得水到渠成了。同时学生也会因为初步掌握这类研究问题的方法而有成就感。 
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在问题再探究阶段，对等差、等比数列求通项的方法进行回顾，学生可以从中读出了不一样的内容，是很典型的“温故而知新”。此时问题 3 、 4 的提出及归纳总结，就完全可以放开由学生讨论解答，让学生去尽情享受这种数学思维所带来的规律、有型、有序的逻辑之美。 
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递推数列求通项公式问题这节课，思路清晰，设计合理，方法得当，效果突出。 在教学中教师没有采用题型套题型的陈旧套路，也没有采取灌输的方法，将这些题型和方法强加给学生，而是以思想方法的主线，强调对解法的来源的思考，学生易于理解和掌握。 
教学中的问题：课堂中发现有些学生对等差、等比数列的基础知识有遗忘的表现，如果时间允许，可以让学生总结这节课解决问题的方法和策略。
思考与活动
【思考与活动】
1. 请就解决数列问题的基本思路，谈谈您的教学反思。
2. 学生在学习《数列与不等式》时有哪些困惑，谈谈您对这些困惑的处理方法。
3. 请写出《数列求和复习课》的教学设计。
参考资料
【相关资源】
1. 例说数列前n项积的求法（PDF）
2. 如何求解数列的综合问题（PDF）
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课程简介
高中数学“数列的综合问题”教学研究
【课程简介】 
本课程主要阐述了解决数列综合问题的基本思路；关注数列求和问题的教学；数列与不等式综合问题的教学；关于递推数列的教学的问题。这些问题往往涉及数列知识的综合和高考的考查重点。 
本课程对在解决数列问题中要关注数列的属性、项数；用函数的观点研究数列；掌握数列求和的基本方法及基本的递推数列等问题进行了研究。 
本课程对数列与不等式综合问题中的放缩问题；解决递推数列问题提出了相应的教学策略。具有较强的指导性。
【学习要求】
1．明确解决数列综合问题的基本思路，首先要 判断所研究的数列的属性，然后注意转化，最终寻找解决问题的方法 . 
2． 关注数列求和问题的教学策略，通过学习能够把握数列求和教学的基本思想 
3．研究数列与不等式综合问题的教学策略，了解学生的困惑和疑难之处，能够采用恰当的教学方法进行教学 . 
4．把握递推数列的教学难度，理解高考要求，把握重点解决的几个递推数列问题，并能够掌握恰当的教学方法 . 
5．重视高考对数列综合问题的要求，把握放缩的尺度。 
教师团队
【主讲教师】
	郭洁： 1982 年毕业于北京师范大学数学系。北京市中学数学特级教师，北京市东城区教师研修中心中学数学教研室主任。 
长期从事中学数学教学、教研及高考模拟题的命题工作。 现任北京市课改实验工作专家指导组成员，主持 课程教材研究所“十一五”规划重点课题《新课标理念下高中数学科学训练的研究与实践》 等科研课题的研究 , 多篇论文获北京市及国家级奖。 


【互动教师】 
陈昌林：中学数学高级教师， 东城区骨干教师，东城区教育系统优秀教育工作者 , 北京市优秀奥赛教练员。曾获东城区首届教师基本功大赛一等奖，北京市青年教师评优课二等奖，全国青年教师评优课三等奖。多篇论文在杂志上公开发表，获北京市一等奖、全国一等奖。 
胡园燕： 中学数学一级教师，东城区骨干教师。参加了教育部课程中心“新课标远程培训”部分节目制作和网络答疑。曾荣获区级中学教师教学技能大赛一等奖， 被评为“希望杯”全国邀请赛“数学竞赛优秀辅导员” 。 所撰写的论文获市级二等奖。 
