  高中物理竞赛辅导（2）

   静力学 力和运动

    共点力的平衡

n个力
作用在刚体上的力可沿作用线前、后滑移而不改变其力学效应。当刚体受共点力作用时，可把这些力沿各自的作用线滑移，使都交于一点，于是刚体在共点力作用下处于平衡状态的条件是：合力为零。
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 （1）

    用分量式表示：

    [image: image2.png]


 （2）

    [例1]半径为R的刚性球固定在水平[image: image141.jpg]


桌面上，有一质量为M的圆环状均匀弹性细绳圈，原长为[image: image3.png]


，绳圈的弹性系数为k。将圈从球的正上方轻放到球上，并用手扶着绳圈使其保持水平，最后停留在平衡位置。考虑重力，不计摩擦。①设平衡时绳圈长[image: image4.png]2mb,b = 2



，求k值。②若[image: image5.png]mg
L



，求绳圈的平衡位置。

    分析：设平衡时绳圈位于球面上相应于θ角的纬线上。在绳圈上任取一小元段，长为[image: image6.png]


，质量为[image: image7.png]


，今将这元段作为隔离体，侧视图和俯视图分别由图示（a）和（b）表示。

    元段[image: image8.png]


受到三个力作用：重力[image: image9.png]


方向竖直向下；球面的支力N方向沿半径R指向球外；两端张力[image: image10.png]T=k2n(b-a)



，张力的合力为[image: image11.png]2Tsm% T = 2mk(g - a) b



位于绳圈平面内，指向绳圈中心。这三个力都在经线所在平面内，如图示（c）所示[image: image142.jpg]


。将它们沿经线的切向和法向分解，则切向力决定绳圈沿球面的运动。

    解：（1）由力图（c）知：合张力[image: image12.png]Thp



沿经线切向分力为：

    [image: image13.png]Thpcost = 2mk(b —a) Mpcost = 2mk(Rsin - Rsinf ) Apcosd,(2-1)




    重力沿径线切向分力为：

    [image: image14.png]7y = Y8 pyin
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 （2-2）

    当绳圈在球面上平衡时，即切向合力为零。

    [image: image15.png]


 （2-3）

    由以上三式得

    [image: image16.png]tg &= C(sin &£~ sin &)



 （2-4）

    式中[image: image17.png]0:4)’2kR,smﬂ:5,smﬁg:5
Mz z z





    由题设：[image: image18.png]a:gb:ﬁa




。把这些数据代入（2-4）式得[image: image19.png]C=2(1+2)



。于是[image: image20.png]_ D
2#R




。

    （2）若[image: image21.png]Mg
2#R



时，C=2，而[image: image22.png]1
&=
sin =



。此时（2-4）式变成

    tgθ=2sinθ-1,

即 sinθ+cosθ=sin2θ,

平方后得 [image: image23.png]sin F-sin26-1=0



。

在[image: image24.png]FL90°



的范围内[image: image25.png]12sn28z0



，上式无解，即此时在球面上不存在平衡位置。这时由于k值太小，绳圈在重力作用下，套过球体落在桌面上。

    [例2]四个相同的球静止在光滑的球形碗内，它们的中心同在一水平面内，今以另一相同的球放以四球之上。若碗的半径大于球的半径k倍时，则四球将互相分离。试求k值。

    分析：设每个球的质量为m，半径为r ，下面四个球的相互作用力为N，如图示（a）所示。[image: image143.jpg]<i3P_aM
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T
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    又设球形碗的半径为R，O'为球形碗的球心，过下面四球的球心联成的正方形的一条对角线AB作铅直剖面。如图3（b）所示。当系统平衡时，每个球所受的合力为零。由于所有的接触都是光滑的，所以作用在每一个球上的力必通过该球球心。

    上面的一个球在平衡时，其重力与下面四个球对它的支力相平衡。由于分布是对称的，它们之间的相互作用力N，大小相等以[image: image26.png]


表示，方向均与铅垂线成[image: image27.png]45°



角。

    下面四个球，由于分布的对称性，每个球受另外两个球的合作用力是一个水平力[image: image28.png]2N



，方向垂直于碗的轴线[image: image29.png]


。除水平力[image: image30.png]2N



外，还有重力mg，碗对球的支力[image: image31.png]


，上球的压力[image: image32.png]


，这四个力都通过该球球心，并位于同一平面内，如图3(b)所示。

    解：以A球为隔离体，把它所受的力分解为水平分量和垂直分量。

    [image: image33.png]2N + Ny cosd5® - N sina = 0,2 1)
(2-2)

W, cosa - mg - N, sin45°




    以上球为隔离体[image: image34.png]4N, cosd5”





    联立以上三式解出：[image: image35.png]mg
N =T (Siga -1,
ey



。

    当下面四球之间的相互作用为零，即N=0，得[image: image36.png]ga =t
S



。如[image: image37.png]


时，下面四球将互相分离。又[image: image38.png]sina

Le-a





    由图形（b）看出[image: image39.png]_2reosds _ \or
R-r R-r




。

    代入（2-4）式得[image: image40.png]R> 213+



。

    此时下面的四个球互相分离，[image: image41.png]k=2J13+1



。

    2.共面力的平衡

    作用在刚体上的所有力都位于同一平面，这些力就叫做共面力。设共面力所在的平面是xy平面，刚体在平面力作用下平衡的条件是：合力为零和对任一点所有力矩之和为零，即

    [image: image42.png]
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 [image: image44.png]



    [image: image45.png]


 （3）[image: image144.jpg]



    [例3]有6个完全相同的刚性长薄片[image: image46.png])



，其两端下方各有一个小突起，薄片及突起的质量忽略不。将此6个薄片架在一只水平的碗上，使每个薄片一端的小突起[image: image47.png]


恰好落在碗口上，另一端小突起[image: image48.png]


位于其下方薄片的正中，由正上方俯视如图表（a）所示。若将一质量为m的质点放置在薄片[image: image49.png]AsBg



上一点，这一点与此薄片中点的距离等于它与小突起[image: image50.png]


的距离。求：薄片[image: image51.png]AsBg



中点所受的（由另一薄片的小突起[image: image52.png]


所施的）压力。

    分析：设[image: image53.png]


对[image: image54.png]AsBg



中点所施的压力为P，方向向下；将[image: image55.png]


为隔离体，以[image: image56.png]


为支点，可看出[image: image57.png]


所受的压力为[image: image58.png]


；同理将[image: image59.png]


为隔离体，以[image: image60.png]


为支点可得[image: image61.png]


所受的压力[image: image62.png]


考虑薄片[image: image63.png]


，以[image: image64.png]


为支点得[image: image65.png]


所受的压力是[image: image66.png]


。[image: image145.jpg]i
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    解：考虑薄片[image: image67.png]AsBg



，以[image: image68.png]


为支点的力矩平衡方程[image: image69.png]P.3
2.2 g-n2p=0
73"



，

    解出：[image: image70.png]


。

    [例4]一锁链由2n个相同的链环组成，每两个链环间的接触是光滑的，锁链两端分别在一不光[image: image146.jpg]


滑的水平铁丝上滑动，它们的摩擦系数μ。证明：当锁链在铁丝上相对静止时，末个链环与铅垂线交角为[image: image71.png]1 2np
2n—




，

    分析：如图5（a）所示，由于对称性，锁链两端与铁丝接触点0，O'的垂直作用力N=nmg，m是每个链环的质量。铁丝对锁链端点的摩擦力[image: image72.png]J =i = png



。

    解：设链环的长为l，重心在其中心，取右端第一个链环为隔离体，当它平衡时对通过A点垂直于纸面的轴的合力矩为零[image: image73.png]mg%sm #+ flcos #- Nsin 6= 0



，以N、f之值代入，即可解得：[image: image74.png]


。[image: image147.jpg]



    3、物体平衡的种类

    下面讨论物体在重力和支力作用下所处的各种平衡状态，图6表示放在凹

    面底端、凸面顶端和平面上的小球，它们所受的重力和支力等值反向，都处在平衡位置。

    由于某种因素，小球稍稍偏离平衡位置，在凹面底部的小球重心升高，重力势能增大，重力mg和支力N不再保持平衡，合力指向原来的平衡位置，小球会恢复平衡，这种平衡叫做稳定平衡。位于凸面端的小球稍微偏离平衡位置后，重心降低，重力势能减少，重力和支力也不再平衡，合力指向远离原来平衡位置的方向，这种平衡叫做不稳定平衡。平面上的小球偏离原来位置后，重心的高度和重力势能不变，小球仍保持平衡，这种平衡叫做随遇平衡。

    [例5]任意横截面的柱体A静止在固定柱体A'上面，如图7（a）所示。G是A的重心，[image: image148.jpg]


G到接触点的距离是h，D、D'是这两个截面接触点的曲率中心；P、P'是相应的曲率半径，求：h、p、p'满足什么关系时，A处于稳定平衡状态？并加以讨论。

    分析：当A稍微偏离平衡位置，接触点相对于D'转过角度[image: image75.png]


，而DG与DD'相交θ角，如图7(b)所示，[image: image76.png]


和θ都是很小的角度，显然PQ=P'Q'。设A的质量为m，由图7(b)知质心G到D'的垂直距离H=(P+P')COS[image: image77.png]


-(p-h)=COS(θ+[image: image78.png]


)。若以D'为零势能的参考点，则当A稍微偏离平衡位置时，其重力势能为 

    [image: image79.png]U = mgH = mg[(,o+ &) cos 6~(,0— k) cos( &+ &)



 （5-2）

    当A在平衡位置时，重力势能是[image: image80.png]mglh+ .8)




 （5-3）[image: image149.jpg]



    解：由于[image: image81.png]


和θ是小量，[image: image82.png]_ter
2

cos f~1—§,cos(ﬂ+ #y~1



因此，（5-2）可写作[image: image83.png]U= %mg[(,o—h)(ﬁu &) = (o B) 1+ mgli+ d)



。

    [image: image84.png]2= (or 01
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。 （5-4）

    于是[image: image85.png]U-U, >0



，势能增加，相应于稳定平衡；[image: image86.png]U-U,<0



，势能减少，[image: image150.jpg]


相应于不稳定平衡。

    因此[image: image87.png]Comm+

(o-m+ 2
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    即稳定平衡的条件为[image: image88.png]


 （5-5）

    不稳定平衡条件为[image: image89.png]


 （5-6）

    如果上面物体A的接触面为平面[image: image90.png]


，于是稳定平衡条件为[image: image91.png]B>k



，否则是不稳定平衡。如果物体A放置在平面上，则[image: image92.png]


，稳定平衡的条件为[image: image93.png]ok



，否则就是不稳定平衡。

    4、运动定律的应用

    应用牛顿运动定律解决具体问题时，首先要明确讨论的是哪一个（或哪一些）物体的运动，画出隔离体力图。其次要讨论物体的运动情况特别要注意加速度，因为它起着将运动定律和运动学联结起来的作用。对隔离体分析了受力情况和运动情况后，就可列出矢量式，但要求出结果还必须建立坐标系，写出运动方程的分量式。

    质点动力学问题大致分成两类：（1）已知质点的运动情况，求其它物体施于该质点的作用力；（2）已知其它物体施于质点的作用力，求质点运动情况。

    [例6]图8（a）所示。两个木块A和B，质量分别为[image: image94.png]iy



，紧挨着并排放在水平桌面上，A、B间的接触面垂直于纸面且与水平成θ角，A、B间接触面是光滑的，但它们与桌面存在摩擦，静摩擦系数和滑动摩擦系数均为μ，开始时A、B都静止，现施一水平推力F于A，要使A、B向右加速运动且A、B之间不发生相对滑动。则（1）μ的数值应满足什么条件？（2）推力F的最大值不能超过多少？（只考虑平动）？[image: image151.jpg]



    分析：A、B的受力图如图8(b)所示。由于A、B间接触面是光滑的，它们之间相互作用力N垂直于接触面。

    解：（1）若A、B之间不发生相对滑动，则A在竖直方向的加速度为零，即[image: image95.png]Ncos#<myg



。 （6-1）

    B以加速度a>0向右运动

    [image: image96.png]Nsin &= f =mya,(6-2)
F = dmpg + Neos#.(6-3)




    联立以上三式，解出：[image: image97.png]w4 m6-4)
gty





    （2）在已满足（6-4）式的情况下，A、B的水平加速度均为a，于是

    由A：[image: image98.png]F - Nsin 6~ almyg - Ncosd) =mya,(6-5)




    由B：[image: image99.png]Nsin 6~ almyg + Ncos ) = mpa, (6-6)




    解出A、B间不发生相对滑动的[image: image100.png]PGy, v
g o g




    [例7]固定在粗糙桌面上的三棱柱C，质量[image: image101.png]


千克，滑块A、B质量[image: image102.png]


千克，[image: image103.png]


千克。定滑轮质量不计联接A、B的轻绳不可伸长。开始时使A、B、C都处于静止状态，且滑轮两边轻绳伸直，今以F=26.5牛的水平推力作用于C，同时释放A、B、C。若C沿桌面向左滑行，其加速度[image: image104.png]


，B相对于桌面无水平方向位移（绳子一直是绷紧的）。求：C与桌面间的摩擦系数μ。已知：[image: image105.png]a=37° 6=53,5n37° = 06,g = 107 s Fb*



。[image: image152.jpg]



    分析：这是一个具有相对运动的动力学问题，以桌面为静止参照物，三棱柱C为运动参照系，则滑块相对于桌面的加速度（绝对加速度）a，等于滑块相对于三棱柱的加速度（相对加速度）a'与三棱柱相对于桌面的加速度（牵连加速度）a0之和。

    [image: image106.png]a

a'+a,



。

    由题意：滑块B相对于桌面无水平方向位移，所以B的绝对加速度沿水平x方向的分量为零。

    [image: image107.png]0=a'cos £-a,



，

    于是滑块的相对加速度的大小[image: image108.png]


。[image: image153.jpg]



    由于绳子不可伸长，又是绷紧的，所以A、B的相对加速度的数值是相等的但方向不同，由图9（b）所示。

    滑块A的绝对加速度[image: image109.png]


的两个分量：

    [image: image110.png]a4 = @' cosa —ay = 5c0s37° -3 = DI/ FH2,
a4 = -a'sing = -3 17D




    滑块B的绝对加速度[image: image111.png]


的两个分量：

    [image: image112.png]ay =a'cos Fmay =0,
G =d'sin &= 43 /T




    解：对于A、B、C组成的系统，在x方向受到外力是推力F和摩擦力f。于是：[image: image113.png]J - F=myay +mgay —maa, (7-1)



将有关数据代入，解出f=10牛。

    系统在y方向受到的外力是：桌面作用于C的支持力N，方向+y；A、B、C所受的重力为[image: image114.png](my +my +ma)g



，方向-y，所以

    [image: image115.png]N = (my +img +me)g = mya gy +mgag, (7-2)




    将有关数据代入，得N=93牛。

    最后得摩擦系数[image: image116.png]


。[image: image154.jpg]89




    习题

    1．质量为m，半径为R的球放在竖直墙和板AB之间。A端用绞链固定在墙上，B端用水平细绳拉住，如图10所示。板长l，和墙夹角a。不计摩擦及板的质量。求：（1）绳的拉力T；（2）角a为何值时，T有最小值。

    [image: image117.png]__ meR
Tcosa(l - cosa)

[T +(2)a = 60° Ty
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[image: image155.jpg]a

Mo




    2．用一个水平放置的半径为R的圆柱形光滑槽面，其轴线通过O点，槽内放着两个半径均为r的光滑圆柱体A、B，如图11所示。质量分别为[image: image118.png]Pgn



，且r=R/3，求：圆柱体A、B平衡时，OA线与竖直线间的夹角a是多少？

  [image: image156.jpg]


  [image: image119.png]



    3．一条轻绳跨过同一高度上的两轻滑轮。两端分别栓上质量为4千克和2千克的物体，滑轮间的一段绳上挂第三个物体M，如图12所示。试问：M的质量小于何值时，三个物体平衡将被破坏？不考虑滑轮大小和摩擦。（[image: image120.png]


千克）

    4．底边长为a，高度为b的长方形匀质的物块置于斜面上，[image: image157.jpg]


斜面和物体之间的静摩擦系数为μ，斜面的倾角为θ，当θ足够小时，物块静止在斜面上（如图13）。如逐渐将倾角增大，当θ取某个临界值[image: image121.png]


时，物块或将开始滑动，或将翻倒。试说明在什么条件下出现的是滑动；在什么条件下出现的是翻倒。

    （当[image: image122.png]


，木块滑动；[image: image123.png]wZ



，木块翻倒）

    5．两个质量分别为[image: image124.png]rony Fllorz



的小环能沿着一轻绳光滑地滑动，绳的两端固定于直杆的两端，杆与水平线成角度θ。在此杆上又套一轻小环，绳穿过轻环并使[image: image125.png]rony Fllorz



在其两边（如图14）。设环与直杆的接触是光滑的，当系统平衡时，直杆与轻环两边的绳夹角[image: image126.png]


。[image: image158.jpg]2kg
kg



试证：

    [image: image127.png]gE_mom
tgur oyt



。

    6．在互相垂直的斜面上放置一匀质杆AB，如图15示。设各接触面的摩擦角均为[image: image128.png]plu=tgy)



，求平衡时杆AB与与斜面AO的交角θ。已知斜面BO和水平面交角a。[image: image129.png](a-2

L Fla+2)




    7．两个相同的等腰楔子，质量均为M，顶角为2a，把它们的底面靠在一起，放置于粗糙水平桌面上，底面与桌面之间的静摩擦系数为μ，底面边长为l，把一个质量为m，[image: image159.jpg]13




半径为r的光滑球放置其间。由图16所示。试证：平衡的必要条件是：[image: image130.png]oy Eza
2M+m

<+ My sinarga
P



。

    8[image: image160.jpg]7

<Y

W15



．一个熟鸡蛋的圆、尖两端的曲率半径分别为a、b，且长轴的长度为c，证明：蛋尖的一端可以在不光滑的水平面上稳定直立。如图17所示。并求碗的半径r。[image: image131.png]



    9．A、B、C三物体，质量分别为[image: image132.png]Mg Mg Myt



，A、B叠放在光滑的水平桌面上（如图18），A、B之间的静摩擦系数为μ，不计绳与滑轮之间的摩擦及质量。整个系统由静止释放。讨论：A与B不发生相对运动的条件。[image: image161.jpg]
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    10．如图19所示，在水平光滑的平面上，质量分别为[image: image134.png]


的两个质点，用轻质弹簧联在一起，并以长为[image: image135.png]


的细线拴在轴O上，[image: image136.png]


均以角速度ω绕轴O作匀速圆周运动。两球间的距离[image: image137.png]


。如将线烧断。求：在线刚烧断的瞬间，[image: image138.png]


的加速度[image: image139.png]a
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