第九章  力系的平衡
力系的平衡是静力学的核心内容。本章由一般力系的简化结果得出一般力系平衡的几何条件及其解析表达形式——平衡方程，并由此导出各类特殊力系的独立平衡方程；运用平衡条件，求解各类物体系统的平衡问题，确定物体的受力状态或平衡位置。
§9.1  一般力系的平衡原理
广义地说，不改变物体运动状态的力系称为平衡力系，平衡力系所需满足的条件称为力系的平衡条件。刚体在平衡力系作用下既可能保持静止状态，也可能保持惯性运动状态(例如绕中心轴匀速转动)。因此，只有在静力学中，力系的平衡条件对同一刚体才是必要而又充分的。
9.1.1  一般力系的平衡条件
根据空间一般力系的简化结果，得到空间一般力系平衡的充分必要条件是，力系的主矢和对任一点的主矩均为零，即
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故一般力系平衡的几何条件是，力系简化的力矢多边形和力偶矩矢多边形同时封闭。
问题9-1  图(a)中三力构成三角形ABC，图(b)中四力构成平行四边形ABCD，问受力圆板平衡吗？
答  图(a)中，主矢[image: image504.wmf]d()
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，圆板不平衡；
图(b)中，主矢[image: image3.wmf]0
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，且主矩[image: image4.wmf]0
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，圆板平衡。
思考9-1  所示力系各力分别沿正方体棱边作用且大小相等，试加一力使其平衡。
[image: image403.emf] 
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                       问题9-1图                              思考9-1图
如图8.30所示，以力系的简化中心[image: image5.wmf]O

为原点，建立直角坐标系Oxyz，由式(9-1)分别向各坐标轴投影得
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(9-2)
方程组(9-2)称为空间一般力系平衡方程的基本形式。它表明，空间一般力系平衡的充分必要条件是，力系中各力在三个坐标轴上投影的代数和以及对三个坐标轴力矩的代数和同时等于零。一般说来，应用这组方程于单个平衡刚体，可求得相应空间一般力系平衡问题的6个未知量。顺便指出，一般力系的平衡方程组还有四矩式(4个力矩方程，两个投影方程)、五矩式和六矩式，这些方程组的独立补充条件比较复杂，不过它们在求解已知的平衡问题时并不重要。
9.1.2  特殊力系的平衡方程
[image: image405.wmf]各种特殊力系的平衡方程都可以由方程组(9-2)导出，这只要从中去掉那些由各种特殊力系的几何性质所自动满足的方程就行了。
1  平面一般力系的平衡方程
图9.1所示平面一般力系(设各力线位于Oxy平面)，显然各力在z轴上的投影为零，即恒有[image: image7.wmf]0
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。在平衡方程组(2-2)中去掉这三个已经自动满足的方程，便得到以下平衡方程。
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可以证明，与(9-3)式等价的平衡方程组还有二矩式
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其中，A，B两矩心连线不能与x轴相垂直。三矩式为
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(2-5)
其中A，B，C三矩心不能共线。
类似地，容易得到以下特殊力系的平衡方程。
2  空间汇交力系的平衡方程
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(2-6)
3  空间平行力系(力线平行于z轴)的平衡方程
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4  空间力偶系的平衡方程
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(2-8)
5  平面汇交力系(力线在xOy面内)的平衡方程
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(2-9)
6  平面平行力系(力线在xOy面内，且平行x轴)的平衡方程
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(2-10)
7  平面力偶系的平衡方程
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需要指出的是，在研究给定的平衡力系时，各种力系平衡方程的形式可任意选用。因为平衡力系各力在任何方向的投影之和及对任何轴的力矩之和均为零，我们只要适当选取投影轴及力矩轴列出相应平衡方程，解出所求量便行了。注意选择投影轴和力矩轴时不能违反上述有关补充规定，以保证所列出的平衡方程互相独立。各种力系独立平衡方程的个数是判断相应平衡问题是否可解的重要依据，这在解题中常常用到。
问题9-2  图示(a)，(b)，(c)三个问题可解吗?

① 求图(a)中三绳张力；
② 求图(b)中四杆内力；
③ 求图(c)中七杆内力。
[image: image424.wmf][image: image425.wmf][image: image426.wmf][image: image427.wmf][image: image428.wmf]
 问题2-2图
答  图(a)为平面汇交力系，有3个未知力，只有两个平衡方程，不可解；同理，图(b)和图(c)中均缺少一个方程，不可仅由静力平衡方程得解。还需在后续课程中考虑绳与杆的变形，建立补充方程联合求解。
思考9-2  指出下列各空间力系独立平衡方程数目。
① 各力线均平行于某平面；
② 各力线均平行于某直线；
③ 各力线均相交于某直线；
④ 各力线分别汇交于某两点；
⑤ 一个平面任意力系加一个平行于此任意力系所在平面的平行力系。
下面讨论几个简单平衡问题，说明平衡条件的应用。
例9.1  图(a)所示水平横梁，A处为固定铰支座，B处为可动铰支座，试求支座A，B的约束力。
解  研究横梁，其受力如图(b)所示，其中E点处的集中力为三角形分布载荷的简化结果。
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[image: image429.wmf]
图
例2.1图
例9.2  图示移动式起重机自重(不包括平衡锤重量)[image: image19.wmf]500kN
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，其重心O离右轨1.5m，悬臂最大长度为10m，最大起重量[image: image20.wmf]1
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。欲使跑车满载或空载时
起重机均不致翻倒，求平衡锤的最小重量以及平衡锤到左轨的最大距离x。跑车自重可忽略不计。
[image: image430.wmf]解  研究整体，其受力如图所示，各力组成一平面平行力系。
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起重机不向右翻倒的条件是[image: image25.wmf]0
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起重机不向左边翻倒的条件是，[image: image31.wmf]0
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注意 此处[image: image40.wmf]0min
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均为临界值。设计时，应适当取值，使[image: image42.wmf]00minmax
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，并验证(a)，(b)两个不等式同时成立。
例9.3  如图所示，卷扬机卷筒支于A，B两轴承上，力F的作用力线与筒及曲柄轴线均互相垂直，卷筒匀速卷起一重量[image: image43.wmf]450N
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的物体。各处尺寸单位为cm，若不计摩擦与卷扬机自重，试求在图示位置平衡时力[image: image44.wmf]F

的大小及A，B轴承约束力。
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例9.3图
解  研究整体，其受力如图所示，由[image: image45.wmf]0
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由[image: image51.wmf]0
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由[image: image57.wmf]0

x

F

=

å

，得
[image: image58.wmf]cos300

AxBx

FFF

+-=

o


故
[image: image59.wmf]24.98 (N)

Ax

F

=-


其方向与图示相反。
例9.4图(a)所示起重装置中，已知物重[image: image60.wmf]20kN
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，不计杆、绳、滑轮B自重及滑轮B的尺寸，求平衡时AB和BC杆的内力。
[image: image432.wmf][image: image433.wmf]
例2.4图
解  研究滑轮B，其受力如图(b)所示，因不计B轮尺寸，作用于其上的力系可视为平面汇交力系。由滑轮平衡知，滑轮两边绳之张力大小均等于G。
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注意 此处先设AB，BC两杆受拉，算出结果为负值，说明它们实际受压。投影轴可任选，常选与某些未知力相垂直的轴，一般可避免解联立方程组。
例9.5  图(a)所示支架由三根互相垂直杆刚结而成，两圆盘直径均为d，分别固定于两水平杆端，盘面与杆垂直。竖直杆AB长为l，在图示载荷下试确定轴承A，B的约束力。
解  研究整体，因主动力是两个力偶矩大小为[image: image67.wmf]MFd
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的力偶，A，B两处约束力必构成一力偶与主动合力偶相平衡。由力偶矢三角形(见图(b))知，约束力偶矩[image: image68.wmf]AB
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其方向如图(a)所示。
[image: image434.wmf]
例9.5图
注意  运用力偶系平衡的几何条件解空间三力偶问题十分简便，先由力偶矩矢三角形，求出未知力偶矩矢的大小和方向，再用右手法则确定约束力的方向。
例9.6  如图所示曲杆有两个直角，[image: image71.wmf]90

ABCBCD

Ð=Ð=

o

，且平面ABC与平面BCD垂直，杆端D为球铰支座，A端由轴承支持，三力偶矩矢沿AB，BC，DC轴向作用，若
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解  研究曲杆整体，由A处的约束性质及力偶平衡理论知，A，D处的约束力必构成力偶，如图所示，且[image: image76.wmf], 
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注意  多于三力偶的平衡问题不便用几何法；求约束力偶对各轴之力矩时，可按力偶定义(即力偶对各轴之力矩等于组成力偶的两个力对该轴之矩的和)来计算；也可完全按空间一般力系平衡问题求解，显然前者较简单。
例9.7  如图(a)所示，等截面梁受横向荷载[image: image85.wmf]()

qx

作用，试求该梁垂直于轴线的横截面上内力的平衡微分方程。
[image: image436.wmf]
                         (a)                                           (b)

例9.7图
解  先将整体受力简化为梁的纵向对称面内的平面力系(图a所示)，再简化横截面内力。由于B端为可动铰支座，横截面上不产生轴向内力。取梁的微段[image: image86.wmf]d

x
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(称为剪力)，内力偶M (称为弯矩)是横截面上分布内力的简化结果，且均设为正(内力的正负号不能按坐标定出，应重新规定，以使同一截面左右两边的同一内力正负相同)，[image: image88.wmf]()
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(9-12)
这组方程由刚体平衡条件导出，是材料力学和结构力学中分析梁内力的基础。
例9.8  试导出理想流体(无粘性)的静力平衡微分方程。设单位质量体积力为[image: image95.wmf]f

。
解  在静止流体中取一个无限小的六面体微团，边长分别为dx,dy,dz，受体积力[image: image96.wmf]V
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同理可得
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即
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这就是静止理想流体的平衡微分方程，也由刚体平衡条件导出，是欧拉于1755年首先提出的。
例9.9  悬链线。如图(a)所示柔软绳索两端对称悬挂于重力场中，已知绳索单位长度的重量为q，试求平衡时绳索的形状。
[image: image441.wmf]
例9.9图
解  取绳索最低点O为坐标原点，研究任意[image: image103.wmf]»
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分离变量后，从O到A点积分得
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y

=

，得

[image: image117.wmf]0

0

(ch1)

T

T

F

qx

y

qF

¢

=-


(2-14)
此即为悬链线方程。其中[image: image118.wmf]0

T

F

可由OC段平衡求得。

§9.2  物体系统的平衡问题
工程系统通常由多个物体组成，要应用平衡条件求出平衡系统中各构件的全部未知外力，首先需要判断这些未知外力能否仅用静力平衡方程全部解出。只有在可解的前提下，才能在运用刚体平衡条件范围内进行求解。
9.2.1  静定与超静定问题的概念
考察一个平衡的物体系统，能否用静力平衡条件求出每个构件的全部外力，从数学意义上说，就是要分析描述平衡系统的独立平衡方程的个数与系统中全部未知量个数。对于几何不变系统，当两者数目相等时可解，这种平衡系统称为静定的；反之，若未知量个数多于独立平衡方程个数，则仅用静力平衡方程不能求出全部未知量，这种系统称为静不定的，又叫超静定的。全部未知量个数与全部独立平衡方程数之差，通常称为系统的超静定次数。如图2.2(a)所示横梁其受力如图2.2(b)所示，为平面一般力系，其中[image: image119.wmf],,,

AxAyABy

FFMF

为4个未知约束力，而独立平衡方程只有3个，故该系统为一次超静定系统。
对于由n个承受平面力系的构件所组成的平面几何不变系统，其独立平衡方程个数为3n，全部未知量个数为x，则
(1) 当[image: image120.wmf]3

xn
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时，为静定系统。如图2.3(a)中，[image: image121.wmf]6, 3326

xn

==´=

，它是静定结构。
(2) 当[image: image122.wmf]3

xn

>

时，为超静定系统。如图2.3(b）中，[image: image123.wmf]7, 3326

xn

==´=

，它是一次超静定结构。
[image: image442.wmf]
                          (a)                                   (b)

图2.2 一次超静定系统
对于平面机构系统，有[image: image124.wmf]3

xn

<

，系统可动。如图2.3(c)中，[image: image125.wmf]5, 36

xn

==

，它是有一个自由度的机构，这种系统显然不能作为结构使用。
本章主要研究静定系统。

[image: image443.wmf]
(a)静定结构          (b)超静定结构          (c)可动机构
图2.3 三种类型系统
[image: image444.wmf]
图2.4 复铰与超静定系统
注意  在计算未知量个数时，对于连结两个以上物体的铰(称为复铰)，应按拆开时的单铰数计算未知力个数，如图2.4(a)所示；D铰应视为两个单铰，未知量个数为4；在计算独立方程个数时，需先判断力系的类型，如图2.4(b)所示力系属平面汇交力系，只有两个独立平衡方程，为二次超静定系统。
顺便指出，所谓超静定系统，仅仅指由刚体平衡方程不能确定全部未知外力的系统。当把相应物体视为变形体，并引入变形协调方程时，全部外力都能确定。
思考9-4  试判断图中各系统是否静定？
[image: image445.wmf]
(a)                    (b)                         (c

思考2-4图
例9.10 单超静定问题。如图(a)所示刚性杆用三根刚度系数均为k的弹簧水平悬吊。今在D处作用铅直方向力[image: image126.wmf]F

，不计杆重，试求3根弹簧的内力。

[image: image446.wmf]
 (a)                                          (b)
例9.10图
解  本题所涉及的力系属平面平行力系，有三个未知力，只有两个独立平衡方程，是一次超静定问题尚需建立一个补充方程。设系统受力后，位移如图(b)所示。
由[image: image127.wmf]0
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由[image: image129.wmf]0
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又
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代入上式，可得
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                             (c)

联立(a)，(b)，(c)式得
[image: image134.wmf]123
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思考2-5  例2.10图(a)中，若有n根弹簧悬吊，如何求解？
注意  (1) 求解超静定问题的关键是，由变形情况，通过物理关系，建立包含未知力的补充方程，再与静力平衡方程联立求解。（2）所设未知力的方向与物体变形假设方向要一致。
9.2.2  物体系统平衡问题的解法
1  一般步骤
求解物体系统的平衡问题，从整体上说，可分为三个步骤：
(1) 根据具体问题的已知条件与所求目标，确定先求什么后求什么的整体思路，通常是先分析整体后考虑局部，或先分析局部再研究整体。
(2) 将所选择的研究对象从所在系统中分离出来，根据分离处的约束性质与已知荷载，正确画出受力图。要注意简化力系的条件。
(3) 根据受力图提供的力系几何特征，选取适当的投影轴和力矩轴，列出独立的平衡方程求解。为了尽量使平衡方程中只含一个未知量，可选与多个未知力相垂直的轴为投影轴，选与多个未知力相交或平行的轴为力矩轴。
2  典型例题
(1) 整体“静定”型
[image: image447.wmf]例9.11  图(a)所示结构中，C，E处为光滑接触，销钉A，B穿透其连接的各构件，已知尺寸a，b，铅垂力F可以随x的变化而平移。不计自重，求AB杆所受的力。
                (a)                               (b)                           (c)

例9.11图
解  先研究整体，其受力如图(a)所示。
由[image: image135.wmf]0
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故                            [image: image139.wmf]Ay
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                                (a)

再研究BC杆，其受力如图(b)所示。由[image: image140.wmf]0
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，得
 [image: image141.wmf]C
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故                            [image: image142.wmf]C
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                                    (b)

最后研究AC杆，其受力如图(c)所示，其中[image: image143.wmf]AB
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为AB杆对销钉A的作用力(AB是二力杆)。由[image: image144.wmf]0
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将式（a）和式（b）代入式（c），得
[image: image146.wmf]AB
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可见，AB杆受力与x无关。
注意  本题中结构属整体“静定”型，先由整体求出铰A约束力。AB为二力杆，它所受销钉A对它的约束力与其A端对销钉的反作用力等值反向；A处销钉附在AC杆上，使分析过程简化。
思考2-6  若先研究BC杆，再研究BE杆，如何求出[image: image147.wmf]AB

F

？若从研究销钉A平衡入手，如何求出[image: image148.wmf]AB

F

？
(2) 局部“静定”型
[image: image448.wmf]例9.12  图(a)所示铰接横梁。已知荷载q，力偶矩M和尺寸a，试求杆的固定端A及可动铰C端约束力。
                            (a)                                         (b)

(c)

例2.12图
解  先研究杆BC，其受力如图(b)所示。
由[image: image149.wmf]0
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[image: image150.wmf]2
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故
[image: image151.wmf]42
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                                (a)

再研究整体，其受力如图(c)所示。
由[image: image152.wmf]0
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由[image: image154.wmf]0
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由[image: image156.wmf]0
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，得         [image: image157.wmf]4220
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式(a)、(b)、(c)联立解之，得
[image: image158.wmf]2
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注意  分析整体“超静定”系统时，可先分析局部“静定”部分，求出相应外力。分布力q的简化，只能在可视为刚体的研究对象上进行，如图(b),(c)所示。
[image: image449.wmf]思考2-7  若在铰B处再加一力[image: image159.wmf]F

，如图所示，试问哪些约束力会变化？
思考2-7图
(3) 力偶系平衡问题
例9.13  图(a)所示结构中，杆DE的D端为铰，E端光滑搁置，且DE∥AC，[image: image160.wmf]3, 4, 90
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，力偶矩为M，求A，C铰支座约束力。
[image: image450.wmf]
                      (a)                            (b)                    (c)

例9.13图
[image: image451.png])
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解  先研究杆DE，其受力如图(b)所示。[image: image161.wmf]E

BC

^
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，与AB杆平行，[image: image162.wmf]E

F

与[image: image163.wmf]D
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组成一力偶。再研究杆AB，其受力如图(c)所示。由[image: image164.wmf]0
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。最后研究整体，其受力如图(a)所示。因铰A对AB杆约束力为[image: image166.wmf]A
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，方向沿AB，它与铰C对BC杆约束力[image: image167.wmf]F
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组成一力偶。由[image: image168.wmf]0
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，得[image: image169.wmf]4
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注意  力偶只能由力偶平衡，由此确定D，C处约束力方向；将杆端力沿杆向正交分解，常使求解简便。
思考2-8  图示光滑导槽机构，CE杆上的销钉E可沿导槽滑动。不计杆重，试分析平衡时两力偶矩[image: image170.wmf]1

M

和[image: image171.wmf]2

M

大小相等的条件。
(4) 平面多跨结构
[image: image452.wmf]例9.14  图(a)所示平面刚架中，E，F，G为中间铰，A，D为固定铰支座，B，C为可动铰支座，不计自重，在水平力F作用下，求支座A，B，C，D处的约束力。
例9.14图
解  依次研究构件CFG，BEF和AE，其受力如图(b)所示(GD为二力构件)。先由AE半拱的力三角形，得              [image: image172.wmf]2
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再由BEF构件的力三角形，得
[image: image173.wmf]2
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最后，由CFG构件的力三角形，得
       [image: image174.wmf]2

22

22

CF

GCD

FFF

FFFF

==

===


注意  解此题时需先确定二力构件GD受力方位，其指向可事先假设，再从右向左依次确定各构件所受力的方向。计算时从受已知力的AE构件开始，依次求出各约束力大小。
由此可见，几何法用于求解三力平衡问题时，一般可归结为解三角形，运算简便；对于三力以上的汇交力系平衡问题，相应的力多边形几何求解复杂，大多采用平衡方程求解。
思考2-9  ① 例2.14结构中，若在铰G处增加铅垂向下力[image: image175.wmf]F

，结果如何？② 若在EG段受均布荷载q，如何求解？③ 若由图所示三跨结构扩大为n跨后，支座约束力有何规律？
(5) 平面多层结构
例9.15  图(a)所示为三层铰结构，不计自重，[image: image176.wmf]12
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，试求铰支座A，B处约束力。
解  先研究整体，其受力如图(a)所示。由[image: image177.wmf]0
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由[image: image183.wmf]0
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                              (a)

其次，研究上部两层结构，其受力如图(b)所示。由[image: image185.wmf]0
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故
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[image: image188.wmf]
                   (a)                        (b)                          (c)

   例9.15图
最后研究构件OBD，其受力如图(c)所示。由[image: image189.wmf]0
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故
                                [image: image191.wmf]31
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将式(b)代入式(a)解得
                                  [image: image192.wmf]2
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思考2-10  ①若考虑本结构自重，如何求解？②若有n层结构，如图所示，如何求解？③ 若A，B铰支座不在同一水平高度上，又如何求解？
(6) 空间结构
例9.16  图(a)所示三棱柱重量[image: image193.wmf]100kN

G

=

，力偶矩[image: image194.wmf]502 kNm
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，作用在斜面CDEF内，边长[image: image195.wmf]2m

a

=

，试求支承杆1，2，3的内力。
解  研究三棱柱，受力如图(b)所示，设各支承杆均受拉力作用。
由[image: image196.wmf]0
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由[image: image199.wmf]0
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将[image: image201.wmf]2
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再由[image: image203.wmf]0
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[image: image454.wmf]注意  巧选投影轴与力矩轴，避免联立代数方程，可使求解大为简化。
                  (a)                                               (b)
例9.16图
(7) 平面静定桁架
[image: image455.wmf]
图9.5　实际桁架结构
桁架是由二力杆铰接，且外力作用在节点(铰结点)的特殊物体系统，是一类工程结构的简化模型。如图9.5中的钢屋架和桥梁结构等是由直杆在两端彼此铆接、焊接，或用螺栓连接而成的几何不变结构，具有结构轻、用料省等优点。实验和计算证明，该类结构简化为桁架计算内力是偏于安全的。这里只介绍求解各杆轴线与作用力线共面的平面静定桁架内力的方法。
计算桁架内力时，按照选取研究对象不同，常用如下两种方法：
① 节点法——依次选铰结点为研究对象，求各杆内力。
② 截面法——假想将桁架截开，研究其中一部分平衡，求出被截杆内力。
内力的正负不能按同一坐标来规定，因为杆的同一横截面左右两边的内力必须同号，这就需要重新定义内力的正负。这里规定二力杆受拉时为正，受压时为负。
例9.17 试求图所示屋架中各杆的内力。

[image: image456.wmf]
(a)

[image: image457.wmf]
[image: image458.wmf]F
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例9.17图
解  先研究整体，求出A，B支座约束力。[image: image205.wmf]0, 40kN, 40kN
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。考察节点C平衡，易知[image: image206.wmf]0
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由于对称，只需考虑桁架左半边。依次研究节点A，D，F，受力如图(b)所示。并设各杆均受拉力作用。
对各节点平面汇交力系分别列出[image: image207.wmf]0, 0
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的平衡方程，依次求出诸杆内力，结果如图(c)所示，负号表示该杆受压。
注意  (1) 设正——分析桁架内力时，先设各杆均受拉。计算结果为正值时表示受拉，为负值时表示受压。
(2) 零杆——内力为零的杆。考察桁架中的节点平衡。图9.6(a)、(b)、(c)所示的三种情形中存在零杆。由此知例2.17图(a)所示桁架中，CD，GH二杆都是零杆。
[image: image208.wmf]
                 (a)                            (b)                      (c)

图9.6　桁架＂零杆＂情形
思考2-11  ① 指出图(a)、(b)所示桁架中的零杆。
② 试用作图法求出图(c)所示桁架中BF杆的内力。
[image: image459.wmf]
[image: image460.wmf]B


(c)

思考2-11图
例9.18  试求图(a)所示桁架中1，2杆内力。
解  先研究整体。由[image: image209.wmf]0
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，求得[image: image210.wmf]1.5
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，再作n - n截面，将桁架一分为二，如图(a)所示。再研究右半部分，其受力如图(b)所示。
由[image: image211.wmf]0
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将[image: image213.wmf]By
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由[image: image215.wmf]0
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故
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例9.18图
注意  用截面所分开的桁架两部分是静力学等价的，可任取其一进行研究；作曲线截
[image: image462.wmf][image: image463.wmf][image: image464.wmf]面，应尽量使不需求的未知内力共线，可减少方程中未知量；若某杆被连续截断两次，可去掉此杆(相当于去掉一对平衡力)。
思考2-12  在求图所示桁架中1，2，3杆内力时，
① 作图示1-1截面，研究下半部分，为什么求不出２杆内力[image: image218.wmf]2

F

？
② 如何作一封闭截面(围线)，从同一研究对象中求出1、2、3杆内力？
9.3  考虑摩擦的物体平衡
实际上，两个相互接触的物体产生相对运动或具有相对运动趋势时，在接触处会产生一种阻碍运动的相互作用，称为摩擦阻力。摩擦阻力分为阻碍滑动的滑动摩擦力与阻碍滚动的滚动摩阻力偶两种形式，它们同属于干摩擦类型。
摩擦是普遍存在的，理想光滑面实际上不存在。在所研究的问题中，当摩擦的影响小到可以忽略时，可采用光滑接触模型，以简化分析过程；反之，则需考虑摩擦力与滚阻力偶的作用。
摩擦现象极其复杂，目前已有“摩擦学”边缘学科对其进行研究。这里介绍经典摩擦理论，该理论可用于一般工程问题。
9.3.1  滑动摩擦
物体A受力如图9.6(a)所示。平衡时，静摩擦力[image: image219.wmf]S

F

的方位沿接触面的切向，其大小在0到[image: image220.wmf]max

F

之间，即[image: image221.wmf]max
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，由平衡条件确定；其指向可事先任意假定，最后由计算结果的正负确定。当推力[image: image222.wmf]P

F

增大，使物体A处于向右滑动的临界状态时，最大静摩擦力大小
[image: image223.wmf]max
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FFf
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式中，[image: image224.wmf]S

f

为静摩擦因数。此时，[image: image225.wmf]max

F

的方向与物体运动趋向相反，一般可事先判定。
[image: image465.png]



                    (a)                                         (b)

图9.6 滑动摩擦实验
物体滑动后，受动摩擦力作用，大小为
[image: image226.wmf]dN
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式中[image: image227.wmf]f

为动摩擦因数，一般[image: image228.wmf]S

ff
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。图9.6(b)所示为干摩擦实验曲线，工程中常常忽略[image: image229.wmf]f

与[image: image230.wmf]S

f

之间的差别。

上述规律是法国物理学家库仑于18世纪总结的，称为库仑摩擦定律。
9.3.2  摩擦角与自锁
为了直观地描述滑动摩擦力，引入其相应的几何概念。如图9.7(a)所示，物体A平衡时，[image: image231.wmf]SP
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。我们把约束力[image: image232.wmf]  

NS

FF

和

的合力称为全约束力[image: image233.wmf]R
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，[image: image234.wmf]RNS
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。当[image: image235.wmf]max
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时，[image: image236.wmf]R
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作用于A点，三力[image: image237.wmf](,,)
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汇交于O点，随着力[image: image238.wmf]F
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增大，力[image: image239.wmf]S
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随之增大，[image: image240.wmf]R
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与法线方向的夹角[image: image241.wmf]j

也增大，同时[image: image242.wmf]R

F

的作用点A前移；当[image: image243.wmf]max
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FFf
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时，A移至[image: image244.wmf]m
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，[image: image245.wmf]j

达到最大值[image: image246.wmf]m
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。我们把全约束力与法向所成的最大夹角[image: image247.wmf]m

j

叫作摩擦角，显然有
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可以设想，连续改变作用线过O点的力[image: image249.wmf]P

F

在水平面内的方向，[image: image250.wmf]R

F

的方向也随之改变。若各方向摩擦因数相同，则在临界状态下，[image: image251.wmf]R

F

的作用线在空间形成顶角为[image: image252.wmf]2

m

j

的正圆锥面，称为摩擦锥，如图9.7(b)所示。
[image: image466.wmf]
                           (a)                                     (b)

图9.7 摩擦角与摩擦锥
全约束力以外的其他力统称为主动力。在一般情况下，主动力的合力与全约束力构成二力平衡，该二力等值、反向、共线。所以，当主动力合力作用线在摩擦角[image: image253.wmf]m
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之内时，
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，即[image: image255.wmf]max
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，物体不滑动，这种现象称为自锁。
[image: image467.wmf][image: image468.wmf]r

[image: image469.png]



(a)                            (b)

问题2-3图
问题2-3  如图(a)所示，已知物A与水平面间的摩擦因数[image: image256.wmf]3
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，且[image: image257.wmf]12

FFF

==

。如物A不被翻倒，试判断它是否自锁。
答  主动力合力[image: image258.wmf]R

F

与法向夹角[image: image259.wmf]30
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，如图(b)所示，[image: image260.wmf]33
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[image: image261.wmf]tan
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，故[image: image262.wmf]jj
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，物A自锁。
问题2-4 如图所示，无论夹力[image: image263.wmf]P

F

多大，小球在夹板中不滑动的条件是什么？
答  当夹力很大时，夹板对小球的作用力[image: image264.wmf]A

F

与[image: image265.wmf]B

F

也很大，可不计小球自重，小球视为二力平衡，其自锁条件显然是[image: image266.wmf]2
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。
思考2-13  ① 试分别求图(a)和(b)中所示楔块与尖劈的自锁条件。

[image: image470.wmf][image: image471.wmf][image: image472.wmf]
                                                  (a)              (b)

问题2-4图                                       思考2-13图
思考2-14　①图(a)所示螺栓夹紧器自锁的原理是[image: image267.wmf]arctan
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，为什么？ 

②求图(b)所示升降机械不发生自锁的条件。
③攀登电线杆所用的脚套钩结构如图(c)所示。套钩与电线杆间的摩擦因数为[image: image268.wmf]S

f

，不计套钩自重，保证登杆人安全的条件是[image: image269.wmf]2
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，为什么？
[image: image473.wmf]P
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                                        图2.43

                (a) 螺栓夹紧器                               (b)升降机械
[image: image475.wmf]F
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(c)登杆脚套钩
思考2-14图
[image: image476.png]&
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9.3.3  滚动摩阻
1  滚动摩阻力偶
[image: image477.wmf]j

[image: image478.wmf]在实际工程中，常见大滚轮在推力作用下平衡的现象，例如在推力作用下的压路机碾子，受推力而静止的汽车车轮等，如果采用刚性接触约束模型(如图9.８所示)，因[image: image270.wmf]0

A

M

¹

å

，则轮不能平衡，与上述事实相矛盾。这就需要修改刚体模型，考虑接触处的变形，重新分析滚轮所受约束力。
实验和观察结果证明，圆轮受水平推力[image: image271.wmf]T

F

作用时，与水平面接触处发生挤压变形，接触面受平面分布力系作用，如图9.9(a)所示。由平衡条件[image: image272.wmf]0
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得知，该约束力系的合力[image: image273.wmf]R

F

过轮心O，如图2.9(b)所示。将[image: image274.wmf]N

F

和[image: image275.wmf]S

F

向A点平移，如图9.9(c)所示，略去[image: image276.wmf]S

F

平移产生的高阶小附加力偶，得附加力偶矩[image: image277.wmf]fNS

MFaFr

==

，称为滚动摩阻力偶，简称滚阻力偶，其大小和方向完全由外力平衡条件确定。
[image: image479.wmf]d
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(a)                (b)                (c)

图9.9 滚轮实际接触模型
2  滚动摩阻因数
实验证明：[image: image278.wmf]max
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。[image: image279.wmf]max
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M

对应临界平衡状态，称为最大滚阻力偶，此时法向约束力[image: image280.wmf]N

F

的前移量a达到最大值[image: image281.wmf]d

，[image: image282.wmf]d

称为滚动摩阻因数，简称滚阻因数，其量纲为长度，单位常用mm。于是，
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称为滚动摩阻定律，也是库仑于18世纪发现的。
值得指出的是，库仑理论认为[image: image284.wmf]d

是一个材料常数，与轮半径及法向压力无关。而研究结果表明，[image: image285.wmf]d

与这些因素均有关。滚动摩阻一般较小，在许多工程问题中常常忽略不计。
9.3.4  典型摩擦平衡问题
考虑摩擦的平衡问题可分为四种类型：平衡的判断、临界平衡、平衡范围与考虑滚阻的问题。其中，核心是临界平衡问题，其关键在于临界平衡状态的判断。下面通过实例予以说明。
1  平衡判断问题
例9.19  图(a)所示折梯立于水平地面上，已知[image: image286.wmf]A

﹑[image: image287.wmf]B

两端摩擦因数[image: image288.wmf]0.2, 0.6
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，不计梯重，试问人能否安全爬至AC中点D处。
解  设人爬至AC中点D时系统平衡，受力如图(b)所示。BC是二力杆，故全约束力[image: image289.wmf]B

F

沿BC作用，而[image: image290.wmf]30
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，
[image: image291.wmf]3
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故[image: image292.wmf]B
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，B处能自锁。此外，由三力平衡，[image: image293.wmf]A
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应沿AO作用线，如图(b)所示。此时，
[image: image294.wmf]3
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故[image: image295.wmf]A
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，A处也自锁，故系统能平衡。
[image: image480.wmf]p


                     (a)                                           (b)

例9.19图
注意  对于摩擦平衡判断问题，可先假设平衡，求出[image: image296.wmf]S

F

，再与[image: image297.wmf]max
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比较大小；也可考察主动力合力是否作用在摩擦角内，进行判断。
思考2-15  ① 例9.19中人沿AC最多能爬多高？② 人爬至梯顶铰C的条件是什么？③ 采用哪些办法可保证人安全爬顶？
2  临界平衡问题
例9.20  图(a)所示圆鼓和楔块，已知圆鼓重量为G，半径为r，楔块倾角为[image: image298.wmf]q

，摩擦因数为[image: image299.wmf]S

f

，不计楔重及其与水平面间的摩擦，试求推动圆鼓的最小水平力F。
[image: image481.wmf]d
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例9.20图
解  先研究整体，其受力如图(a)所示
由[image: image300.wmf]0
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，得
[image: image301.wmf]NA
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再研究圆鼓，其受力如图(b)所示，临界平衡有两种可能情形：
① 若[image: image302.wmf]=
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，[image: image303.wmf]B

处先滑动，则由[image: image304.wmf]0
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，得
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由[image: image306.wmf]0
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，得
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解之，得
[image: image308.wmf]sincos

cossin

qq

qq

+

=

--

S

NA

SS

f

FG

ff


② 若[image: image309.wmf]¢¢
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故
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显然
[image: image313.wmf]NANA

FF

¢

<


故
[image: image314.wmf]min
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注意  多点摩擦系统的临界平衡状态常见如下两种情形：多点同时滑动，或先后滑动。本例属于第2种类型。简单问题易直观判断，复杂情况可结合自由度进行判断。某点滑动时，相当于去掉一个约束，系统处于临界状态时至少具有一个自由度。
问题2-5  例题2.20中能否事先判断圆鼓A处先滑动？
答  因该系统静定，其临界状态只需一点（[image: image315.wmf]A

或[image: image316.wmf]B

）处滑动。再次考察圆鼓受力(见例2.20图(b))。由[image: image317.wmf]0
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，易知
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故
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由[image: image320.wmf]0

O

M

=

å

，知
[image: image321.wmf]SASB
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故A处必先滑动。
[image: image482.wmf]
(a) (b)

思考２-16图
思考2-16  ① 若在例2.20楔块上有两个圆鼓，如图(a)所示，则相应结果如何？② 试判断图(b)所示系统可能的临界平衡状态(设各处[image: image322.wmf]S

f

相同)。
3  平衡范围问题
例9.21  图(a)所示滑块连杆铰结系统中，滑块A，B重量均为100N，摩擦因数[image: image323.wmf]0.5
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，试求平衡时作用在铰[image: image324.wmf]C

的铅垂向下力[image: image325.wmf]F

的大小。
[image: image483.wmf]
                            (a)                                  (b)

[image: image484.wmf]
例9.21图
解  先设A块不动，B处于下滑临界状态，[image: image326.wmf]SBNB
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，B块受力如图(b)所示。
由[image: image327.wmf]0
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，得
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由[image: image329.wmf]0
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，得
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解之得
[image: image331.wmf]6 (N)
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研究铰C，其受力如图(c)所示。由力三角形得
[image: image332.wmf]1
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再分析两种可能的上临界状态：
① A不动，B上滑，则图(b)中[image: image333.wmf]SB

F

反向，可类似求得[image: image334.wmf]2

87.4N
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。
② B不动，A左滑，受力如图(d)所示，且[image: image335.wmf]SANA
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由[image: image336.wmf]0
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由[image: image338.wmf]0
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解之得
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故[image: image342.wmf]13
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，此即为所求。
注意  求平衡范围时，常转化为求上、下临界状态；亦可由不等式[image: image343.wmf]max
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FF
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求解。
4  考虑滚阻问题
例9.22  如图所示，已知轮半径[image: image344.wmf]1cm
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，轮重[image: image345.wmf]10N
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，两杆长均为l，不计杆重。摩擦因数[image: image346.wmf]0.02, 
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滚阻系数[image: image347.wmf]0.1cm
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。试求平衡时力F的最大值及此时两轮所受摩擦力与滚阻力偶。
解  研究整体平衡时，受力如图(a)所示。由[image: image348.wmf]0
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得
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分别研究两轮平衡易知：[image: image350.wmf], 
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考察整体平衡，由[image: image352.wmf]0
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可见，平衡破坏时，A轮必先滑动或先滚动。
[image: image485.wmf]j


例9.22图
研究BC杆，其受力如图(b)所示，易求出
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                     (a)

再研究A轮，其受力如图(c)所示，有如下两种可能临界状态：
(1) 设轮[image: image356.wmf]A

先滚动，[image: image357.wmf]fANA
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，由[image: image358.wmf]0

D

M

=

å
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后代入(a)式，得力[image: image360.wmf]F

此时之值[image: image361.wmf]1
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(2) 设轮[image: image362.wmf]A

先滑动，[image: image363.wmf]SANA
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，由[image: image364.wmf]1
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之值
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注意  考虑同时有多点摩擦和多点滚阻的临界平衡状态时，也存在各点同时滚动与不同时滚动两类临界状态情况。本例中所运用的判断方法有一定推广意义。
思考2-17  ① 若例２.22中A，B两轮滚阻系数不同，情形怎样？
② 试分析汽车与自行车车轮在匀速行驶时的滚动摩阻力偶与滑动摩擦力方向。
习  题
9.1  试求图示梁在已知力偶作用下，支座A，B处的约束力。
[image: image486.png]M
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                    (a)                                              (b)

习题9.1图
9.2  图示均匀圆环，重量为200N，直径为200mm，用三根长均为250mm的绳悬挂在屋顶上。若[image: image369.wmf]120,150,90

abg
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，试确定每根绳的拉力。
[2.3] 齿轮箱两个外伸轴上作用的力偶如图所示，为保持齿轮箱平衡，求螺栓A，B处所提供的约束力的垂直分力。
[image: image487.wmf]F


习题9.2图                                     习题9.3图
9.4  图示结构中，各构件的自重略去不计，构件AB上作用一力偶，其力偶矩[image: image370.wmf]800Nm

M

=×

，求A和C处的约束力。

[image: image488.wmf]x


习题9.4图                               习题9.5图
9.5  如图所示，起重机ABC中有铅垂转动轴AB，起重机重[image: image371.wmf]3.5kN

G

=

，重心在D。在C处吊有重[image: image372.wmf]1

10kN

G

=

的物体。试求滑动轴承A和止推轴承B的约束力。
[image: image489.png]o)
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[image: image490.wmf]
习题9.6图
[image: image491.wmf]8
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习题9.7图                                  习题9.8图
[9.6] 如图所示，钥匙的截面为直角三角形，其直角边[image: image373.wmf]12

,

ABdBCd

==

。设在钥匙上作用一个力偶矩为M的力偶。试求其顶点A,B,C对锁孔边上的压力。不计摩擦，且钥匙与锁孔之间的缝隙很小。
9.7  如图所示，一便桥自由地放置在支座C和D上，支座间的距离[image: image374.wmf]26m

CDd

==

。单位长度桥面重为5/3kN/m。试求当汽车从上面驶过而不致使桥面翻转时桥的悬臂部分的最大长度l。设汽车前后轮的负重分别为20kN和40kN，两轮间的距离为3m。
9.8  试求图示静定梁在A，B，C处的全部约束力。已知d，q和M。注意比较和讨论图中(a)，(b)，(c)所示三梁的约束力以及图(d)和图(e)所示的两梁的约束力。
9.9  如图所示，悬臂梁AB一端砌在墙内，在自由端装有滑轮以匀速吊起重物D。设重物重量为G，AB长为b，斜绳与铅直线夹角为[image: image375.wmf]q

。若不计梁、滑轮及绳的自重，试求固定端A的约束力。

[image: image492.wmf]
习题9.9图                                  习题9.10图
[9.10] 图示组合梁由AC和DC两段铰接而成，起重机置于梁上。已知起重机重[image: image376.wmf]5kN

G

=

，重心在铅垂线EC上，起重荷载[image: image377.wmf]10kN

F

=

，若不计梁重，求支座A，B，D三处的约束力。
[image: image493.wmf]9.11  如图所示，厂房构架为三铰拱架。桥式吊车顺着厂房(垂直于纸面方向)沿轨道行驶，吊车梁的重[image: image378.wmf]1

20kN

G

=

，其重心在梁的中点。跑车和起吊重物的重[image: image379.wmf]2

60kN

G

=

。每个拱架重[image: image380.wmf]3

60kN

G

=

，其重心在点D，E，正好与吊车梁的轨道在同一铅垂线上。风压的合力为10kN，方向水平。试求当跑车位于离左边轨道的距离等于2m时，铰链点A，B的约束力。
习题9.11图                              习题9.12图
[image: image494.wmf]0  ÇÒ 0
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9.12  图示汽车台秤简图，BCF为整体台面，杠杆可绕轴O转动，B，C，D均为铰链，杆CD处于水平位置。试求平衡时砝码重[image: image381.wmf]1

G

与汽车重[image: image382.wmf]2

G

的关系。
习题9.13图                                      习题9.14图
9.13  图示为一测量导弹喷气推力的试验台，导弹点火后，由测力表测出K处的拉力为[image: image383.wmf]T

F

，导弹重为G。试求推力[image: image384.wmf]F

和D处的约束力。
9.14  如图所示，体重为G的体操运动员在吊环上做“十”字支撑。已知l，[image: image385.wmf]q

，d(两肩关节间距)和[image: image386.wmf]1

G

(两臂总重)。假设手臂为均质杆，试求肩关节的受力。
[9.15] 如图所示，圆柱形的杯子倒扣着两个重球，每个球重为G，半径为r，杯子半径为R，[image: image387.wmf]2

rRr
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。若不计各接触面间的摩擦，试求杯子不致翻倒的最小杯重[image: image388.wmf]min

G

。
9.16  如图所示，匀质杆AB，重G，一端用球铰链A固定，另一端用软绳BC，BD拉住，位于水平位置，求绳子中的拉力。若再加上一根软绳BE，能否求出这三根绳子中的拉力？为什么？
[image: image495.wmf]0,  0,  0 ,  ( 0)
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习题9.15图                    习题9.16图                   习题9.17图
9.17  一重为210N的轮子放置如图所示。在轮轴上绕有软绳并挂有重物A。设接触处的摩擦因数为0.25，轮子半径为20cm，轮轴的半径为10cm，求平衡时重物A的最大重量。
9.18  一梯子长4m，重心在其中点，搁置位置如图(a)，(b)所示，[image: image389.wmf]4

arctan
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。如果接触处的摩擦
因数均为0.40，问梯子能否保持平衡?如果平衡，能否求出接触处的约束力?设梯子的重量为G。
[image: image496.wmf]0,  0,  0
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习题9.18图
[image: image498.wmf]0,  0,  0
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     习题9.19图                                        习题9.20图
9.19  一叠纸片按图示形状堆叠，其露出的自由端用纸粘连，成为两叠彼此独立的纸本A和B。每张纸重0.06N，纸片总数有200张，纸与纸之间以及纸与桌面之间的摩擦因数都是0.2。假设其中一叠纸是固定的，试求拉出另一叠纸所需的水平力[image: image390.wmf]P

F

。
9.20  一起重用的夹具由ABC和DEF两相同杆件组成，并由杆BE连接，B和E都是铰链，尺寸如图所示。此夹具依靠摩擦力提起重物，试问要提起重物，静摩擦因数[image: image391.wmf]S

f

至少应为多大？
9.21  质量为500N的物体A，放在粗糙斜面上，如图所示。已知[image: image392.wmf]25

b

=

o

，斜面与物体间摩擦因数[image: image393.wmf]0.2

f

=

。求：
① 使物块向上滑动所需力F的最小值；
② 阻止物体向下滑动，所需力F的最小值。
[image: image499.wmf]0,  0,  0
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习题9.21图                           习题9.22图
9.22  尖劈起重装置如图所示，尖劈A的顶角为[image: image394.wmf]q

，在B块上受力[image: image395.wmf]Q

F

的作用。A块和B块之间静摩擦因数为f (有滚珠处摩擦不计)。若不计A块、B块的重量，试求能保持平衡力F的大小的范围。
[image: image500.wmf]0,  0,  0
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习题9.23图                                    习题9.24图
9.23  压延机由两轮构成，两轮的直径[image: image396.wmf]50cm

d

=

，两轮间的间隙[image: image397.wmf]0.5cm

a

=

。两轮反向转动，如图所示。已知烧红的铁板与铸铁轮间的摩擦因数[image: image398.wmf]0.1

f

=

，问能压延铁板的最大厚度b是多少？
9.24  如图所示，重量为G的均匀捧一端搁在粗糙地面上，摩擦因数为f，另一端系一绳，此绳通过滑轮挂一重量为[image: image399.wmf]1

G

的物块。不计滑轮摩擦，为保持角[image: image400.wmf]q

不变，求[image: image401.wmf]1

G

的最大值。
[image: image501.wmf]0,  0
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9.25  如图所示，机床上为了迅速装卸工件A，常采用图示偏心轮夹具。已知偏心轮直径是d，偏心轮与台面间的摩擦因数是f。把手柄压下并在杠杆BC平行于台面时放手，偏心轮不会自动松开，此时点O在BC的延长线上。试问偏心距e应多大？轴上摩擦和偏心轮重量略去不计。
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图9.8 滚轮刚性接触模型�
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