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选修2－2知能基础测试

时间120分钟，满分150分。

一、选择题(本大题共12个小题，每小题5分，共60分，在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的．)

1．原命题为“若z1，z2互为共轭复数，则|z1|＝|z2|”，关于其逆命题，否命题，逆否命题真假性的判断依次如下，正确的是(　　)

A．真，假，真　　　　
B．假，假，真

C．真，真，假
D．假，假，假

[答案]　B

[解析]　本题考查四种命题的关系，真假判断，复数中共轭复数的概念．

若z1＝a＋bi，则z2＝a－bi.

∴|z1|＝|z2|，故原命题正确、逆否命题正确．

其逆命题为：若|z1|＝|z2|，则z1，z2互为共轭复数，

若z1＝a＋bi，z2＝－a＋bi，则|z1|＝|z2|，而z1，z2不为共轭复数．

∴逆命题为假，否命题也为假．

2．已平面α∥平面β，直线m⊂α，直线n⊂β，点A∈m，点B∈n，记点A，B之间的距离为a，点A到直线n的距离为b，直线m和n的距离为c，则(　　)

A．c≤b≤a
B．c≤a≤b
C．a≤c≤b
D．b≤c≤a
[答案]　A

3．设f(x)为可导函数，且满足条件eq \o(lim,\s\do4(x→0)) eq \f(fx＋1－f1,2x)＝3，则曲线y＝f(x)在点(1，f(1))处的切线的斜率为(　　)

A.eq \f(3,2)
B．3

C．6
D．无法确定

[答案]　C

[解析]　eq \o(lim,\s\do4(x→0)) eq \f(fx＋1－f1,2x)＝eq \f(1,2)

eq \o(lim,\s\do4(x→0)) eq \f(fx＋1－f1,x)
＝eq \f(1,2)f′(1)＝3，∴f′(1)＝6.故选C.

4．给出下列命题①eq \i\in(b,a,)dx＝eq \i\in(a,b,)dt＝b－a(a，b为常数且a<b)；②eq \i\in(-1,0,)x2dx＝eq \i\in(0,1,)x2dx；③曲线y＝sinx，x∈[0,2π]与直线y＝0围成的两个封闭区域面积之和为2，其中正确命题的个数为(　　)

A．0
B．1

C．2
D．3

[答案]　B

[解析]　eq \i\in(a,b,)dt＝b－a≠eq \i\in(b,a,)dx＝a－b，故①错，而y＝x2是偶函数其在[－1,0]上的积分结果等于其在[0,1]上的积分结果，故②正确，对于③有S＝2eq \i\in(0,π,)sinxdx＝4.故③错．

5．(2015·四川理，2)设i是虚数单位，则复数i3－eq \f(2,i)＝(　　)

A．－i
B．－3i

C．i
D．3i

[答案]　C

[解析]　i3－eq \f(2,i)＝－i－eq \f(2i,i2)＝－i＋2i＝i，选C.

6．函数f(x)＝3x－4x3(x∈[0,1])的最大值是(　　)

A.eq \f(1,2)
B．－1

C．0
D．1

[答案]　D

[解析]　由f ′(x)＝3－12x2＝0得，x＝±eq \f(1,2)，∵x∈[0,1]，∴x＝eq \f(1,2)，∵当x∈[0，eq \f(1,2)]，f ′(x)>0，当x∈[eq \f(1,2)，1]时，f ′(x)<0，∴f(x)在[0，eq \f(1,2)]上单调递增，在[eq \f(1,2)，1]上单调递减，故x＝eq \f(1,2)时，f(x)取到极大值也是最大值，f(eq \f(1,2))＝3×eq \f(1,2)－4×(eq \f(1,2))3＝1，故选D.

7．过x2＋y2＝10x内一点(5,3)有n条弦，它们的长度构成等差数列，最短的弦长为数列首项a1，最长的弦长为数列的末项an，若公差d∈eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(\f(1,3)，\f(1,2)))，则n的取值范围是(　　)

A．n＝4
B．5≤n≤7

C．n>7
D．n∈R＋
[答案]　B

[解析]　A(5,3)，圆心O(5,0)，最短弦为垂直OA的弦，a1＝8，最长弦为直径：an＝10，公差d＝eq \f(2,n－1)，

∴eq \f(1,3)≤eq \f(2,n－1)≤eq \f(1,2)，∴5≤n≤7.

8．若f(x)＝eq \f(lnx,x)，0<a<b<e，则有(　　)

A．f(a)>f(b)
B．f(a)＝f(b)

C．f(a)<f(b)
D．f(a)·f(b)>1

[答案]　C

[解析]　∵f′(x)＝eq \f(1－lnx,x2)，在(0，e)上f′(x)>0，

∴f(x)在(0，e)上为增函数．∴f(a)<f(b)．故选C.

9．已知使函数y＝x3＋ax2－eq \f(4,3)a的导数为0的x值也使y值为0，则常数a的值为(　　)

A．0
B．±3

C．0或±3
D．非以上答案

[答案]　C

[解析]　求出使y′＝0的值的集合，再逐一检验．y′＝3x2＋2ax.令y′＝0，得x＝0或x＝－eq \f(2,3)a.

由题设x＝0时，y＝0，故－eq \f(4,3)a＝0，则a＝0.且知当x＝2，a＝－3或x＝－2，a＝3时，也成立．故选C.

10．函数y＝asinx＋eq \f(1,3)sin3x在x＝eq \f(π,3)处有极值，则a的值为(　　)

A．－6
B．6

C．－2
D．2

[答案]　D

[解析]　y′＝acosx＋cos3x，由条件知，acoseq \f(π,3)＋cosπ＝0，∴a＝2，故选D.

11．下列求导运算正确的是(　　)

A．(2x)′＝x·2x－1
B．(3ex)′＝3ex
C．(x2－eq \f(1,x))′＝2x－eq \f(1,x2)
D．(eq \f(x,cosx))′＝eq \f(cosx－xsinx,cosx2)
[答案]　B

[解析]　对于A，(2x)′＝2xln2；对于B，(3ex)′＝3ex；对于C，(x2－eq \f(1,x))′＝2x＋eq \f(1,x2)；对于D，(eq \f(x,cosx))′＝eq \f(cosx＋xsinx,cosx2)；综上可知选B.

12．(2015·青岛高二检测)设f(x)，g(x)分别是定义在(－∞，0)∪(0，＋∞)上的奇函数和偶函数，当x<0时，f′(x)g(x)＋f(x)g′(x)>0.且g(－3)＝0.则不等式f(x)g(x)<0的解集是(　　)

A．(－3,0)∪(3，＋∞)

B．(－3,0)∪(0,3)

C．(－∞，－3)∪(3，＋∞)

D．(－∞，－3)∪(0,3)

[答案]　D

[解析]　令φ＝(x)＝f(x)g(x)，

则φ′(x)＝f′(x)g(x)＋f(x)g′(x)>0对x<0恒成立，

∴当x<0时，φ(x)单调递增．

又∵g(－3)＝0，

∴φ(－3)＝g(－3)·f(－3)＝0.

从而当x<－3时，φ(x)<0，当－3<x<0时，φ(x)>0.

又φ(x)为奇函数．

∴当0<x<3时，φ(x)<0，当x>3时，φ(x)>0，

综上，当x∈(－∞，－3)∪(0,3)时，φ(x)<0.

二、填空题(本大题共4个小题，每小题4分，共16分，将正确答案填在题中横线上)

13．复数(eq \f(1＋i,1－i))2＝________.

[答案]　－1

[解析]　本题考查了复数的运算．

复数eq \f(1＋i,1－i)＝eq \f(1＋i2,1－i1＋i)＝eq \f(2i,2)＝i，

故(eq \f(1＋i,1－i))2＝i2＝－1.

14．如图，平面中两条直线l1和l2相交于点O，对于平面上任意一点M，若p，q分别是M到直线l1和l2的距离，则称有序非负数实数对(p，q)是点M的“距离坐标”．根据上述定义，“距离坐标”是(1,2)的点的个数是________．


[答案]　4

[解析]　据上述定义，“距离坐标”是(1,2)的点可以在两条直线相交所成的四个区域内各找到一个，所以满足条件的点的个数是4个．

15．观察分析下表中的数据：

	多面体
	面数(F)
	顶点数(V)
	棱数(E)

	三棱柱
	5
	6
	9

	五棱锥
	6
	6
	10

	立方体
	6
	8
	12


猜想一般凸多面体中F，V，E所满足的等式是________．

[答案]　F＋V－E＝2

[解析]　本题考查归纳推理．

5＋6－9＝2，

6＋6－10＝2，

6＋8－12＝2，

∴F＋V－E＝2.

16．已知不等式1－eq \f(3,x＋a)<0的解集为(－1,2)，则eq \i\in(0,2,)(1－eq \f(3,x＋a))dx＝________.

[答案]　2－3ln3

[解析]　由条件知方程1－eq \f(3,x＋a)＝0的根为－1或2，∴a＝1.

∴eq \i\in(0,2,)(1－eq \f(3,x＋a))dx＝eq \i\in(0,2,)(1－eq \f(3,x＋1))dx
＝eq \b\lc\ \rc\|(\a\vs4\al\co1([x－3lnx＋1]))

eq \o\al(2,0)＝2－3ln3.

三、解答题(本大题共6个小题，共74分，解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤)

17．(本题满分12分)已知z1、z2为复数，i为虚数单位，z1·eq \o(z,\s\up6(－))1＋3(z1＋eq \o(z,\s\up6(－))1)＋5＝0，eq \f(z2＋3,z2－3)为纯虚数，z1、z2在复平面内对应的点分别为P、Q.

(1)求点P的轨迹方程；

(2)求点Q的轨迹方程；

(3)写出线段PQ长的取值范围．

[解析]　(1)设z1＝x＋yi，(x、y∈R)，由z1·eq \o(z,\s\up6(－))1＋3(z1＋eq \o(z,\s\up6(－))1)＋5＝0得x2＋y2＋6x＋5＝0，整理得(x＋3)2＋y2＝4，

∴点P的轨迹方程为(x＋3)2＋y2＝4.

(2)设z2＝x＋yi，(x、y∈R)，

eq \f(z2＋3,z2－3)＝eq \f(x＋3＋yi,x－3＋yi)＝eq \f(x2＋y2－9－6yi,x－32＋y2)，

∵eq \f(z2＋3,z2－3)为纯虚数，∴x2＋y2＝9且y≠0，

∴点Q的轨迹方程为x2＋y2＝9(y≠0)．

(3)PQ长的取值范围是[0,8)．

∵两圆相交，∴PQ长的最小值为0，

又两圆圆心距为3，两圆半径分别为2和3，∴PQ长的最大值为8，但点Q的轨迹方程中y≠0，∴|PQ|<8，

∴线段PQ长的取值范围是[0,8)．

[说明]　第(3)问要求“写出线段PQ长的取值范围”可以不写解答过程．

18．(本题满分12分)已知函数f(x)＝ex－ax2－bx－1，其中a、b∈R，e＝2.71828…为自然对数的底数．

设g(x)是函数f(x)的导函数，求函数g(x)在区间[0,1]上的最小值．

[解析]　由f(x)＝ex－ax2－bx－1，有g(x)＝f ′(x)＝ex－2ax－b.

所以g′(x)＝ex－2a.

当x∈[0,1]时，g′(x)∈[1－2a，e－2a]．

当a≤eq \f(1,2)时，g′(x)≥0，所以g(x)在[0,1]上单调递增．

因此g(x)在[0,1]上的最小值是g(0)＝1－b；

当a≥eq \f(e,2)时，g′(x)≤0，所以g(x)在[0,1]上单调递减，

因此g(x)在[0,1]上的最小值是g(1)＝e－2a－b；

当eq \f(1,2)<a<eq \f(e,2)时，令g′(x)＝0，得x＝ln(2a)∈(0,1)．

所以函数g(x)在区间[0，ln(2a)]上单调递减，在区间(ln(2a)，1]上单调递增．

于是，g(x)在[0,1]上的最小值是g(ln(2a))＝2a－2aln(2a)－b；

综上所述，当a≤eq \f(1,2)时，g(x)在[0,1]上的最小值是g(0)＝1－b；

当eq \f(1,2)<a<eq \f(e,2)时，g(x)在[0,1]上的最小值是g(ln(2a))＝2a－2aln(2a)－b
当a≥eq \f(e,2)时，g(x)在[0,1]上的最小值是g(1)＝e－2a－b.

19．(本题满分12分)已知函数f(x)＝eq \f(2x－1,2x＋1).求证：对于任意不小于3的正整数n都有f(n)>eq \f(n,n＋1)成立．

[证明]　要证f(n)>eq \f(n,n＋1)(n∈N＋且n≥3)，只需证eq \f(2n－1,2n＋1)>eq \f(n,n＋1)，即证1－eq \f(2,2n＋1)>1－eq \f(1,n＋1)，也就是证明2n－1>2n.

下面用数学归纳法来证明2n－1>2n(n∈N＋且n≥3)．

①当n＝3时，左边＝7，右边＝6，左边>右边，不等式成立．

②假设当n＝k(k∈N＋且k≥3)时不等式成立，即2k－1>2k，则当n＝k＋1时，2k＋1－1＝2·2k－1＝2(2k－1)＋1>2·2k＋1＝2(k＋1)＋2k－1>2(k＋1)，故当n＝k＋1时，不等式也成立．

综上所述，当n∈N＋且n≥3时，2n－1>2n成立．

所以f(n)>eq \f(n,n＋1)(n∈N＋且n≥3)成立．

20．(本题满分12分)某分公司经销某种品牌产品，每件产品的成本为3元，并且每件产品需向总公司交a元(3≤a≤5)的管理费，预计当每件产品的售价为x元(9≤x≤11)时，一年的销售量为(12－x)2万件．

(1)求分公司一年的利润L(万元)与每件产品的售价x的函数关系式；

(2)当每件产品的售价为多少元时，分公司一年的利润L最大，并求出L的最大值Q(a)．

[解析]　(1)分公司一年的利润L(万元)与售价x的函数关系式为：

L＝(x－3－a)(12－x)2，x∈[9,11]．

(2)L′(x)＝(12－x)2－2(x－3－a)(12－x)

＝(12－x)(18＋2a－3x)

令L′＝0得x＝6＋eq \f(2,3)a或x＝12(不合题意，舍去)．

∵3≤a≤5，∴8≤6＋eq \f(2,3)a≤eq \f(28,3).

在x＝6＋eq \f(2,3)a两侧L′(x)的值由正变负．

所以(1)当8≤6＋eq \f(2,3)a≤9，即3≤a≤eq \f(9,2)时，

Lmax＝L(9)＝(9－3－a)(12－9)2＝9(6－a)．

(2)当9<6＋eq \f(2,3)a≤eq \f(28,3)，即eq \f(9,2)<a≤5时，

Lmax＝Leq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(6＋\f(2,3)a))＝eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(6＋\f(2,3)a－3－a))
eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(12－\b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(6＋\f(2,3)a))))2＝4eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(3－\f(1,3)a))3，

所以Q(a)＝eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(96－a，3≤a≤\f(9,2),4\b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(3－\f(1,3)a))3，\f(9,2)<a≤5)) .

答：若3≤a≤eq \f(9,2)，则当每件售价为9元时，分公司一年的利润L最大，最大值Q(a)＝9(6－a)(万元)；若eq \f(9,2)<a≤5，则当每件售价为eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(6＋\f(2,3)a))元时，分公司一年的利润L最大，最大值Q(a)＝4eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(3－\f(1,3)a))3(万元)．

21．(本题满分12分)设函数f(x)＝eq \f(a,3)x3＋bx2＋cx＋d(a>0)，且方程f′(x)－9x＝0的两个根分别为1,4.

(1)当a＝3且曲线y＝f(x)过原点时，求f(x)的解析式；

(2)若f(x)在(－∞，＋∞)内无极值点，求a的取值范围．

[解析]　本题考查了函数与导函数的综合应用．

由f(x)＝eq \f(a,3)x3＋bx2＋cx＋d得f′(x)＝ax2＋2bx＋c
∵f′(x)－9x＝ax2＋2bx＋c－9x＝0的两根为1,4.

∴eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(a＋2b＋c－9＝0,16a＋8b＋c－36＝0))(*)

(1)当a＝3时，由(*)式得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(2b＋c－6＝0,8b＋c＋12＝0))，

解得b＝－3，c＝12.

又∵曲线y＝f(x)过原点，∴d＝0.

故f(x)＝x3－3x2＋12x.

(2)由于a>0，所以“f(x)＝eq \f(a,3)x3＋bx2＋cx＋d
在(－∞，＋∞)内无极值点”等价于“f′(x)＝ax2＋2bx＋c≥0在(－∞，＋∞)内恒成立”，

由(*)式得2b＝9－5a，c＝4a.

又∵Δ＝(2b)2－4ac＝9(a－1)(a－9)

解eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(a>0,Δ＝9a－1a－9≤0))得a∈[1,9]，

即a的取值范围为[1,9]．

22．(本题满分14分)设函数f(x)＝x3－3ax＋b(a≠0)．

(1)若曲线y＝f(x)在点(2，f(2))处与直线y＝8相切，求a，b的值；

(2)求函数f(x)的单调区间与极值点．

[解析]　(1)f′(x)＝3x2－3a.

因为曲线y＝f(x)在点(2，f(2))处与直线y＝8相切，

所以eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(f′2＝0，,f2＝8.))即eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(34－a＝0，,8－6a＋b＝8.))
解得a＝4，b＝24.

(2)f′(x)＝3(x2－a)(a≠0)．

当a<0时，f′(x)>0，函数f(x)在(－∞，＋∞)上单调递增，此时函数f(x)没有极值点．

当a>0时，由f′(x)＝0得x＝±eq \r(a).

当x∈(－∞，－eq \r(a))时，f′(x)>0，函数f(x)单调递增；

当x∈(－eq \r(a)，eq \r(a))时，f′(x)<0，函数f(x)单调递减；

当x∈(eq \r(a)，＋∞)时，f′(x)>0，函数f(x)单调递增．

此时x＝－eq \r(a)是f(x)的极大值点，x＝eq \r(a)是f(x)的极小值点．
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