备课大师：免费备课第一站！

3.4　不等式的实际应用
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1．解有关不等式的应用题，首先要选用合适的字母表示题中的未知数，再由题中给出的不等量关系，列出关于未知数的不等式(组)，然后解列出的不等式(组)，最后结合问题的实际意义写出答案．

2．在实际应用问题中，若应用均值不等式求最值同样必须确保“一正、二定、三相等”的原则．“一正”即必须满足“各项为正数”；“二定”即求和的最小值必须拼凑成其积为“定值”，求积的最大值必须使其和为“定值”；“三相等 ”就是必须验证等号是否成立．

3．对于形如y＝x＋eq \f(k,x) (k>0)的函数，如果利用均值不等式求最值，等号条件不存在，那么这时就可以考虑利用函数的单调性进行求解．
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(1)当x>0时，f(x)＝x＋eq \f(k,x)≥2eq \r(k)(k>0)，当x＝eq \r(k)时取“＝”．另外，我们还可以证明f(x)在区间(0，eq \r(k)]上为减函数，在区间[eq \r(k)，＋∞)上为增函数，据此单调性来求函数的值域．

(2)当x<0时，∵f(x)＝x＋eq \f(k,x) (k>0)(x≠0)为奇函数．

∴f(x)在(－∞，－eq \r(k)]上为增函数，在[－eq \r(k)，0)上为减函数．
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一、构建一元二次不等式模型解决
  实际问题
方法链接：二次函数、一元二次不等式在实际生活中有着广泛的应用，构建一元二次不等式模型时应注意自变量的实际含义．
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　一个车辆制造厂引进了一条摩托车整车装配流水线，这条流水线生产的摩托车数量x(辆)与创造的价值y(元)之间有如下的关系：y＝－2x2＋220x.若这家工厂希望在一个星期内利用这条流水线创收6 000元以上，那么它在一个星期内大约应该生产多少辆摩托车？

解　设在一个星期内大约应该生产x辆摩托车，
根据题意，得－2x2＋220x>6 000.
移项整理，得x2－110x＋3 000<0，解得50<x<60.
因为x只能取整数值，所以，当这条摩托车整车装配流水线在一周内生产的摩托车数量在51～59辆之间时，这家工厂能够获得6 000元以上的收益．
二、利用均值不等式解决实际问题
方法链接：均值不等式：eq \r(ab)≤eq \f(a＋b,2)(a，b是正实数)在求最值问题中有着广泛的应用．应用时一定要注意“一正、二定、三相等”的要领．
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如图，某农厂要修建3个矩形养鱼塘，每个面积为10 000 m2，鱼塘前面要留4 m宽的运料通道，其余各边为2 m宽的堤埂，问每个鱼塘的长、宽各为多少时占地面积最少？

解　设每个鱼塘的宽为x m，则x>0，
且AB＝3x＋8，AD＝eq \f(10 000,x)＋6，
总面积y＝AB·AD＝(3x＋8)eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(10 000,x)＋6))
＝30 048＋eq \f(80 000,x)＋18x
≥30 048＋2eq \r(\f(80 000,x)·18x)＝32 448，
当且仅当18x＝eq \f(80 000,x)，即x＝eq \f(200,3)时，等号成立，
此时eq \f(10 000,x)＝150.
答　鱼塘的长为150 m，宽为eq \f(200,3) m时，占地面积最少．

三、利用函数单调性求最值问题
方法链接：对于形如y＝x＋eq \f(a2,x)的函数，如果利用均值不等式求最值，等号条件不存在，那么这时就可以考虑用函数的单调性进行求解．
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　某工厂有旧墙一面，长14米，现在准备利用这面旧墙建造平面图形为矩形、面积为126平方米的厂房，工程条件是：

①建1米新墙的费用为a元；②修1米旧墙的费用为eq \f(a,4)元；③拆去1米旧墙，用所得材料建1米新墙的费用为eq \f(a,2)元．经讨论有两种方案：(1)利用旧墙的一段x米(x<14)为矩形厂房一面的边长；(2)矩形厂房利用旧墙的一面边长x≥14；问如何利用旧墙，即x为多少米时，建造费用最省？(1)、(2)两种方案哪个更好？

分析　以建造总费用为目标函数，通过函数求最小值来解本题．

解　设利用旧墙的一面矩形边长为x米，
则矩形的另一面边长为eq \f(126,x)米．

(1)利用旧墙的一段x米(x<14)为矩形一面边长，
则修旧墙费用为x·eq \f(a,4)元．

将剩余的旧墙拆得的材料建新墙的费用为(14－x)·eq \f(a,2)元，
其余建新墙的费用为eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(2x＋\f(2×126,x)－14))a元．

故总费用为
y＝x·eq \f(a,4)＋eq \f(14－x,2)·a＋eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(2x＋\f(252,x)－14))a
＝aeq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(7,4)x＋\f(252,x)－7))＝7aeq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(x,4)＋\f(36,x)－1)) (0<x<14)

≥7a·eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(2\r(\f(x,4)·\f(36,x))－1))＝35a，
当且仅当eq \f(x,4)＝eq \f(36,x)，即x＝12时，ymin＝35a元．

(2)若利用旧墙的一面矩形边长x≥14，
则修旧墙的费用为eq \f(a,4)·14＝eq \f(7,2)a元．

建新墙的费用为eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(2x＋\f(252,x)－14))a，
故总费用为y＝eq \f(7,2)a＋eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(2x＋\f(252,x)－14))a
＝eq \f(7,2)a＋2aeq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(x＋\f(126,x)－7)) (x≥14)．

设14≤x1<x2，则
eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(x1＋\f(126,x1)))－eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(x2＋\f(126,x2)))＝(x1－x2)eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(1－\f(126,x1x2))).
∵14≤x1<x2，∴x1－x2<0，x1·x2>196.
从而1－eq \f(126,x1x2)>0，所以函数y在[14，＋∞)上为增函数．

故当x＝14时，ymin＝eq \f(7,2)a＋2aeq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(14＋\f(126,14)－7))
＝35.5a>35a.
综上所述，采用第(1)种方案，利用旧墙12米为矩形的一面边长时，建墙总费用最省，为35a元．
四、函数、数列、不等式在实际问题中的综合应用
方法链接：不等式的知识，尤其是解不等式、均值不等式求最值常常融于函数、数列应用题中加以考查．一般是先建立函数模型或数列模型，再利用不等式的知识求某些量的范围或最值．
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　2009年推出一种新型家用轿车，购买时费用为14.4万元，每年应交付保险费、养路费及汽油费共0.7万元，汽车的维修费为：第一年无维修费用，第二年为0.2万元，从第三年起，每年的维修费均比上一年增加0.2万元．

(1)设该辆轿车使用n年的总费用(包括购买费用、保险费、养路费、汽油费及维修费)为f(n)，求f(n)的表达式；

(2)这种汽车使用多少年报废最合算(即该车使用多少年，年平均费用最少)?

解　(1)由题意得：每年的维修费构成一等差数列，n年的维修总费用为eq \f(n[0＋0.2n－1],2)＝0.1n2－0.1n(万元)

所以f(n)＝14.4＋0.7n＋(0.1n2－0.1n)

＝0.1n2＋0.6n＋14.4(万元)

(2)该辆轿车使用n年的年平均费用为
eq \f(fn,n)＝eq \f(0.1n2＋0.6n＋14.4,n)＝0.1n＋0.6＋eq \f(14.4,n)
≥2eq \r(0.1n·\f(14.4,n))＋0.6＝3(万元)．

当且仅当0.1n＝eq \f(14.4,n)时取等号，此时n＝12.
答　这种汽车使用12年报废最合算．

五、均值不等式在物理学科中的应用
方法链接：均值不等式在物理学科中的电学、力学部分中经常用到，应用时也要注意验证等号是否取到．
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如图所示，电路中电源的电动势为ε，内阻为r，R1为固定电阻，求可变电阻R2调至何值时，它所消耗的电功率最大，其最大电功率是多少？

分析　依据物理知识，建立数量关系，借助二元均值不等式求出最大值．

解　由电学公式，电功率P＝UI，
有P2＝U2I2＝eq \f(U2ε－U2,r＋R1).
∵U2(ε－U2)≤eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(\f(U2＋ε－U2,2)))2＝eq \f(ε2,4)(定值)，
∴仅当U2＝ε－U2，即2U2＝ε时，P2达到最大值，
最大值为eq \f(ε2,4r＋R1).在ε＝2U2的两端除以I(＝I1＝I2)，
得2R2＝r＋R2＋R1.
∴R2＝r＋R1.
∴可变电阻R2调至r＋R1时，所消耗的电功率最大，最大电功率是eq \f(ε2,4r＋R1).
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利用均值不等式时忽略等号成立条件而致错
例　甲、乙两地相距s km，汽车从甲地匀速行驶到乙地速度不得超过每小时c km，已知汽车每小时的运输成本(以元为单位)由可变部分和固定部分组成：可变部分与速度v(km/h)的平方成正比，比例系数为b，固定部分为a元．

(1)将全程运输成本y(元)表示为速度v的函数，并指出该函数的定义域；

(2)为使全程运输成本最少，汽车应以多大的速度行驶？

[错解]　(1)依题意知，汽车从甲地匀速行驶到乙地所用时间为eq \f(s,v)，因此全程运输成本为
y＝(a＋bv2)·eq \f(s,v)＝eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(a,v)＋bv))s，
∵a>0，b>0，s>0，v>0，∴定义域为(0，c]．

(2)由(1)知：y＝eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(a,v)＋bv))s≥2eq \r(\f(a,v)·bv)·s＝2seq \r(ab).
当eq \f(a,v)＝bv，即v2＝eq \f(a,b)，v＝eq \r(\f(a,b))时，取“＝”．
所以，汽车以 eq \r(\f(a,b)) km/h的速度行驶时，全程运输成本最少．

[点拨]　本题中的a，b，c均为字母常量，且为正实数，v是全程运输成本函数中的自变量，v∈(0，c]，但是 eq \r(\f(a,b))与c的大小不确定，上述解答中的最小值2s eq \r(ab)不一定能取到，应当按 eq \r(\f(a,b))与c的大小分类讨论．

[正解]　(1)依题意知汽车从甲地匀速行驶到乙地所用时间为eq \f(s,v)，全程运输成本为
y＝a·eq \f(s,v)＋bv2·eq \f(s,v)＝seq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(a,v)＋bv))，
故所求函数及其定义域为y＝seq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(a,v)＋bv))，v∈(0，c]．

(2)∵s，a，b，v都是正数，∴eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(a,v)＋bv))s≥2seq \r(ab)(当且仅当eq \f(a,v)＝bv，即v＝eq \r(\f(a,b))时取“＝”)

∴①若 eq \r(\f(a,b))≤c，则v＝eq \r(\f(a,b))时全程运输成本最少．

②若 eq \r(\f(a,b))>c，函数y＝eq \f(a,v)＋bv在eq \b\lc\(\rc\](\a\vs4\al\co1(0， \r(\f(a,b))))上是减函数，
证明如下：设0<v1<v2≤ eq \r(\f(a,b))，y1－y2＝eq \f(a,v1)＋bv1－eq \f(a,v2)－bv2＝eq \f(av2－av1,v1v2)＋b(v1－v2)＝(v1－v2)eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(b－\f(a,v1v2)))
＝(v1－v2)eq \f(bv1v2－a,v1v2)＝eq \f(bv1－v2\b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(v1v2－\f(a,b))),v1v2)
∵v1<v2，∴v1－v2<0.又∵v1< eq \r(\f(a,b))，v2< eq \r(\f(a,b))
∴v1v2<eq \f(a,b)，∴v1v2－eq \f(a,b)<0，∴y1－y2>0，即y1>y2，
∴函数y＝eq \f(a,v)＋bv在eq \b\lc\(\rc\](\a\vs4\al\co1(0， \r(\f(a,b))))上是减函数．

又∵c< eq \r(\f(a,b))，∴函数在(0，c]上也是减函数．

∴v＝c时，全程运输成本最小．

综上可知：当 eq \r(\f(a,b))≤c时，v＝eq \r(\f(a,b))时全程运输成本最少；当eq \r(\f(a,b))>c时，v＝c时全程运输成本最少．
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例　
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如图所示，为处理含有某种杂质的污水，要制造一底宽为2米的无盖长方体沉淀箱，污水从A孔流入，经沉淀后从B孔流出，设箱体的长度为a米，高度为b米．已知流出的水中该杂质的质量分数与a、b的乘积ab成反比．现有制箱材料60平方米．问当a、b各为多少米时，经沉淀后流出的水中该杂质的质量分数最小(A、B孔的面积忽略不计)?

解　方法一　设y为流出的水中杂质的质量分数，则y＝eq \f(k,ab)，其中k>0为比例系数，依题意，即所求的a、b值使y值最小．根据题设，有4b＋2ab＋2a＝60 (a>0，b>0)，
得b＝eq \f(30－a,2＋a) (0<a<30)．①
于是y＝eq \f(k,ab)＝eq \f(k,\f(30a－a2,2＋a))＝eq \f(k,－a＋32－\f(64,a＋2))＝eq \f(k,34－\b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(a＋2＋\f(64,a＋2))))≥eq \f(k,34－2\r(a＋2·\f(64,a＋2)))＝eq \f(k,18).
当且仅当a＋2＝eq \f(64,a＋2)时取等号，y取得最小值. 

这时a＝6或a＝－10(舍去)，将a＝6代入①式得b＝3，故当a为6米，b为3米时，经沉淀后流出的水中该杂质的质量分数最小．

方法二　依题意，即所求的a、b值使ab最大．

由题设知4b＋2ab＋2a＝60 (a>0，b>0)，
即a＋2b＋ab＝30 (a>0，b>0)．

∵a＋2b≥2eq \r(2ab)，∴2eq \r(2)·eq \r(ab)＋ab≤30.
当且仅当a＝2b时，上式取等号．

由a>0，b>0，解得0<ab≤18，
即当a＝2b时，ab取得最大值，其最大值为18.
∴2b2＝18.解得b＝3，a＝6.
故当a为6米，b为3米时，经沉淀后流出的水中该杂质的质量分数最小．
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围建一个面积为360 m2的矩形场地，要求矩形场地的一面利用旧墙(利用的旧墙需维修)，其他三面围墙要新建，在旧墙对面的新墙上要留一个宽度为2 m的进出口，如图所示．已知旧墙的维修费用为45 元/m，新墙的造价为180元/m，设利用的旧墙长度为x(单位：m)，修建此矩形场地围墙的总费用为y(单位：元)．

(1)将y表示为x的函数；

(2)试确定x，使修建此矩形场地围墙的总费用最小，并求出最小总费用．

解　(1)设矩形的另一边长为a m，
则y＝45x＋180(x－2)＋180×2a
＝225x＋360a－360.由已知xa＝360，得a＝eq \f(360,x)，
所以y＝225x＋eq \f(3602,x)－360(x>2)．

(2)∵x>0，∴225x＋eq \f(3602,x)≥2eq \r(225×3602)＝10 800.
∴y＝225x＋eq \f(3602,x)－360≥10 440.
当且仅当225x＝eq \f(3602,x)时，等号成立．即当x＝24 m，修建围墙的总费用最小，最小总费用是10 440元．
赏析　本小题主要考查函数和不等式等基础知识，考查用均值不等式求最值和运用数学知识解决实际问题的能力．
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