备课大师：免费备课第一站！

§3.2　均值不等式
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1．一个常用的均值不等式链
设a>0，b>0，则有：

min{a，b}≤eq \f(2,\f(1,a)＋\f(1,b))≤ eq \r(ab)≤eq \f(a＋b,2)≤ eq \r(\f(a2＋b2,2))≤max{a，b}，

当且仅当a＝b时，所有等号成立．

若a>b>0，则有：

b<eq \f(2,\f(1,a)＋\f(1,b))<eq \r(ab)<eq \f(a＋b,2)< eq \r(\f(a2＋b2,2))<a.
2．均值不等式的拓展
(1)a，b∈R，都有ab≤eq \f(a＋b2,4)≤eq \f(a2＋b2,2)成立．

(2)a2＋b2≥2ab可以加强为a2＋b2≥2|a|·|b|，当且仅当|a|＝|b|时取等号．

(3)a，b，c∈R，都有a2＋b2＋c2≥ab＋bc＋ca成立．

(4)若ab>0，则eq \f(a,b)＋eq \f(b,a)≥2.
3．利用均值不等式求最值的法则
均值不等式eq \r(ab)≤eq \f(a＋b,2) (a，b为正实数)常用于证明不等式或求代数式的最值．

(1)当两个正数的和为定值时，它们的积有最大值，即ab≤eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(a＋b,2)))2，当且仅当a＝b时，等号成立．

(2)当两个正数的积为定值时，它们的和有最小值，即a＋b≥2eq \r(ab)，当且仅当a＝b时，等号成立．

注意：利用均值不等式求代数式最值，要注意满足三个条件：①两个正数；②两个正数的积或和为定值；③取最值时，等号能成立．概括为“一正、二定(值)、三相等”．
4．函数f(x)＝x＋eq \f(k,x) (k>0)的单调性在求最值中的应用
有些最值问题由于条件的限制使等号取不到，其最值又确实存在，我们可以利用函数f(x)＝x＋eq \f(k,x) (k>0)的单调性加以解决．

利用函数单调性的定义可以证明函数f(x)＝x＋eq \f(k,x) (k>0)在(0，eq \r(k)]上单调递减，在[eq \r(k)，＋∞)上单调递增．

因为函数f(x)＝x＋eq \f(k,x) (k>0)是奇函数，所以f(x)＝x＋eq \f(k,x) (k>0)在(－∞，－eq \r(k)]上为增函数，在[－eq \r(k)，0)上为减函数．
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函数f(x)＝x＋eq \f(k,x) (k>0)在定义域上的单调性如右图所示．

例如：求函数f(x)＝sin2x＋eq \f(5,sin2x)，x∈(0，π)的最小值．

解　令t＝sin2x，x∈(0，π)，g(t)＝t＋eq \f(5,t).
t∈(0,1]，易知g(t)在(0,1]上为单调递减函数，
所以当t＝1时，g(t)min＝6.
即sin x＝1，x＝eq \f(π,2)时，f(x)min＝6.
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一、利用均值不等式求最值
方法链接：均值不等式是求函数最值的有利工具，在使用均值不等式求函数最值时，要注意应用条件“一正、二定、三相等”．不要仅仅关注结构上的定值，而忽略对相等条件的考察．
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　求函数y＝eq \f(\r(x＋2),2x＋5)的最大值．

解　设t＝eq \r(x＋2)，从而x＝t2－2(t≥0)，则y＝eq \f(t,2t2＋1).
当t＝0时，y＝0；当t>0时，y＝eq \f(1,2t＋\f(1,t))≤eq \f(1,2 \r(2t·\f(1,t)))＝eq \f(\r(2),4).
当且仅当2t＝eq \f(1,t)，即t＝eq \f(\r(2),2)时等号成立．

即当x＝－eq \f(3,2)时，ymax＝eq \f(\r(2),4).
二、利用均值不等式解恒成立问题
方法链接：含参数的不等式恒成立问题，通过分离参数，把参数的范围化归为函数的最值问题．a>f(x)恒成立⇔a>[f(x)]max，a<f(x)恒成立⇔a<[f(x)]min.
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　已知f(x)＝32x－(k＋1)3x＋2，当x∈R时，f(x)恒为正值，则k的取值范围是(　　)

A．(－∞，－1)  


B．(－∞，2eq \r(2)－1)

C．(－1,2eq \r(2)－1)  

D．(－2eq \r(2)－1,2eq \r(2)－1)

解析　由f(x)>0得32x－(k＋1)·3x＋2>0，
解得k＋1<3x＋eq \f(2,3x)，而3x＋eq \f(2,3x)≥2eq \r(2)，
∴k＋1<2eq \r(2)，k<2eq \r(2)－1.
答案　B
三、利用均值不等式证明不等式
方法链接：证明不等式时应根据求证式两端的结构，合理选择重要不等式及其变形不等式；本题的证明方法在论证对称不等式时具有一定的普遍性．
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　已知a>2，求证：loga(a－1)·loga(a＋1)<1.
证明　因为a>2，所以loga(a－1)>0，loga(a＋1)>0.
又loga(a－1)≠loga(a＋1)，
所以eq \r(logaa－1·logaa＋1)<eq \f(logaa－1＋logaa＋1,2)
＝eq \f(1,2)loga(a2－1)<eq \f(1,2)logaa2＝1.所以loga(a－1)loga(a＋1)<1.
四、均值不等式的实际应用
方法链接：应用均值不等式解决实际问题时，要注意把要求最值的变量设为函数，列函数解析式时，要注意所设变量的范围．

[image: image10.png]


例4[image: image11.png]


　某公司计划用一块土地建造一幢总面积为A m2的办公大楼，已知征地的费用是2 388元/m2，每层的建筑面积相同，土地的征用面积是每层面积的2.5倍，经工程技术人员核算，第一、二层的建设费用相同，费用为445元/m2，以后每增高一层，建筑费用就增加30元/m2，试设计这幢办公楼的楼层数，使总费用最少，并求其最少总费用．(总费用＝建筑费用＋征地费用)

解　设建造这幢办公楼的楼层数为n，总费用为y元，
当n＝1时，y＝2.5·A·2 388＋445A＝6 415A(元)，
当n＝2时，y＝2.5·eq \f(A,2)·2 388＋445A＝3 430A(元)，
当n≥3时，y＝2.5·eq \f(A,n)·2 388＋445·eq \f(2A,n)＋(445＋30)·eq \f(A,n)＋(445＋60)·eq \f(A,n)＋…＋[445＋30(n－2)]·eq \f(A,n)＝6 000·eq \f(A,n)＋15nA＋400A≥2Aeq \r(6 000×15)＋400A
＝1 000A(元)(当且仅当n＝20时取等号)．

即n＝20时，有最小值1 000A元，所以，当建造这幢办公楼的楼层数为20时，总费用最少，为1 000A元．
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1．忽略应用均值不等式的前提条件而致错
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　求f(x)＝2＋log2x＋eq \f(5,log2x)(0<x<1)的最值．

[错解]　f(x)＝2＋log2x＋eq \f(5,log2x)
≥2＋2eq \r(log2x·\f(5,log2x))＝2＋2eq \r(5).
∴f(x)min＝2＋2eq \r(5).
这实际是一个错解，错在哪里？请你找出来．

[点拨]　∵0<x<1，∴log2x<0，eq \f(5,log2x)<0，不能直接运用公式．

[正解]　∵0<x<1，∴(－log2x)>0，eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(5,log2x)))>0.
∴(－log2x)＋eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(5,log2x)))≥2 eq \r(－log2x\b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(5,log2x))))＝2eq \r(5).
∴log2x＋eq \f(5,log2x)≤－2eq \r(5).
∴f(x)＝2＋log2x＋eq \f(5,log2x)≤2－2eq \r(5).
当且仅当log2x＝eq \f(5,log2x)时，即x＝2－eq \r(5)时取等号．

∴f(x)max＝2－2eq \r(5).
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2．忽略等号成立的条件而致错
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　已知m2＋n2＝a，x2＋y2＝b (a、b为大于0的常数且a≠b)，求mx＋ny的最大值．

[错解]　∵mx≤eq \f(m2＋x2,2)，ny≤eq \f(n2＋y2,2)，
∴mx＋ny≤eq \f(m2＋x2,2)＋eq \f(n2＋y2,2)＝eq \f(m2＋n2＋x2＋y2,2)＝eq \f(a＋b,2).
当且仅当m＝x，n＝y时取“＝”．
[点拨]　如果m＝x，n＝y，则会有m2＋n2＝x2＋y2＝a＝b，这与条件“a≠b”矛盾，如果m＝x，n＝y中有一个不成立，则“＝”取不到，则不满足使用均值不等式的条件．

[正解]　利用三角代换可避免上述问题．

∵m2＋n2＝a，∴设eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(m＝\r(a) cos α,n＝\r(a) sin α)) (α∈[0,2π))，
∵x2＋y2＝b，∴设eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x＝\r(b) cos β,y＝\r(b) sin β))(β∈[0,2π))

∴mx＋ny＝eq \r(ab)cos αcos β＋eq \r(ab)sin αsin β
＝eq \r(ab)(cos αcos β＋sin αsin β)＝eq \r(ab)cos(α－β)≤eq \r(ab)
∴(mx＋ny)max＝eq \r(ab)，
当且仅当cos(α－β)＝1，α＝β时取“＝”．
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3．两次利用均值不等式而致错
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　已知x>0，y>0，且x＋2y＝1，求eq \f(1,x)＋eq \f(1,y)的最小值．

[错解]　因为x>0，y>0，且x＋2y＝1，
eq \f(1,x)＋eq \f(1,y)＝eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,x)＋\f(1,y)))(x＋2y)≥2eq \r(\f(1,x)·\f(1,y))×2eq \r(2xy)＝4eq \r(2).
所以eq \f(1,x)＋eq \f(1,y)的最小值为4eq \r(2).
[点拨]　上述解答是错误的，错因是连续两次使用均值不等式解题忽视了等号成立的一致性．

[正解]　因为x>0，y>0，且x＋2y＝1，
所以eq \f(1,x)＋eq \f(1,y)＝eq \f(x＋2y,x)＋eq \f(x＋2y,y)＝1＋2＋eq \f(2y,x)＋eq \f(x,y)
≥3＋2eq \r(\f(2y,x)·\f(x,y))＝3＋2eq \r(2).
当且仅当eq \f(2y,x)＝eq \f(x,y)且x＋2y＝1，
即x＝eq \r(2)－1，y＝1－eq \f(\r(2),2)时，取得等号．

所以eq \f(1,x)＋eq \f(1,y)的最小值为3＋2eq \r(2).
eq \x(温馨点评　在多次使用均值不等式时，一定要注意等号成立的条件是否相同.)
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例　若正数a，b满足ab＝a＋b＋3，求ab的取值范围. 

解　方法一　把代数式ab转化为a(或b)的函数．

∵ab＝a＋b＋3，∴b＝eq \f(a＋3,a－1)∵b>0，∴a>1.
∴ab＝eq \f(a2＋3a,a－1)＝eq \f(a－12＋5a－1,a－1)＝eq \f(a－12＋5a－1＋4,a－1)
＝(a－1)＋eq \f(4,a－1)＋5
∵a>1，∴a－1>0，∴(a－1)＋eq \f(4,a－1)≥2eq \r(a－1·\f(4,a－1))＝4.
∴ab≥9，当且仅当a－1＝eq \f(4,a－1)，即a＝3，b＝3时，取“＝”．
方法二　利用均值不等式a＋b≥2eq \r(ab)，把a＋b转化为ab，再求ab的范围．

∵a＋b≥2eq \r(ab)，∴ab＝a＋b＋3≥2eq \r(ab)＋3.
∴ab－2eq \r(ab)－3≥0，∴(eq \r(ab)－3)(eq \r(ab)＋1)≥0.
∴eq \r(ab)≥3，∴ab≥9，
从以上过程可以看出：当且仅当a＝b＝3时，取“＝”．
方法三　把a，b视为一元二次方程x2＋(3－ab)x＋ab＝0的两个根，那么该方程应有两个正根．

所以有：eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x1·x2＝ab>0,x1＋x2＝ab－3>0,Δ＝3－ab2－4ab≥0))
其中由Δ＝(3－ab)2－4ab＝a2b2－10ab＋9
＝(ab－9)(ab－1)≥0，解得ab≥9或ab≤1.
∵x1＋x2＝ab－3>0，∴ab≥9.
又ab＝a＋b＋3，∴a＋b＝6，
∴当且仅当a＝b＝3时取“＝”．
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1．已知a>0，b>0，a＋b＝2，则y＝eq \f(1,a)＋eq \f(4,b)的最小值是(　　)

A.eq \f(7,2)  

B．4  

C.eq \f(9,2)  

D．5
解析　∵a＋b＝2，∴eq \f(a＋b,2)＝1.∴eq \f(1,a)＋eq \f(4,b)＝(eq \f(1,a)＋eq \f(4,b))(eq \f(a＋b,2))＝eq \f(5,2)＋(eq \f(2a,b)＋eq \f(b,2a))≥eq \f(5,2)＋2eq \r(\f(2a,b)·\f(b,2a))＝eq \f(9,2)(当且仅当eq \f(2a,b)＝eq \f(b,2a)，即b＝2a时，“＝”成立)，故y＝eq \f(1,a)＋eq \f(4,b)的最小值为eq \f(9,2).
答案　C
2．(2009·天津)设a>0，b>0，若eq \r(3)是3a与3b的等比中项，则eq \f(1,a)＋eq \f(1,b)的最小值为(　　)

A．8  

B．4  

C．1  

D.eq \f(1,4)
解析　由题意知3a·3b＝3，即3a＋b＝3，
所以a＋b＝1.
因为a>0，b>0，所以eq \f(1,a)＋eq \f(1,b)＝eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,a)＋\f(1,b)))(a＋b)＝2＋eq \f(b,a)＋eq \f(a,b)≥2＋2eq \r(\f(b,a)·\f(a,b))＝4，当且仅当a＝b时，等号成立．

答案　B
赏析　本题考查了等比中项的概念、均值不等式，解答本题时要注意等号成立的条件是否具备，防止最小值取不到．
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