备课大师：免费备课第一站！

3.5　二元一次不等式(组)与简单的线性规划问题
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1．二元一次不等式(组)表示平面区域
(1)直角坐标平面内的一条直线Ax＋By＋C＝0把整个坐标平面分成三部分，即直线两侧的点集和直线上的点集．

(2)若点P1(x1，y1)与P2(x2，y2)在直线l：Ax＋By＋C＝0的同侧(或异侧)，则Ax1＋By1＋C与Ax2＋By2＋C同号(或异号)．

(3)二元一次不等式组表示的平面区域是各个不等式所表示的平面点集的交集，因而是各个不等式所表示的平面区域的公共部分．

2．画二元一次不等式表示的平面区域常采用“直线定界，特殊点定域”的方法
(1)直线定界，即若不等式不含等号，应把直线画成虚线；含有等号，把直线画成实线．

(2)特殊点定域，即在直线Ax＋By＋C＝0的某一侧取一个特殊点(x0，y0)作为测试点代入不等式检验，若满足不等式，则表示的区域就是包括这个点的这一侧，否则就表示直线的另一侧．特别地，当C≠0时，常把原点作为测试点．当C＝0时，常把点(1,0)或点(0,1)作为测试点．

3．补充判定二元一次不等式表示的区域的一种方法
先证一个结论
已知点P(x1，y1)不在直线l：Ax＋By＋C＝0 (B≠0)上，证明：

(1)P在l上方的充要条件是B(Ax1＋By1＋C)>0；

(2)P在l下方的充要条件是B(Ax1＋By1＋C)<0.
证明　(1)∵B≠0，∴直线方程化为y＝－eq \f(A,B)x－eq \f(C,B)，
∵P(x1，y1)在直线上方，∴对同一个横坐标x1，直线上点的纵坐标小于y1，即y1>－eq \f(A,B)x1－eq \f(C,B).(*)

∵B2>0，∴两端乘以B2，(*)等价于B2y1>(－Ax1－C)B，
即B(Ax1＋By1＋C)>0.
(2)同理，由点P在l下方，可得y1<－eq \f(A,B)x1－eq \f(C,B)，从而得B2y1<(－Ax1－C)B，
移项整理为B(Ax1＋By1＋C)<0.∵上述解答过程可逆，∴P在l上方⇔B(Ax1＋By1＋C)>0，
P在l下方⇔B(Ax1＋By1＋C)<0.
从而得出下列结论：

(1)B>0时，二元一次不等式Ax＋By＋C>0表示直线Ax＋By＋C＝0上方的平面区域(不包括直线)，而Ax＋By＋C<0表示直线Ax＋By＋C＝0下方的平面区域(不包括直线)．

(2)B<0时，二元一次不等式Ax＋By＋C>0表示直线Ax＋By＋C＝0下方的区域(不包括直线)，而二元一次不等式Ax＋By＋C<0表示直线Ax＋By＋C＝0上方的平面区域(不包括直线)．

(3)B＝0且A>0时，Ax＋C>0表示直线Ax＋C＝0右方的平面区域(不包括直线)，Ax＋C<0表示直线Ax＋C＝0左方的平面区域(不包括直线)．

(4)B＝0且A<0时，Ax＋C>0表示直线Ax＋C＝0左方的平面区域(不包括直线)，Ax＋C<0表示直线Ax＋C＝0右方的平面区域(不包括直线)．
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一、二元一次不等式组表示的平面区域
方法链接：只要准确找出每个不等式所表示的平面区域，然后取出它们的重叠部分，就可以得到二元一次不等式组所表示的平面区域．
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例1[image: image4.png]


　在平面直角坐标系xOy中，已知平面区域A＝{(x，y)|x＋y≤1，且x≥0，y≥0}，则平面区域B＝{(x＋y，x－y)|(x，y)∈A}的面积为(　　)

A．2  

B．1  

C.eq \f(1,2)  

D.eq \f(1,4)
解析　令[image: image5.png]


得[image: image6.png]


，
得[image: image7.png]a-620,

a=1



画出平面区域B的可行域如图，得到面积为1.
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答案　B
二、平面区域所表示的二元一次不等式(组)
方法链接：由平面区域确定不等式时，我们可以选用特殊点进行判断，把特殊点代入直线方程Ax＋By＋C＝0，根据代数式Ax＋By＋C的符号写出对应的不等式，根据是否包含边界来调整符号．
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例2[image: image10.png]


　如图所示，四条直线x＋y－2＝0，x－y－1＝0，x＋2y＋2＝0,3x－y＋3＝0围成一个四边形，则这个四边形的内部区域(不包括边界)可用不等式组____________表示．
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解析　(0,0)点在平面区域内，(0,0)点和平面区域在直线x＋y－2＝0的同侧，把(0,0)代入到x＋y－2，得0＋0－2<0，所以直线x＋y－2＝0对应的不等式为x＋y－2<0，
同理可得到其他三个相应的不等式为x＋2y＋2>0,3x－y＋3>0，x－y－1<0，
则可得所求不等式组为[image: image12.png]3x-y+3>0
x+y-2<0
X425 4250
—y-1<0





答案　[image: image13.png][3x-y+3>0
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三、和平面区域有关的非线性问题
方法链接：若目标函数为线性时，目标函数的几何意义与直线的截距有关．

若目标函数为形如z＝eq \f(y－b,x－a)，可考虑(a，b)与(x，y)两点连线的斜率．

若目标函数为形如z＝(x－a)2＋(y－b)2，可考虑(x，y)与(a，b)两点距离的平方．
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例3[image: image15.png]


　已知点P(x，y)满足[image: image16.png]x-1=0,
22 +3y - 50,
4x +3y - 120,



点Q(x，y)在圆(x＋2)2＋(y＋2)2＝1上，则|PQ|的最大值与最小值为(　　)

A．6,3  

B．6,2  

C．5,3 
 
D．5,2
解析　
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可行域如图阴影部分，设|PQ|＝d，则由图中圆心C(－2，－2)到直线4x＋3y－1＝0的距离最小，则到点A距离最大．

由[image: image18.png]2x+3y-5=0,
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得(－2,3)．

∴dmax＝|CA|＋1＝5＋1＝6，dmin＝eq \f(|－8－6－1|,5)－1＝2.
答案　B
四、简单的线性规划问题
方法链接：线性规划问题最后都能转化为求二元一次函数z＝ax＋by (ab≠0)的最值，将函数z＝ax＋by转化为直线的斜截式：y＝－eq \f(a,b)x＋eq \f(z,b)，通过求直线的截距eq \f(z,b)的最值间接求出z的最值．
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例4[image: image20.png]


　某家具公司制作木质的书桌和椅子两种家具，需要木工和漆工两道工序，已知木工平均四个小时做一把椅子，八个小时做一张书桌，该公司每星期木工最多有8 000个工作时；漆工平均两小时漆一把椅子，一个小时漆一张书桌，该公司每星期漆工最多有1 300个工作时，又已知制作一把椅子和一张书桌的利润分别是15元和20元，根据以上条件，怎样安排生产能获得最大利润？

解　依题意设每星期生产x把椅子，y张书桌，
那么利润p＝15x＋20y.
其中x，y满足限制条件[image: image21.png]4x + 8y =8 000
2 +y=<1300
xz0xeN

ly=0,yen-



.
即点(x，y)的允许区域为图中阴影部分，它们的边界分别为4x＋8y＝8 000(即AB)，2x＋y＝1 300(即BC)，x＝0(即OA)和y＝0(即OC)．
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对于某一个确定的p＝p0满足p0＝15x＋20y，且点(x，y)属于阴影部分的解x，y就是一个能获得p0元利润的生产方案．

对于不同的p，p＝15x＋20y表示一组斜率为－eq \f(3,4)的平行线，且p越大，相应的直线位置越高；p越小，相应的直线位置越低．按题意，要求p的最大值，需把直线p＝15x＋20y尽量地往上平移，又考虑到x，y的允许范围，当直线通过B点时，处在这组平行线的最高位置，此时p取最大值．

由[image: image23.png]f



，得B(200,900)，
当x＝200，y＝900时，p取最大值，
即pmax＝15×200＋20×900＝21 000，
即生产200把椅子、900张书桌可获得最大利润21 000元．
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1．忽略截距与目标函数值的关系而致错
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例1[image: image26.png]


　设E为平面上以A(4,1)，B(－1，－6)，C(－3，2)为顶点的三角形区域(包括边界)，求z＝4x－3y的最大值与最小值．

[错解]　
[image: image27.png]



把目标函数z＝4x－3y化为y＝eq \f(4,3)x－eq \f(1,3)z.
根据条件画出图形如图所示，
当动直线y＝eq \f(4,3)x－eq \f(1,3)z通过点C时，z取最大值；
当动直线y＝eq \f(4,3)x－eq \f(1,3)z通过点B时，z取最小值．

∴zmin＝4×(－1)－3×(－6)＝14；zmax＝4×(－3)－3×2＝－18.
[点拨]　直线y＝eq \f(4,3)x－eq \f(1,3)z的截距是－eq \f(1,3)z，当截距－eq \f(1,3)z最大即过点C时，目标函数值z最小；而当截距－eq \f(1,3)z最小即过点B时，目标函数值z最大．此处容易出错．

[正解]　把目标函数z＝4x－3y化为y＝eq \f(4,3)x－eq \f(1,3)z.
当动直线y＝eq \f(4,3)x－eq \f(1,3)z通过点B时，z取最大值；
当动直线y＝eq \f(4,3)x－eq \f(1,3)z通过点C时，z取最小值．

∴zmax＝4×(－1)－3×(－6)＝14；
zmin＝4×(－3)－3×2＝－18.
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2．最优整数解判断不准而致错
[image: image29.png]


例2[image: image30.png]


　设变量x，y满足条件[image: image31.png]Sx 2y =1,
Jz+4ys11,
lzgz,ygz,
x>0,9>0,



求S＝5x＋4y的最大值．

[错解]　依约束条件画出可行域如图所示，如先不考虑x、y为整数的条件，则当直线5x＋4y＝S过点Aeq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(9,5)，\f(23,10)))时，S＝5x＋4y取最大值，Smax＝18 eq \f(1,5).
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因为x、y为整数，所以当直线5x＋4y＝t平行移动时，从点A起通过的可行域中的整点是C(1,2)，此时Smax＝13.
[点拨]　上述错误是把C(1,2)作为可行域内唯一整点，其实还有一个整点B(2,1)，此时S＝14才是最大值．

[正解]　依据已知条件作出图形如图所示，因为B(2，1)也是可行域内的整点，由此得SB＝2×5＋1×4＝14，由于14>13，故Smax＝14.
eq \x(温馨点评　求最优整数解时，要结合可行域，对所有可能的整数解逐一检验，不要漏掉解.)
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例　某电脑用户计划使用不超过500元的资金购买单价分别为60元、70元的单片软件和盒装磁盘．根据需要，软件至少买3片，磁盘至少买2盒，则不同的选购方式共有(　　)

A．5种　　　B．6种　　　C．7种　　　D．8种
解析　方法一　由题意知，按买磁盘盒数多少可分三类：买4盒磁盘时，只有1种选购方式；买3盒磁盘时，有买3片或4片软件两种选购方式；买2盒磁盘时，可买3片、4片、5片或6片软件，有4种选购方式，故共有1＋2＋4＝7种不同的选购方式．

方法二　先买软件3片，磁盘2盒，共需320元，还有180元可用，按不再买磁盘，再买1盒磁盘、再买两盒磁盘三类，仿方法一可知选C.
方法三　设购买软件x片，磁盘y盒．

则[image: image34.png]60z + 70y =500
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，画出线性约束条件表示的平面区域，如图所示．
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落在阴影部分(含边界)区域的整点有(3,2)，(3,3)，(3,4)，(4,2)，(4,3)，(5,2)，(6,2)共7个整点．

答案　C
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1．设实数x，y满足不等式组[image: image37.png]X tay -2 U,
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且x，y为整数，则3x＋4y的最小值是(　　)

A．14  


B．16
C．17  


D．19
答案　B
解析　作出可行域，如图中阴影部分所示，点(3,1)不在可行域内，利用网格易得点(4,1)符合条件，故3x＋4y的最小值是3×4＋4×1＝16.
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2．若x，y满足约束条件[image: image39.png]x+y=1
x-yz -1
Dx =2



，目标函数z＝ax＋2y仅在点(1,0)处取得最小值，则a的取值范围是(　　)

A．(－1,2)  


B．(－4,2)

C．(－4,0]  


D．(－2,4)

解析　作出可行域如图所示，直线ax＋2y＝z仅在点(1,0)处取得最小值，由图象可知－1<－eq \f(a,2)<2，
即－4<a<2.
[image: image40.png]A





答案　B
赏析　本题考查线性规划的基本知识，要利用好数形结合．
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