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1．1.2　基本不等式
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1．会用基本不等式证明一些简单问题．
2．能够利用两项的平均值不等式求一些特定函数的最值，从而学会解决简单的应用问题．
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1．定理1.
如果a，b∈R，那么a2＋b2≥2ab(当且仅当a＝b时取“＝”)．
思考1　利用定理1有：x2＋32≥________，其中等号成立的条件是：x＝________．
答案:  6x　3 
2．定理2.
如果a，b是正数，那么eq \f(a＋b,2)≥eq \r(ab)(当且仅当a＝b时取“＝”)．
思考2　如果x，y是正数，那么eq \f(\r(x2)＋\r(y2),2)________eq \r(xy)(当且仅当x＝y时取“＝”)．
答案:  ≥
[来源:Zxxk.Com]
3.eq \f(a＋b,2)≥eq \r(ab)的几何解释．
如右图所示，以a＋b为直径作圆，在直径AB上取一点C，使AC＝a，CB＝b，过C作弦DD′⊥AB，则CD2＝CA·CB＝ab.

从而CD＝eq \r(ab)，而半径eq \f(a＋b,2)≥CD＝eq \r(ab).
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4．重要结论．
已知x，y都是正数，则：
(1)如果积xy是定值P，那么当x＝y时，和x＋y有最小值________；
(2)如果和x＋y是定值S，那么当x＝y时，积xy有最大值________．
答案:  (1)2eq \r(P)　(2)eq \f(1,4)S2
思考3　已知x，y都是正数，积xy是定值100，那么当x＝y时，和[image: image4.png]ZEELN(ZXXK.COMRBLFTE
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＋y有最________值________．
已知x，y都是正数，和x＋y是定值3，那么当x＝y时，积xy有最________值________．
答案: 小　20　大　eq \f(9,4)
[image: image6.png]‘fﬁ o 0n B 1k




eq \x(一)

eq \x(层)

eq \x(练)

eq \x(习)　 　　　　　 　　　 　　　
1．设x，y∈R，且x＋y＝5，则3x＋3y的最小值为(　　)
A．10　  B．6eq \r(3)  C．4eq \r(6)  D．18eq \r(3)
答案: D
2．下列不等式一定成立的是(　　)
A．lg(x2＋eq \f(1,4))>lg x(x>0)
B．sin x＋eq \f(1,sin x)≥2(x≠kπ，k∈Z)
C．x2＋1≥2|x|(x∈R)
D.eq \f(1,x2＋1)>1(x∈R)
 解析：应用基本不等式：x，y∈R＋，eq \f(x＋y,2)≥eq \r(xy)(当且仅当x＝y时取等号)逐个分析，注意基本不等式的应用条件及取等号的条件．
当x>0时，x2＋eq \f(1,4)≥2·x·eq \f(1,2)＝x，所以lg(x2＋eq \f(1,4))≥lg x(x>0)，故选项A不正确；运用基本不等式时需保证一正二定三相等，而当x≠k[image: image7.png]ZEELN(ZXXK.COMRBLFTE




π，k∈Z时，sin x的正负不定，故选项B不正确；由基本不等式可知，选项C正确；当x＝0时，有eq \f(1,x2＋1)＝1，故选项D不正确．
答案：C
3．若a，b∈R，且ab>0，则下列不等式中，恒成立的是(　　)
A．a2＋b2>2ab  B．a＋b≥2eq \r(ab)
C.eq \f(1,a)＋eq \f(1,b)>eq \f(2,\r(ab))  D.eq \f(b,a)＋eq \f(a,b)≥2

解析：∵a2＋b2－2ab＝(a－b)2≥0，∴A错误．
对于B，[image: image8.png]ZEELN(ZXXK.COMRBLFTE




C，当a<0时，b<0时，明显错误．
对于D，∵ab>0，∴eq \f(b,a)＋eq \f(a,b)≥2eq \r(\f(b,a)·\f(a,b))＝2.
答案：D
4．(2014·上海高考理科)若实数x，y满足xy＝1，则x2＋2y2的最小值为________．[来源:学&科&网Z&X&X&K]
解析：x2＋2y2＝x2＋(eq \r(2)y)2≥2x(eq \r(2)y)＝2eq \r(2)，所以x2＋2y2的最小值为2eq \r(2).
答案：2eq \r(2).
eq \x(二)

eq \x(层)

eq \x(练)

eq \x(习)
5．若2x＋2y＝1，则x＋y的取值范围是(　　)
A．[0，2]  B．[－2，0]
C．[－2，＋∞)  D．(－∞，－2]
解析：利用基本不等式转化为关于x＋y的不等式，求解不等式即可．
∵2x＋2y≥2eq \r(2x＋y)，2x＋2y＝1，

∴2eq \r(2x＋y)≤1，

∴2x＋y≤eq \f(1,4)＝2－2，[来源:学.科.网]
∴x＋y≤－2，

即(x＋y)∈(－∞，－2]．
答案：D
6．若正数x，y满足x＋3y＝5xy.则3x＋4y的最小值是(　　)
A.eq \f(24,5)  B.eq \f(28,5)  C．5  D．6

解析：将已知条件进行转化，利用基本不等式求解．
∵x>0，y>0，由x＋3y＝5xy得eq \f(1,5)

eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,y)＋\f(3,x)))＝1.
∴3x＋4y＝eq \f(1,5)(3x＋4y)eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,y)＋\f(3,x)))＝eq \f(1,5)(eq \f(3x,y)＋4＋9＋eq \f(12y,x))＝
eq \f(13,5)＋eq \f(1,5)

eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(3x,y)＋\f(12y,x)))≥eq \f(13,5)＋eq \f(1,5)×2eq \r(\f(3x,y)·\f(12y,x))＝5(当且仅当x＝2y时取等号)，

∴3x＋4y的最小值为5.
答案：C
7．设正实数x，y，z满足x2－3xy＋4y2－z＝0，则当eq \f(z,xy)取得最小值时．x＋2y－z的最大值为(　　)
A．0  B.eq \f(9,8)  C．2  D.eq \f(9,4)
解析：含三个参数x，y，z，消元，利用基本不等式[image: image9.png]ZEELN(ZXXK.COMRBLFTE




及配方法求最值．
z＝x2－3xy＋4y2(x，y，z∈R＋)，

∴eq \f(z,xy)＝eq \f(x2－3xy＋4y2,xy)＝eq \f(x,y)＋eq \f(4y,x)－3≥2eq \r(\f(x,y)·\f(4y,x))－3＝1[image: image10.png]ZEELN(ZXXK.COMRBLFTE




.
当且仅当eq \f(x,y)＝eq \f(4y,x)，即x＝2y时“＝”成立，此时z＝x2－3xy＋4y2＝4y2－6y2＋4y2＝2y2，

∴x＋2y－z＝2y＋2y－2y2＝－2y2＋4y＝－2(y－1)2＋2.
∴当y＝1时，x＋2y－z取最大值2.
答案：C
8．已知a>0，b>0，a＋b＝2，则y＝eq \f(1,a)＋eq \f(4,b)的最小值是(　　)
A.eq \f(7,2)  B．4  C.eq \f(9,2)  D．5

解析：∵a＋b＝2，∴eq \f(a＋b,2)＝1，∴eq \f(1,a)＋eq \f(4,b)＝(eq \f(1,a)＋eq \f(4,b))·eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(a＋b,2)))＝eq \f(5,2)＋eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(2a,b)＋\f(b,2a)))≥eq \f(5,2)＋2eq \r(\f(2a,b)·\f(b,2a))＝eq \f(9,2)

eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(当且仅当\f(2a,b)＝\f(b,2a)，即b＝2a时，等号成立))，

故y＝eq \f(1,a)＋eq \f(4,b)的最小值为eq \f(9,2).
答案：C
9．设x，y∈R且xy≠0，则eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(x2＋\f(1,y2)))

eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,x2)＋4y2))的最小值为________．
解析：eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(x2＋\f(1,y2)))

eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,x2)＋4y2))＝5＋eq \f(1,x2y2)＋4x2y2≥5＋2eq \r(\f(1,x2y2)·4x2y2)＝9，当且仅当x2y2＝eq \f(1,2)时，等号成立．
答案：9
10．设a＋b＝2，b>0，则eq \f(1,2|a|)＋eq \f(|a|,b)的最小值为__[image: image11.png]ZEELN(ZXXK.COMRBLFTE




______．
解析：分a>0和a<0，去掉绝对值符号，用均值不等式求解．
当a>0时，eq \f(1,2|a|)＋eq \f(|a|,b)＝eq \f(1,2a)＋eq \f(a,b)＝eq \f(a＋b,4a)＋eq \f(a,b)＝eq \f(1,4)＋eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(b,4a)＋\f(a,b)))≥eq \f(5,4)；
当a<0时，eq \f(1,2|a|)＋eq \f(|a|,b)＝eq \f(1,－2a)＋eq \f(－a,b)＝eq \f(a＋b,－4a)＋eq \f(－a,b)＝－eq \f(1,4)＋eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(b,－4a)＋\f(－a,b)))≥－eq \f(1,4)＋1＝eq \f(3,4).
综上所述，eq \f(1,2|a|)＋eq \f(|a|,b)的最小值是eq \f(3,4).
答案：eq \f(3,4)
eq \x(三)

eq \x(层)

eq \x(练)

eq \x(习)
11．(2014·重庆卷)若log4(3a＋4b)＝log2eq \r(ab)，则a＋b的最小值是(　　)
A．6＋2eq \r(3)  B．7＋2eq \r(3)
C．6＋4eq \r(3)  D7＋4eq \r(3)
解析：由log4(3a＋4b)＝log2eq \r(ab)，得3a＋4b＝ab，则eq \f(4,a)＋eq \f(3,b)＝1，

所以a＋b＝(a＋b)eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(4,a)＋\f(3,b)))＝7＋eq \f(4b,a)＋eq \f(3a,b)≥7＋2eq \r(\f(4b,a)·\f(3a,b))＝7＋4eq \r(3)，

当且仅当eq \f(4b,a)＝eq \f(3a,b)，[image: image12.png]ZEELN(ZXXK.COMRBLFTE




即a＝4＋2eq \r(3)，b＝2eq \r(3)＋3时等号成立，故其最小值是7＋4eq \r(3).
答案：D
12．设常数a>0，若9x＋eq \f(a2,x)≥a＋1对一切正实数x成立，则a的取值范围是______．
答案: eq \b\lc\[\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,5)，＋∞))
13．某单位用木料制作如下图所示的框架，框架的下部是边长分别为x，y(单位：m)的矩形，上部是等腰三角形，要求框架[image: image13.png]ZEELN(ZXXK.COMRBLFTE




围成的总面积为8 m2，则x，y分别为多少可使用料最省(精确到0.001 m)?
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解析：由题意得x[image: image15.png]ZEELN(ZXXK.COMRBLFTE




y＋eq \f(1,2)

eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(\r(2),2)x))

eq \s\up12(2)＝8
∴y＝eq \f(8－\f(x2,4),x)＝eq \f(8,x)－eq \f(x,4)(0＜x＜4eq \r(2))．
于是框架用料长度为：
l＝2x＋2y＋2×eq \f(\r(2),2)x＝eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(3,2)＋\r(2)))x＋eq \f(16,x)≥2eq \r(16×\b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(3,2)＋\r(2))))＝4eq \r(6＋4\r(2)).
当eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(3,2)＋\r(2)))x＝eq \f(16,x)，

即x＝eq \f(4,\r(\f(3,2)＋\r(2)))＝8－4eq \r(2)时，等号成立．
此时x≈2.343，y＝2eq \r(2)≈2.828
14．提高过江大桥的车辆通行能力可改善整个城市的交通状况．在一般情况下，大桥上的车流速度v(单位：千米/时)是车流密度x(单位：辆/千米)的函数．当桥上的车流密度达到200辆/千米时，造成堵塞，此时车流速度为0；当车流密度不超过20辆/千米时，车流速度为60千米/时，研究表明：当20≤x≤200时，车流速度v是车流密度x的一次函数．
(1)当0≤x≤200时，求函数v(x)的表达式；
(2)当车流密度x为多大时，车流量(单位时间内通过桥上某观测点的车辆数，单位：辆/时)f(x)＝x·v(x)可以达到最大，并求出最大值(精确到1辆/时)．
解析：(1)由题意：当 0≤x≤20时，v(x)＝60；
当20≤x≤200时，设v(x)＝ax＋b.再由已知得
eq \b\lc\{(\a\vs4\al\co1(200a＋b＝0，,20a＋b＝60，))解得eq \b\lc\{(\a\vs4\al\co1(a＝－\f(1,3)，,b＝\f(200,3).))
故函数v(x)的表达式为
v(x)＝eq \b\lc\{(\a\vs4\al\co1(60，0≤x≤20，,\f(1,3)（200－x），20<x≤200.))
(2)依题意并由(1)可得
f(x)＝eq \b\lc\{(\a\vs4\al\co1(60x，0≤x≤20，,\f(1,3)x（200－x），20<x≤200.))
当0≤x≤20时，f(x)为增函数，故当x＝20时，其最大值为60×20＝1200；
当20<x≤200时，f(x)＝eq \f(1,3)x(200－x)≤eq \f(1,3)

eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(\f(x＋（200－x）,2)))

eq \s\up12(2)＝eq \f(10 000,3)，

当且仅当x＝200－x，即x＝100时，等号成立．
所以当x＝100时，

f(x)在区间(20，200][image: image16.png]ZEELN(ZXXK.COMRBLFTE




上取得最大值eq \f(10 000,3).
综上，当x＝100时，

f(x)在区间[0，200]上取得最大值eq \f(10 000,3)≈3 333，

即当车流密度为100辆/千米时，车流量可以达到最大，最大值约为3 333辆/时．
[来源:学科网]
1．在公式a2＋b2≥2ab及eq \f(a＋b,2)≥eq \r(ab)的应用中，应注意三点：
(1)a2＋b2≥2ab和eq \f(a＋b,2)≥eq \r(ab)成立的条件是不同的，前者只要求a，b都是实数，而后者要求a，b都为正数，例如，(－1)2＋(－3)2≥2(－1)×(－3)成立，而eq \f(（－1）＋（－4）,2)≥eq \r(（－1）×（－4）)不成立．

(2)关于不等式c≥d及c≤d的含义．
不等式“c≥d”的含义是“或者c＞d，或者c＝d”，等价于“c不小于d”，即若c＞d或c＝d有一个正确，则c≥d正确．
不等式“c≤d”读作c小于[image: image17.png]ZEELN(ZXXK.COMRBLFTE




或等于d，其含义是“c<d或者c＝d”，等价于“c不大于d”，即若c＜d或c＝d中有一个正确，则c≤d正确．[来源:学科网ZXXK]
(3)这两个公式都是带有等号的不等式，因此，对定理“当a，b∈R时，a2＋b2≥2ab当且仅当a＝b时等号成立”的含义要搞清楚．它的含义是：
①当a＝b时，a2＋b2＝2ab；
②当a2＋b2＝2ab时，a＝b；
③当a≠b时，a2＋b2＞2ab；
④当a2＋b2＞2ab时，a≠b.

对基本不等式：a，b为正数，则eq \f(a＋b,2)≥eq \r(ab)当且仅当a＝b时等号成立，作类似理解．
2．解题时要注意考查“三要素”：①函数中的相关项必须都是正数；②变形后各项的和或积有一个必须是常数；③当且仅当各项相等时，“＝”号才能取到，可简化为“一正二定三相等”．求函数最值时，常将不满足上述条件的函数式进行“拆”、“配”等变形，使其满足条件，进而求出最值．有些题目，尽管形式上是x＋eq \f(p,x)型的式子，即两数之积为常数，但由于定义域的限制，不能使等号成立，如y[image: image18.png]ZEELN(ZXXK.COMRBLFTE




＝x＋eq \f(1,x)(x≥5)的最小值，尽管x＋eq \f(1,x)≥2，当x＝eq \f(1,x)时，即x＝1时取“＝”号，而[image: image19.png]ZEELN(ZXXK.COMRBLFTE




x＝1不在其定义域[5，＋∞)内，因此[image: image20.png]ZEELN(ZXXK.COMRBLFTE




不能使用基本不等式．这时可利用函数单调性来解：f(x)＝ax＋eq \f(b,x)(a＞0，b＞0)，在eq \b\lc\(\rc\](\a\vs4\al\co1(0， \r(\f(b,a))))，eq \b\lc\[\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\r(\f(b,a))，0))内是减函数，在 eq \b\lc\[\rc\)(\a\vs4\al\co1(\r(\f(b,a))，＋∞))，eq \b\lc\(\rc\](\a\vs4\al\co1(－∞，－\r(\f(b,a))))内是增函数．函数图象如下图所示．
另外，在证明或应用基本不等式解决一些较为复杂的问题时，需要同时或连续使用基本不等式，要注意保证取等号条件的一致性．
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