备课大师：免费备课第一站！
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	平面直角坐标系下图形的变换


　平面图形的伸缩变换可由坐标伸缩变换来实现，在使用坐标变换公式eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x′＝λxλ>0,y′＝μyμ>0))时，一定要分清变换前后的新旧坐标．
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　在平面直角坐标系中，已知伸缩变换φ：eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x′＝3x，,2y′＝y.))求直线l：y＝6x经过φ变换后所得直线l′的方程．

【解】　设P′(x′，y′)是直线l′上任意一点．

由伸缩变换φ：eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x′＝3x，,2y′＝y，))得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x＝\f(x′,3)，,y＝2y′，))
代入y＝6x，得2y′＝6·eq \f(x′,3)＝2x′，

∴y′＝x′为所求直线l′的方程．

因此变换后直线l′的方程为x－y＝0.
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	求曲线的极坐标方程


　求曲线的极坐标的方法和步骤，和求直角坐标方程类似，就是把曲线看作适合某种条件的点的集合或轨迹，将已知条件用曲线上的极坐标(ρ，θ)的关系式f(ρ，θ)＝0表示出来，就得到曲线的极坐标方程．
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　求圆心为C(3，eq \f(π,6))，半径为3的圆的极坐标方程．
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【解】　如图，设圆上任一点为P(ρ，θ)，则|OP|＝ρ，∠POA＝|θ－eq \f(π,6)|，|OA|＝2×3＝6.

在Rt△POA中，

|OP|＝|OA|cos∠POA，

则ρ＝6cos(θ－eq \f(π,6))，

即圆的极坐标方程为 ρ＝6cos(θ－eq \f(π,6))．
[image: image10.png]


　已知定点A(a,0)，动点P对极点O和点A的张角∠OPA＝eq \f(π,3).在OP的延长线上取点Q，使|PQ|＝|PA|.当P在极轴上方运动时，求点Q的轨迹的极坐标方程．

【解】　设Q，P的坐标分别是(ρ，θ)，(ρ1，θ1)，则θ＝θ1.

在△POA中，ρ1＝eq \f(a,sin\f(π,3))·sin(eq \f(2π,3)－θ)，

|PA|＝eq \f(asin θ,sin\f(π,3)).又|OQ|＝|OP|＋|PA|，

∴ρ＝2acos(eq \f(π,3)－θ)．
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	极坐标与直角坐标的互化


　极坐标系和直角坐标系是两种不同的坐标系．同一个点可以有极坐标，也可以有直角坐标；同一条曲线可以有极坐标方程，也可以有直角坐标方程．为了研究问题的方便，有时需要把在一种坐标系中的方程化为在另一种坐标系中的方程．它们之间的互化关系为：x＝ρcos θ，y＝ρsin θ；ρ2＝x2＋y2，tanθ＝eq \f(y,x)(x≠0)．

[image: image12.png]


　⊙O1和⊙O2的极坐标方程分别为ρ＝4cos θ，ρ＝－4sin θ.

(1)把⊙O1和⊙O2的极坐标方程化为直角坐标方程；

(2)求经过⊙O1，⊙O2交点的直线的直角坐标方程．

【解】　以极点为原点，极轴为x轴正半轴，建立平面直角坐标系，两坐标系中取相同的长度单位．

(1)由ρ＝4cos θ，

得ρ2＝4ρcos θ，所以x2＋y2＝4x.

即x2＋y2－4x＝0为⊙O1的直角坐标方程，

同理x2＋y2＋4y＝0为⊙O2的直角坐标方程．

(2)由eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x2＋y2－4x＝0，,x2＋y2＋4y＝0，))
解得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x1＝0，,y1＝0，))

eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x2＝2，,y2＝－2.))
即⊙O1，⊙O2交于点(0,0)和(2，－2)，

故过交点的直线的直角坐标方程为y＝－x.
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	转化与化归思想


　转化与化归思想，是运用数学知识的迁移解决问题．具体表现为化未知为已知，化抽象为具体，化一般为特殊．如本章中直角坐标与极坐标，直角坐标方程与极坐标方程，都是这种思想的体现．当ρ≥0,0≤θ<2π时，极坐标方程与直角坐标方程的相互转化就是等价转化．
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　已知极坐标方程C1：ρ＝10，C2：ρsin(θ－eq \f(π,3))＝6，

(1)化C1、C2的极坐标方程为直角坐标方程，并分别判断曲线形状；

(2)求C1、C2交点间的距离．

【解】　(1)由C1：ρ＝10，得ρ2＝100，

∴x2＋y2＝100，所以C1为圆心在(0,0)，半径等于10的圆．

由C2：ρsin(θ－eq \f(π,3))＝6，得

ρ(eq \f(1,2)sin θ－eq \f(\r(3),2)cos θ)＝6.

∴y－eq \r(3)x＝12，即eq \r(3)x－y＋12＝0.

所以C2表示直线．

(2)由于圆心(0,0)到直线eq \r(3)x－y＋12＝0的距离为

d＝eq \f(12,\r(\r(3)2＋－12))＝6<r＝10，

所以直线l被圆截得的弦长

|C1C2|＝2eq \r(r2－d2)＝2eq \r(102－62)＝16.综合检测(一)
第一讲　坐标系
(时间120分钟，满分150分)
一、选择题(本大题共12小题，每小题5分，共60分．在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的)

1．将曲线y＝sin 2x按照伸缩变换eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x′＝2x,y′＝3y))后得到的曲线方程为(　　)

A．y＝3sin x　　　　　　B．y＝3sin 2x
C．y＝3sineq \f(1,2)x  D．y＝eq \f(1,3)sin 2x
【解析】　由伸缩变换，得x＝eq \f(x′,2)，y＝eq \f(y′,3).

代入y＝sin 2x，有eq \f(y′,3)＝sin x′，即y′＝3sin x′.

∴变换后的曲线方程为y＝3sin x.

【答案】　A

2．有相距1 400 m的A、B两个观察站，在A站听到爆炸声的时间比在B站听到时间早4 s．已知当时声音速度为340 m/s，则爆炸点所在的曲线为(　　)

A．双曲线  B．直线

C．椭圆  D．抛物线

【解析】　设爆炸点为P，则|PB|－|PA|＝4×340<1 400 m，∴P点在以A、B为焦点的双曲线上．

【答案】　A

3．在极坐标系中，点(ρ，θ)与(－ρ，π－θ)的位置关系为(　　)

A．关于极轴所在直线对称

B．关于极点对称

C．重合

D．关于直线θ＝eq \f(π,2)(ρ∈R)对称

【解析】　取ρ＝1，θ＝eq \f(π,4)，可知关于极轴所在直线对称．

【答案】　A

4．在极坐标系中，点A(2，eq \f(π,6))与B(2，－eq \f(π,6))之间的距离为(　　)

A．1  B．2

C．3  D．4

【解析】　由A(2，eq \f(π,6))与B(2，－eq \f(π,6))，知∠AOB＝eq \f(π,3)，

∴△AOB为等边三角形．因此|AB|＝2.

【答案】　B

5．(2013·新乡质检)极坐标方程4ρ·sin2eq \f(θ,2)＝5表示的曲线是(　　)

A．圆  B．椭圆

C．双曲线的一支  D．抛物线

【解析】　由4ρ·sin2eq \f(θ,2)＝4ρ·eq \f(1－cos θ,2)＝2ρ－2ρcos θ＝5，得方程为2eq \r(x2＋y2)－2x＝5，化简得y2＝5x＋eq \f(25,4).

∴该方程表示抛物线．

【答案】　D

6．直线ρcos θ＋2ρsin θ＝1不经过(　　)

A．第一象限  B．第二象限

C．第三象限  D．第四象限

【解析】　由ρcos θ＋2ρsin θ＝1，得x＋2y＝1，

∴直线x＋2y＝1，不过第三象限．

【答案】　C

7．点M的直角坐标为(eq \r(3)，1，－2)，则它的球坐标为(　　)

A．(2eq \r(2)，eq \f(3π,4)，eq \f(π,6))  B．(2eq \r(2)，eq \f(π,4)，eq \f(π,6))

C．(2eq \r(2)，eq \f(π,4)，eq \f(π,3))  D．(2eq \r(2)，eq \f(3π,4)，eq \f(π,3))

【解析】　设M的球坐标为(r，φ，θ)，

则eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(\r(3)＝rsin φcos θ，,1＝rsin φsin θ，,－2＝rcos φ，))解得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(r＝2\r(2)，,φ＝\f(3π,4)，,θ＝\f(π,6).))
【答案】　A

8．极坐标系中，直线2ρsin(θ＋eq \f(π,4))＝2＋eq \r(2)，与圆ρ＝2sin θ的位置关系为(　　)

A．相离  B．相切

C．相交  D．以上都有可能

【解析】　直线2ρsin(θ＋eq \f(π,4))＝2＋eq \r(2)与圆ρ＝2sin θ的直角坐标方程分别为x＋y＝eq \r(2)＋1，x2＋(y－1)2＝1，

圆心C(0,1)到直线x＋y－(eq \r(2)＋1)＝0的距离为d＝eq \f(|1－\r(2)＋1|,\r(2))＝1，又r＝1，所以直线与圆相切．

【答案】　B

9．若点P的柱坐标为(2，eq \f(π,6)，eq \r(3))，则P到直线Oy的距离为(　　)

A．1  B．2

C.eq \r(3)  D.eq \r(6)
【解析】　由于点P的柱坐标为(ρ，θ，z)＝(2，eq \f(π,6)，eq \r(3))，故点P在平面xOy内的射影Q到直线Oy的距离为ρcos eq \f(π,6)＝eq \r(3)，可得P到直线Oy的距离为eq \r(6).

【答案】　D

10．圆ρ＝4cos θ的圆心到直线tan θ＝1的距离为(　　)

A.eq \f(\r(2),2)  B.eq \r(2)
C．2  D．2eq \r(2)
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【解析】　圆ρ＝4cos θ的圆心C(2,0)，

如右图，|OC|＝2，

在Rt△COD中，

∠ODC＝eq \f(π,2)，∠COD＝eq \f(π,4)，

∴|CD|＝eq \r(2).

即圆ρ＝4cos θ的圆心到直线tan θ＝1的距离为eq \r(2).

【答案】　B

11．设正弦曲线C按伸缩变换eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x′＝\f(1,2)x,y′＝3y))后得到曲线方程为y＝sin x，则正弦曲线C的周期为(　　)

A.eq \f(π,2)  B．π

C．2π  D．4π

【解析】　由伸缩变换知3y＝sin eq \f(1,2)x，

∴y＝eq \f(1,3)sin eq \f(1,2)x.

∴T＝eq \f(2π,\f(1,2))＝4π.

【答案】　D

12．极坐标方程ρ＝2sin(θ＋eq \f(π,4))的图形是(　　)

[image: image16.png]



【解析】　法一　圆ρ＝2sin(θ＋eq \f(π,4))是把圆ρ＝2sin θ绕极点按顺时针方向旋转eq \f(π,4)而得，圆心的极坐标为(1，eq \f(π,4))，故选C.

法二　圆ρ＝2sin(θ＋eq \f(π,4))的直角坐标方程为(x－eq \f(\r(2),2))2＋(y－eq \f(\r(2),2))2＝1，圆心为(eq \f(\r(2),2)，eq \f(\r(2),2))，半径为1，故选C.

【答案】　C

二、填空题(本大题共4小题，每小题5分，共20分，请把正确答案填在题中横线上)

13．极坐标系中，ρ≥0，过点(1,0)倾斜角为eq \f(π,2)的射线的极坐标方程为________．

【解析】　设(ρ，θ)是射线上任意一点，

则ρcos θ＝1，且0≤θ<eq \f(π,2).

【答案】　ρcos θ＝1,0≤θ<eq \f(π,2)
14．(2013·天津高考)已知圆的极坐标方程为ρ＝4cos θ，圆心为C，点P的极坐标为(4，eq \f(π,3))，则|CP|＝________.

【解析】　由ρ＝4cos θ可得x2＋y2＝4x，即(x－2)2＋y2＝4，因此圆心C的直角坐标为(2,0)．又点P的直角坐标为(2,2eq \r(3))，因此|CP|＝2eq \r(3).

【答案】　2eq \r(3)
15．(2012·湖南高考)在极坐标系中，曲线C1：ρ(eq \r(2)cos θ＋sin θ)＝1与曲线C2：ρ＝a(a>0)的一个交点在极轴上，则a＝________.

【解析】　ρ(eq \r(2)cos θ＋sin θ)＝1，即eq \r(2)ρcos θ＋ρsin θ＝1对应的普通方程为eq \r(2)x＋y－1＝0，ρ＝a(a>0)对应的普通方程为x2＋y2＝a2.在eq \r(2)x＋y－1＝0中，令y＝0，得x＝eq \f(\r(2),2).将(eq \f(\r(2),2)，0)代入x2＋y2＝a2得a＝eq \f(\r(2),2).

【答案】　eq \f(\r(2),2)
16．(2012·陕西高考)直线2ρcos θ＝1与圆ρ＝2cos θ相交的弦长为________．

【解析】　直线2ρcos θ＝1可化为2x＝1，即x＝eq \f(1,2)，圆ρ＝2cos θ两边同乘ρ得ρ2＝2ρcos θ，化为直角坐标方程是x2＋y2＝2x，

即(x－1)2＋y2＝1，其圆心为(1,0)，半径为1，

∴弦长为2×eq \r(12－\f(1,2)2)＝eq \r(3).

【答案】　eq \r(3)
三、解答题(本大题共6小题，共70分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤)

17．(本小题满分10分)在同一平面直角坐标系中，经过伸缩变换eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x′＝2x,y′＝2y))后，曲线C变为曲线(x′－5)2＋(y′＋6)2＝1，求曲线C的方程，并判断其形状．

【解】　将eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x′＝2x,y′＝2y))代入(x′－5)2＋(y′＋6)2＝1，

得(2x－5)2＋(2y＋6)2＝1，

即(x－eq \f(5,2))2＋(y＋3)2＝eq \f(1,4)，

故曲线C是以(eq \f(5,2)，－3)为圆心，半径为eq \f(1,2)的圆．
18．(本小题满分12分)(2013·洛阳模拟)已知直线的极坐标方程ρsin(θ＋eq \f(π,4))＝eq \f(\r(2),2)，求极点到直线的距离．

【解】　∵ρsin(θ＋eq \f(π,4))＝eq \f(\r(2),2)，

∴ρsin θ＋ρcos θ＝1，

即直角坐标方程为x＋y＝1.

又极点的直角坐标为(0,0)，

∴极点到直线的距离d＝eq \f(|0＋0－1|,\r(2))＝eq \f(\r(2),2).
19．(本小题满分12分)(1)在极坐标系中，求以点(1,1)为圆心，半径为1的圆C的方程；

(2)将上述圆C绕极点逆时针旋转eq \f(π,2)得到圆D，求圆D的方程．

[image: image17.png]=Y




【解】　(1)设M(ρ，θ)为圆上任意一点，如图，圆C过极点O，∠COM＝θ－1，

作CK⊥OM于K，则ρ＝|OM|＝2|OK|＝2cos(θ－1)，

∴圆C的极坐标方程为ρ＝2cos(θ－1)．

(2)将圆C：ρ＝2cos(θ－1)按逆时针方向旋转eq \f(π,2)得到圆D：ρ＝2cos(θ－1－eq \f(π,2))，

即ρ＝－2sin(1－θ)．
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20．(本小题满分12分)如图1，正方体OABC－D′A′B′C′中，|OA|＝3，A′C′与B′D′相交于点P，分别写出点C、B′、P的柱坐标．

【解】　设点C的柱坐标为(ρ1，θ，z1)，

则ρ1＝|OC|＝3，θ1＝∠COA＝eq \f(π,2)，z1＝0，

∴C的柱坐标为(3，eq \f(π,2)，0)；

设点B′的柱坐标为(ρ2，θ2，z2)，则ρ2＝|OB|＝eq \r(|OA|2＋|AB|2)＝eq \r(32＋32)＝3eq \r(2)，

θ2＝∠BOA＝eq \f(π,4)，z2＝3，

∴B′的柱坐标为(3eq \r(2)，eq \f(π,4)，3)；

如图，取OB的中点E，连接PE，
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设点P的柱坐标为(ρ3，θ3，z3)，则ρ3＝|OE|＝eq \f(1,2)|OB|＝eq \f(3\r(2),2)，θ3＝∠AOE＝eq \f(π,4)，z3＝3，

点P的柱坐标为(eq \f(3\r(2),2)，eq \f(π,4)，3)．
21．(本小题满分12分)某一种大型商品，A、B两地都有出售，且价格相同，某地居民从两地之一购得商品后返回的费用是：每单位距离A地的运费是B地的运费的3倍，已知A、B两地的距离为10 km，顾客选择A或B地购买这种商品的标准是：运费和价格的总费用较低，求A、B两地的售货区域的分界线的曲线形状，并指出曲线上、曲线内、曲线外的居民应如何选择购贷地点？

[image: image20.png]\
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【解】　以A、B所在的直线为x轴，AB的中点O为坐标原点，建立如图所示的平面直角坐标系．

∵|AB|＝10，

∴A(－5,0)，B(5,0)．设某地P的坐标为(x，y)，且P地居民选择A地购买商品便宜，并设A地的运费为3a元/km，则B地的运费为a元/km，

∵P地居民购货总费用满足条件：价格＋A地运费≤价格＋B地运费，

即有3aeq \r(x＋52＋y2)≤aeq \r(x－52＋y2)，

∵a>0，

∴3eq \r(x＋52＋y2)≤eq \r(x－52＋y2)，两边平方，得9(x＋5)2＋9y2≤(x－5)2＋y2，即(x＋eq \f(25,4))2＋y2≤(eq \f(15,4))2，

∴以点C(－eq \f(25,4)，0)为圆心，eq \f(15,4)为半径的圆是两地购货的分界线，圆C内的居民从A地购货，圆C外的居民从B地购货，圆C上的居民可从A、B两地之一购货．
22．(本小题满分12分)在极坐标系中，极点为O，已知曲线C1：ρ＝2与曲线C2：ρsin(θ－eq \f(π,4))＝eq \r(2)交于不同的两点A，B.

(1)求|AB|的值；

(2)求过点C(1,0)且与直线AB平行的直线l的极坐标方程．

【解】　(1)法一　∵ρ＝2，∴x2＋y2＝4.

又∵ρsin(θ－eq \f(π,4))＝eq \r(2)，∴y＝x＋2.

∴|AB|＝2eq \r(r2－d2)＝2eq \r(4－\f(2,\r(2))2)＝2eq \r(2).

法二　设A(ρ，θ1)，B(ρ，θ2)，θ1，θ2∈[0,2π)，

则sin(θ1－eq \f(π,4))＝eq \f(\r(2),2)，sin(θ2－eq \f(π,4))＝eq \f(\r(2),2)，

∵θ1，θ2∈[0,2π)，∴|θ1－θ2|＝eq \f(π,2)，即∠AOB＝eq \f(π,2)，

又|OA|＝|OB|＝2，∴|AB|＝2eq \r(2).

(2)法一　∵曲线C2的斜率为1，∴过点(1,0)且与曲线C2平行的直线l的直角坐标方程为y＝x－1，

∴直线l的极坐标为ρsin θ＝ρcos θ－1，即ρcos(θ＋eq \f(π,4))＝eq \f(\r(2),2).

法二　设点P(ρ，θ)为直线l上任一点，因为直线AB与极轴成eq \f(π,4)的角，

则∠PCO＝eq \f(3π,4)或∠PCO＝eq \f(π,4)，当∠PCO＝eq \f(3π,4)时

在△POC中，|OP|＝ρ，|OC|＝1，∠POC＝θ，∠PCO＝eq \f(3π,4)，∠OPC＝eq \f(π,4)－θ，

由正弦定理可知：eq \f(1,sin\f(π,4)－θ)＝eq \f(ρ,sin\f(π,4))，

即ρsin(eq \f(π,4)－θ)＝eq \f(\r(2),2)，

即直线l的极坐标方程为：ρsin(eq \f(π,4)－θ)＝eq \f(\r(2),2).

同理，当∠PCO＝eq \f(π,4)极坐标方程也为ρsin(eq \f(π,4)－θ)＝eq \f(\r(2),2).

当P为点C时显然满足ρsin(eq \f(π,4)－θ)＝eq \f(\r(2),2).

综上，所求直线l的极坐标方程为ρsin(eq \f(π,4)－θ)＝eq \f(\r(2),2).
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