数学备课大师 www.eywedu.net  目录式免费主题备课平台！

第一章 导数及其应用
1.1 变化率与导数
自主探究学习
1．平均变化率:变化率可用式子  
[image: image448.png]


表示， 称为函数f(x)从x1到x2的平均变化率。若设
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代替x2，同样
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)，则平均变化率为
[image: image7.wmf]=

D

D

=

D

D

x

f

x

y
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2．导数的概念
从函数y=f(x)在x=x0处的瞬时变化率是:
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，我们称它为函数
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出的导数，记作
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3．几何意义：函数y=f(x)在x=x0处的导数等于在该点
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处的切线的斜率，即 
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名师要点解析
 要点导学
1.
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的对于区间（
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，
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）上任意点处都可导，则
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在各点的导数也随x的变化而变化，因而也是自变量x的函数，该函数被称为
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的导函数，记作
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2.（1）导数即为函数y=f(x)在x=x0处的瞬时变化率；（2）
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3. 求曲线在某点处的切线方程的基本步骤:

①求出P点的坐标；
②求出函数在点
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处的变化率
[image: image28.wmf]00

0

0

()()

()lim

x

fxxfx

fxk

x

D®

+D-

¢

==

D

 ，得到曲线在点
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③利用点斜式求切线方程.
4.在导数几何意义的应用过程中，应注意：切点
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也在切线上；③在切点处的切线斜率为
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5. 曲线在P点处的切线与曲线过点P的切线不是同一个概念：前者P点为切点；后者P点可能是切点也可能不.一般曲线的切线与曲线可以有两个以上的切点.
【经典例题】
例1物体在地球上作自由落体运动时，下落距离
[image: image34.wmf]2

1

2

Sgt

=

其中
[image: image35.wmf]t

为经历的时间，
[image: image36.wmf]2

9.8/

gms

=

，若 
[image: image37.wmf]0

(1)(1)

lim

t

StS

V

t

D®

+D-

=

D



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image38.wmf]9.8/
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A. 0～1s时间段内的速率为
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B. 在1～1+△ts时间段内的速率为
[image: image40.wmf]9.8/
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C. 在1s末的速率为
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D. 若△t＞0，则
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是1～1+△ts时段的速率；若△t＜0，则
[image: image43.wmf]9.8/
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【分析】理解导数的概念，导数即为函数y=f(x)在x=x0处的瞬时变化率，
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【解】C．
【点拨】本例旨在强化对导数意义的理解，
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【例2】（1）求函数f(x)=
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附近的平均变化率，并求出在该点处的导数； 

（2）求曲线y=3x2在点
[image: image49.wmf](1,3)

处的切线方程。
【分析】先求Δy=f(x0＋Δx)-f(x0)，再求
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【解】（1）
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（2）因为
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所以，所求切线的斜率为6.因此，所求的切线方程为
[image: image55.wmf]36(1)
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【点拨】函数在某点的瞬时变化率、在某点的导数与在某点的的切线斜率的关系为：函数y=f(x)在x=x0处的瞬时变化率等于函数y=f(x)在x=x0处的导数的值，也等于在该点
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处的切线的斜率，即 
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1.2 导数的运算
自主探究学习
1.常见函数的导数公式
	函数
	导数
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2.导数的运算法则
	导数运算法则

	1．
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名师要点解析
 要点导学
1.反比例函数的导数：
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2.多项式函数的导数：
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3. 
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（常数与函数的积的导数，等于常数乘函数的导数）。
【经典例题】
【例1】日常生活中的饮水通常是经过净化的．随着水纯净度的提高，所需净化费用不断增加．已知将1吨水净化到纯净度为
[image: image82.wmf]%
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时所需费用（单位：元）为
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求净化到下列纯净度时，所需净化费用的瞬时变化率：（1）
[image: image84.wmf]90%

  （2）
[image: image85.wmf]98%


【分析】函数y=f(x)在x=x0处的瞬时变化率等于函数y=f(x)在x=x0处的导数的值，因此，先对函数式求导。
【解】净化费用的瞬时变化率就是净化费用函数的导数．
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image88.wmf]2
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（1）因为
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时，费用的瞬时变化率是52.84元/吨．
（2）因为
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2

5284

(98)1321

(10090)

c

==

-

，所以，纯净度为
[image: image92.wmf]98%

时，费用的瞬时变化率是1321元/吨．
   函数
[image: image93.wmf]()
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在某点处导数的大小表示函数在此点附近变化的快慢．由上述计算可知，
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．它表示纯净度为
[image: image95.wmf]98%

左右时净化费用的瞬时变化率，大约是纯净度为
[image: image96.wmf]90%

左右时净化费用的瞬时变化率的25倍．这说明，水的纯净度越高，需要的净化费用就越多，而且净化费用增加的速度也越快．
【点拨】① 求导数是在定义域内实行的．② 求较复杂的函数积、商的导数，必须细心、耐心．
【例2】求y ＝sin4x ＋cos 4x的导数．
【分析】利用复合函数的求导公式求导或变形后再利用公式求导．
【解】方法一：y ＝sin 4x ＋cos 4x＝(sin2x ＋cos2x)2－2sin2cos2x＝1－
[image: image97.wmf]2

1

sin22 x
＝1－
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方法二：y′＝(sin 4 x)′＋(cos 4 x)′＝4 sin 3 x(sin x)′＋4 cos 3x (cos x)′＝4 sin 3 x cos x ＋4 cos 3 x (－sin x)＝4 sin x cos x (sin 2 x －cos 2 x)＝－2 sin 2 x cos 2 x＝－sin 4 x
【点拨】解法一是先化简变形，简化求导数运算，要注意变形准确．解法二是利用复合函数求导数，求复合函数的导数，关键在于搞清楚复合函数的结构，明确复合次数，由外层向内层逐层求导，直到关于自变量求导，同时应注意不能遗漏求导环节并及时化简计算结果．
1.3 导数在研究函数中的应用
自主探究学习
1. 函数的单调性与导数的关系
在某个区间
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内，如果
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在这个区间内单调递减．特别的，如果
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在这个区间内是常函数．
2. 函数的极值：
  设函数f(x)在
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是函数f(x)的一个极小值.极大值与极小值统称极值.
3.函数的最大值与最小值：
可导函数f(x)在闭区间[a ，b]上所有点处的函数值中的最大值（最小值），叫做函数f(x)的最大值（最小值）.在闭区间[image: image115.wmf][
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不一定有最大值与最小值． ⑵函数的最值是比较整个定义域内的函数值得出的；函数的极值是比较极值点附近函数值得出的．⑶函数[image: image120.wmf])
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上有最大值与最小值的充分条件而非必要条件．(4)函数在其定义区间上的最大值、最小值最多各有一个，而函数的极值可能不止一个，也可能没有一个
名师要点解析
 要点导学
1. 判断函数的单调性：设函数y=f(x)在区间（a，b）内可导，如果恒有
[image: image124.wmf]0

)

(

'

>

x

f

，则函数f(x)在区间（a，b）内为增函数；如果恒有
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2.求可导函数单调性的步骤：
 （1）确定函数f(x)的定义域；（2）求
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的根；（4）列表看
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的符号；（5）确定单调区间.
3. 判断函数极值的方法：设函数f(x)在点
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不是函数f(x)的极值.
4.利用导数求函数的最值步骤:⑴求[image: image142.wmf])
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5.函数
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【经典例题】
例1 函数[image: image159.wmf]32
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的单调减区间为              .
【分析】函数的单调性与导数的关系是，在某个区间
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【解】 [image: image166.wmf]2
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，得单调减区间为[image: image168.wmf](1,11)

-

.
【点拨】考查利用导数判断函数的单调性，亦可填写闭区间或半开半闭区间.
【例2】已知
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其中
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（1）讨论
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的单调性、极值；
（2）求证：在（1）的条件下，
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（3）是否存在实数
[image: image175.wmf]a

，使
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的最小值是3，如果存在，求出
[image: image177.wmf]a

的值；如果不存在，说明理由.
【分析】先对函数求导，利用导数与函数的单调性、极值、最值的关系解决问题.
【解】（1）
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（3）假设存在实数
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【点拨】通过本题学习利用导数研究函数的单调性、函数的最大值、解不等式等知识，提高综合分析与解决问题的能力． 
1.4  生活中的优化问题举例
自主探究学习
导数在实际生活中的应用主要是解决有关函数最大值、最小值的实际问题，主要有以下几个方面：1、与几何有关的最值问题；2、与物理学有关的最值问题；3、与利润及其成本有关的最值问题；4、效率最值问题.
解决优化问题的方法：首先是需要分析问题中各个变量之间的关系，建立适当的函数关系，并确定函数的定义域，通过创造在闭区间内求函数取值的情境，即核心问题是建立适当的函数关系.再通过研究相应函数的性质，提出优化方案，使问题得以解决，在这个过程中，导数是一个有力的工具．
利用导数解决优化问题的基本思路：优化问题  建立数学模型 用函数表示的数学问题 解决数学模型 用导数解决数学问题 作答 优化问题的答案。
名师要点解析
 要点导学
利用导数解决生活中的优化问题的一般步骤：
（1）分析实际问题中各量之间的关系，列出实际问题的数学模型，写出实际问题中变量之间的函数关系
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（2）求函数的导数
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（3）比较函数在区间端点和使
[image: image235.wmf]0
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的点的函数值的大小，最大（小）者为最大（小）值.
【经典例题】
例1有甲、乙两城，甲城位于一直线形河岸，乙城离岸40千米，乙城到岸的垂足与甲城相距50千米，两城在此河边合设一水厂取水，从水厂到甲城和乙城的水管费用分别为每千米500元和700元，问水厂应设在河边的何处，才能使水管费用最省？
【分析】本题是与利润及其成本有关的最值问题，首先根据题意，列出水管费用的函数关系，利用导数求其最小值.
【解】设水厂D点与乙城到岸的垂足B点之间的距离为x千米，总费用为y元，
则CD ＝
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答：水厂距甲距离为50－
[image: image243.wmf]3
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千米时，总费用最省．
【点拨】当要求的最大（小）值的变量y与几个变量相关时，我们总是先设几个变量中的一个为x，然后再根据条件x来表示其他变量，并写出y的函数表达式f（x）．
【例2】圆柱形金属饮料罐的容积一定时，它的高与底面半径应怎样选取，才能使所用的材料最省？
【分析】根据圆柱的体积公式，列出高与底面半径的关系，利用导数知识求最值.
【解】设圆柱的高为h，底半径为R，则表面积
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S=2πRh+2πR2，  由V=πR2h，得
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解得，R=
[image: image248.wmf]3

2

V

p

，从而h=
[image: image249.wmf]2

V

R

p

=
[image: image250.wmf]2

3

()

2

V

V

p

p

=
[image: image251.wmf]3

4

V

p

=2
[image: image252.wmf]3

V

p


即h=2R， 因为S(R)只有一个极值，所以它是最小值[image: image253.emf]�

奎屯

�

王新敞

�

新疆


答：当罐的高与底直径相等时，所用材料最省[image: image254.emf]�
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【点拨】应用题求解，要正确写出目标函数并明确题意所给的变量制约条件．应用题的求解过程中如确定有最小值，且极小值唯一，即可确定极小值就是最小值．
1.5  定积分的概念
自主探究学习
1．定积分的概念
一般地，设函数
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将区间
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如果
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，那么称该常数
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上的定积分.记为：
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－被积函数，
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－积分变量，
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－积分区间，
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2．定积分的几何意义
从几何上看，如果在区间
[image: image281.wmf][

]

,

ab

上函数
[image: image282.wmf]()

fx

连续且恒有
[image: image283.wmf]()0

fx

³

，那么定积分
[image: image284.wmf](

)

b

a

fxdx

ò

表示由直线
[image: image285.wmf],(),0

xaxbaby

==¹=

和曲线
[image: image286.wmf]()

yfx

=

所围成的曲边梯形(如图中的阴影部分)的面积，这就是定积分
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名师要点解析
 要点导学
1. 定积分
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2. 用定义求定积分的一般方法是：①分割：
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等分区间
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3.曲边图形面积：
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；变速运动路程
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4.一般情况下，定积分
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的面积（即
[image: image311.wmf]x

轴上方面积减
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轴下方的面积）
5．定积分的性质
根据定积分的定义，不难得出定积分的如下性质：
性质（1）
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性质（3）
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【经典例题】
例1计算定积分
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【分析】利用定积分性质有，
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，利用定积分的定义分别求出
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【解】
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image323.wmf]2
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【点拨】学习微积分基本定理以后，也可利用原函数直接求定积分的值.
【例2】设y=f（x）是二次函数，方程f（x）=0有两个相等的实根，且f′（x）=2x+2.
（1）求y=f（x）的表达式；
（2）求y=f（x）的图象与两坐标轴所围成图形的面积.
（3）若直线x=－t（0＜t＜1＝把y=f（x）的图象与两坐标轴所围成图形的面积二等分，求t的值.
【分析】先求函数解析式，再根据定积分求f（x）的图象与两坐标轴所围成图形的面积.
【解】（1）设f（x）=ax2+bx+c，则f′（x）=2ax+b，
又已知f′（x）=2x+2

∴a=1，b=2.
∴f（x）=x2+2x+c
又方程f（x）=0有两个相等实根，
∴判别式Δ=4－4c=0，即c=1.
故f（x）=x2+2x+1.
（2）依题意，有所求面积=
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（3）依题意，有
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【点拨】定积分
[image: image331.wmf](
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fxdx
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的几何意义是介于
[image: image332.wmf]x

轴、函数
[image: image333.wmf]()

fx

的图形以及直线
[image: image334.wmf],

xaxb
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之间各部分面积的代数和，在
[image: image335.wmf]x

轴上方的面积取正号，在
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轴下方的面积取负号.即
[image: image337.wmf]()
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阴影
[image: image338.wmf]A

的面积—阴影
[image: image339.wmf]B

的面积（即
[image: image340.wmf]x

轴上方面积减
[image: image341.wmf]x

轴下方的面积）.
1.6  微积分基本定理
自主探究学习
1. 微积分基本定理：如果函数
[image: image342.wmf]()
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是
[image: image343.wmf][,]

ab

上的连续函数
[image: image344.wmf]()

fx

的任意一个原函数，则
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2. 定积分的性质：
[image: image346.wmf]()()()()
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（定积分对积分区间的可加性）
名师要点解析
 要点导学
1.微积分基本定理是微积分中最重要、最辉煌的成果，它揭示了导数和定积分之间的内在联系，同时它也提供了计算定积分的一种有效办法.
2.寻找满足
[image: image347.wmf]()()

Fxfx
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的函数F(x)，一般运用基本初等函数的求导公式和导数的四则运算法则，从反方向上求出F(x).
3. 为了方便起见，还常用
[image: image348.wmf]()|
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Fx

表示
[image: image349.wmf]()()
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，即
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.该式称之为微积分基本公式或牛顿—莱布尼兹公式.它指出了求连续函数定积分的一般方法，把求定积分的问题，转化成求原函数的问题，是微分学与积分学之间联系的桥梁.  它不仅揭示了导数和定积分之间的内在联系，同时也提供计算定积分的一种有效方法，为后面的学习奠定了基础.
【经典例题】
【例1】计算下列定积分：
[image: image351.wmf]22
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.由计算结果你能发现什么结论？试利用曲边梯形的面积表示所发现的结论.
【分析】求出
[image: image352.wmf]sin

x

的原函数，利用微积分基本定理求解.然后观察规律.
【解】因为
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可以发现，定积分的值可能取正值也可能取负值，还可能是0. 

( l ）当对应的曲边梯形位于 x 轴上方时，定积分的值取正值，且等于曲边梯形的面积；
（2）当对应的曲边梯形位于 x 轴下方时，定积分的值取负值，且等于曲边梯形的面积的相反数；
 ( 3）当位于 x 轴上方的曲边梯形面积等于位于 x 轴下方的曲边梯形面积时，定积分的值为0，且等于位于 x 轴上方的曲边梯形面积减去位于 x 轴下方的曲边梯形面积． 

【点拨】要注意定积分的值可能取正值也可能取负值，还可能是0.
【例2】计算下列定积分：
（1）
[image: image357.wmf]3
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[image: image358.wmf]ò

+

2

0

2

1

dx

x

x

.
【分析】根据被积函数的特点，求出其原函数，利用微积分基本定理求解.
【解】（1）因为
[image: image359.wmf]2''
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【点拨】把求定积分的问题，转化成求原函数的问题，寻找满足
[image: image364.wmf]()()
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的函数F(x)，一般运用基本初等函数的求导公式和导数的四则运算法则，从反方向上求出F(x). 
1.7  定积分的简单应用
自主探究学习
1. 平面图形的面积
在区间
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轴所围成的曲边梯形面积
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就是定积分
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．这里，被积表达式
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就是面积元素
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．两条曲线
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，在区间
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2. 旋转体的体积
由连续曲线
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轴所围成的曲边梯形绕
[image: image384.wmf]x

轴旋转一周所成旋转体的体积
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． 类似地，由连续曲线
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轴所围成的曲边梯形绕
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轴旋转一周所围成旋转体的体积为
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3.平行截面面积为已知的立体的体积：   
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4.功 在变力
[image: image392.wmf])

(

x

F

作用下物体沿
[image: image393.wmf]x

轴由点
[image: image394.wmf]a

到点
[image: image395.wmf]b

过程中，力
[image: image396.wmf]F

所作的功为
[image: image397.wmf]ò

=

b

a

dx

x

F

W

)

(

．
名师要点解析
 要点导学
1.在定积分应用问题中，先求出微元素
[image: image398.wmf]dA

，再求出定积分
[image: image399.wmf]dA
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，即所求
[image: image400.wmf]A

．这种方法称为元素法，也称微元法．
2.平面图形的面积求法：
对x积分：  
[image: image401.wmf][()()]

b

a

Sfxgxdx

=-

ò

  (上边界-下边界再积分)；    

对y积分：  
[image: image402.wmf][()()]
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  (右边界-左边界再积分)．      

3.旋转体的体积：
以x轴为一直角边的曲边梯形绕x轴旋转：
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以y轴为一直角边的曲边梯形绕y轴旋转：
[image: image404.wmf]22
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4.平行截面面积为已知的立体的体积：   
[image: image405.wmf]ò
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5.物理应用：微元法．
【经典例题】
【例1】求两条抛物线
[image: image406.wmf]2
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所围成图形的面积．
【分析】做出图形，求出两抛物线交点，写出面积元素，利用定积分求所围成图形的面积.
【解】作两条抛物线的图形，如图所示．解方程组
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．即两抛物线交点为
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．下面求面积元素：                           

取
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为积分变量．区间
[image: image412.wmf]]

1

,

0

[

上的任一小区间
[image: image413.wmf]]

,

[

dx

x

x

+

的窄条，其面积近似于高为
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的窄矩形面积．这样就得到面积元素          
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于是，所求图形面积为定积分
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【点拨】两条曲线
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．因此本题也可按公式
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直接求解．
【例2】求由椭圆
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[image: image427.wmf]x

轴旋转一周而成的旋转体(称旋转椭球体)的体积．
【分析】由连续曲线
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轴所围成的曲边梯形绕
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轴旋转一周所成旋转体的体积
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，可先求积分区间及积分变量，再求积分.
【解】旋转椭球体可看作是由上半个椭圆
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及
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轴围成的图形绕
[image: image435.wmf]x

轴旋转而成的旋转体．
取
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为积分变量，积分区间为
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于是，旋转椭球体的体积   
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【点拨】本题中的椭圆
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，求出的体积就是半径为
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